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A Lei da Gravitacao Universal
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Modelo geocéntrico (Aristoteles, Ptolomeu etc.)
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Pequeno problema: planetas (“errantes”)
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Primeira tentativa: epiciclos
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deferente planeta
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Segunda tentativa: equante e deferente
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Nicolau Copérnico (1473-1543
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Periodo Copérnico Atual
Mercurio 87,97 dias 87,97 dias
Vénus 224,70 dias 224,70 dias
Terra 365,26 dias 265,26 dias
Marte 1,882 anos 1,881 anos
Jupiter 11,87 anos 11,862 anos
Saturno 29,44 anos 29,46 anos

Periodo sideral dos planetas

Aula 1
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Modelo Copernicano continha algumas gambiarras...
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TYCH® BRAHE
JOHANNES KEFL

... € mesmo assim o modelo nao funcionava bem!
Nesse momento T. Brahe e J. Kepler entram na historia
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Tycho Brahe (1546-1601)
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Tycho Brahe: nobre, matematico, boémio, astrobnomo
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ESTRONOMICEN

Tycho Brahe: astronomia “de olhometro”
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O modelo de Tycho Brahe
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Johannes Kepler (1571-1630)
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Declination (degrees)
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Tycho Brahe's Mars Observations
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Com base nas medidas de Tycho Brahe, Kepler pode
compreender de qgue modo os planetas se movem

Aula 1
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Ceres

Modelo heliocéntrico de Kepler
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12 Lei de Kepler:
Os planetas orbitam o Sol em elipses,
com o Sol em um foco da elipse

22 Lei de Kepler:
O raio do Sol aos planetas descreve
areas iguais em tempos iguais

32 Lei de Kepler:
Os quadrados dos periodos sao
proporcionais aos cubos das distancias

T? = a R’

Leis de Kepler (1618)

Aula 1
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22 Lei de Kepler:
O raio do Sol aos planetas descreve
areas iguais em tempos iguais

“

Leis de Kepler (1618)
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12 Leil de Kepler:
Os planetas orbitam o Sol em elipses,
com o Sol em um foco da elipse

22 Lel de Kepler:
O raio do Sol aos planetas descreve
areas iguais em tempos iguais

32 Lei de Kepler:
Os quadrados dos periodos sao
proporcionais aos cubos das distancias

T? = a R’

Leis de Kepler (1618)

Aula 1
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Parind (terrestrial years)

Kepler (~Séc. 17)
Planet M:::::::;;" '::;:‘: Tl{ (10 AUY/day?)
Mercury  0.389 87.77 7.64
Venus | 0.724 20470 7.52
Carth | 1 365.25 7.50
Mars 685.95 7.50
Jupiter 4332.52 7.49

Saturn 10759.2 7.43

Medidas modernas
Planet Semi-major axis (AU) Period (days) T (10°% AU¥day?)
Mercury | 0.38710 87.9693 7.496
venus 0.72333 224.7008 7.486
Earth 1 366 .2664 7.488
\Mizrs 1.E2368 A8E B706 7.485

Jupiter | 5.20336 4322.8201 7.504

sawrn | 9.53707 10775.599 7.488
Uranus | 19,1813 30€87.153 F.oUe
Naptune | 30.0680 680190.03 7.504
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Note que a 32 Lei de Kepler aplicada ao movimento dos planetas em torno
do Sol nos da:

R’ 1 au)?
R QA 5061 x 1075 au® dia™2
72 (365 dia)?

No caso do movimento da Lua e dos satélites em torno da Terra temos:

R?®  (0,002569 au)’
R _{ D) 5163 x 10~ au’ dia=2
72 (28 dia)?

Portanto, a constante R>/T? = 1/a é uma propriedade do corpo central
— possivelmente a... massa?...
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Isaac Newton (1643-1727)
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A peste bubodnica se espalha pela Inglaterra,
fechando Cambridge. Newton se refugia na
fazenda da familia em Woolsthorpe.

Naquele ano ele vai criar:

= O calculo diferencial e integral
* A Optica (como ela é entendida hoje)
= A Lei da Gravitacao

Newton sobre ele mesmo

"l do not know what | may appear to the world, but
to myself | seem to have been only like a boy
playing on the sea-shore, and diverting myself in
now and then finding a smoother pebble or a
prettier shell than ordinary, whilst the great ocean
of truth lay all undiscovered before me.”

Isaac Newton (1643-1727)
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Eureka! Gravidade = forca
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Orbitas:
resultado da forca

Mas qual forga?
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Lei da Gravitacao Universal

* Nosso ponto de partida é a 3a Lei de Kepler:

R 1

T a

I/

onde a deve ser uma propriedade da massa central — por exemplo,

o corpo celeste.

e Vamos lembrar que, como demonstrado por Galileu, a aceleragao da PN
gravidade ¢ igual para todos os corpos, o que significa que a forga \f
gravitacional é proporcional a massa: l

Fo=mg=ma
e Mas, pela 3a Lei de Newton, a forca que um corpo A exerce sobre
outro corpo B é sempre contrabalancada por uma forca de mdédulo

igual e sentido oposto, exercida pelo corpo B sobre o corpo A
(também conhecida como Lei da conservacao de momento):

— —
FA—>B=_FB—>A
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Lei da Gravitacao Universal

e Juntando duas “pistas" acima Newton supds que: Fap
L —
— VN
Fy,p~—MyMgryg

* \Vamos agora tentar usar a 3a Lei de Kepler para
nos ajudar. Assim, vamos supor que os corpos A e

B sdo o Sol (A) e um planeta (B), ou a Terra (A) e a
Lua (B). Sabemos que:

Ry 1 I =>M_ﬁ1_ R;
T%_GA A A aA_ T%

* \amos testar isso: numa orbita eliptica cujo raio

médio é Ry, a aceleracao angular é, na média:

27
— w:R,7 Wp = —
B I\BVAB B —

Ig

—

B
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Lei da Gravitacao Universal

e Acabamos de obter, portanto, que: F'ap
B —
_ 4n* . :
B=——"7 Rgiyp . eassim a forca de Aem B é:
I3
— 47[2 A
Fy,p=—My,— Rg7sp

e Por outro lado, também temos que a forca deve ser proporcional a massa M, , que é

R3 R>
T3 M,

e Portanto, substituindo acima temos:
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Lei da Gravitacao Universal

e Ou, numa notacdao menos prolixa:

N I '
F=—GMm—7r r
2

e A constante de Newton é medida como sendo:

G=6,674x 107" kg7! m> s72

7~

S e
Cerc fond -

— — R w" L4
ae — Terr. o — A \
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Proxima aula:

- Lei da Gravitacao Universal

» Centro de Massa e Massa reduzida

- A forca de uma distribuicao de massa
 esfericamente simeétrica

« O Teorema do Virial

abramo@if.usp.br

Aula 1
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Modulo IV, Aula 2:
A Lei da Gravitacao Universal

Trabalho e energia potencial gravitacional
Centro de massa e massa reduzida
Trajetorias: problemas de 2, 3 e N corpos
Forca de uma casca esférica

Teorema do Virial

Aula 2
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A Lei da Gravitacao Universal

e Atracao entre dois corpos, massas M e m:

. 1 »
F=—GMm—r
)

e A constante de Newton é medida como sendo:

G =6,674%x 107" kg™l m? s72

e

Mercurio



Como medir a constante G

Balanca de Cavendish



A Lei da Gravitacao Universal

® Vamos escrever interacao gravitacional de um modo mais geral, com a origem num

ponto arbitrario:

I M N
F1m2 =7 (F,— 7)) 172 =T R
rp — T 27 _ _ 1
Fio,=—=F;,
— m2m1 7’1—}”2

® Podemos, por simplicidade, posicionar o nosso sistema de coordenadas numa das

—

massas — digamos, m, . Entao, com Fl — (0 temos:

mp my, mp m, .
=—G

Aula 2

———7r
2 1> = 2
(7,- ) 172- 01 3 f
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A Lei da Gravitacao Universal

® Podemos escrever, de um modo mais compacto, que a forga

gravitacional de M em m é dada por:

Mm
r

FG:_G },-2

® Forcas dessa natureza tém uma caracteristica fundamental, que as

distingue de todas as outras: elas sdao forgas conservativas.

® Uma forca conservativa pode ser expressa como o gradiente de uma

funcdo escalar — a energia potencial.
F(F) ==V U®¥)
® |embrem-se da definicdo do gradiente: ele é uma “derivada vetorial”,

e indica como uma funcéo varia no espago — tanto a direcao da

mudanca quanto a intensidade:

p—g /.\a /.\0 Aa
V=i—+j—+k—
0x 0y 07

/




Forcas conservativas

® No caso particular da forca gravitacional, a funcao U(r) é:

GMm r
a r3

Us(r) = —

® Para mostrar isso, note que:

— ~ 0 0 .0
Virt= <z—+]—+k—> (x2+y2+Z2)

0x dy 07

10 il 2<°+ j + l%) 27
= | —x? =2 | xi zk ) =2r

0x ]dyy 07 Y

e Mas V2 =2rVr, portanto Vr = — = 7. Assim, obtemos que:

—VUG=V< >:GMmV<—>=GMm<——)Vr
a a r2

A

—
® Portanto, usando que Vr =7 acabamos de mostrar que:

S | sy

72

Aula 2
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Energia potencial

® O fato de que a forca pode ser expressa desse modo (como o gradiente de

uma funcao) tem uma importancia fundamental, que vamos explorar a seguir.

® Vamos calcular o trabalho realizado pela forca no corpo de massa m, ao
longo da trajetéria dessa particula. Para uma for¢a qualquer temos:

B — —
WA_>B=J‘ dlxﬂ'F
A

® No caso de uma forgca conservativa temos:

B —

WA_>B=J‘ a7 - (~Vv) d7 F
A
® Mas o gradiente ndo é nada mais do que uma derivada vetorial, portanto:
B B
A= dU
WA_>B=—J df(f- VU) =—J it == = - [UB) - UA)]
A 4 dac

® Note que isso ndo depende do caminho que levade A a B !l



Energia potencial

® O trabalho nao é nada mais do que a variacao da energia cinética do
corpo:

B
A

® Por outro lado, vimos que essa mesma variacao pode ser escrita como:
Wyp=—AU, =~ |U®B) - UA)]
® Podemos escrever essa igualdade como:
AKy p+AU,_ =0

® Ou seja: o que encontramos é que toda vez que um corpo se move sob

a influéncia de uma forca conservativa, o que ocorre é uma troca entre a

energia cinética e a fungdo U, que chamamos de “energia potencial”:

K+U=FE=const. = AK+AU=0

de

Aula 2
B
A’
A
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Energia potencial

U cresce,
. R K diminui
® Para colocar isso de um modo intuitivo: O
AK+ AU =0
(a) se a energia cinética cresce, a energia U
potencial diminui
(b) se a energia cinética cai, a energia
potencial aumenta ©
K cresce,
® Também é til lembrar que a energia cinética U diminui

aumenta quando o movimento se alinha a

forca:

AK=TF - Ar—(—VU) AF

o R ot N i
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Energia potencial

® No caso particular da forca gravitacional, temos a energia

potencial gravitacional.

GMm

r

Ug(r) = —

® De um ponto 1 a uma distancia r; da massa M, até um ponto 2

a uma distancia r, , a energia potencial gravitacional varia

como:
AU]Q — U(rl) - U(rz)
GMm GMm 1 1
= — -+ = GMm —
1 ) Fh 1

® |embre-se que essa energia ndo depende do caminho: a
energia cinética que a massa m vai ganhar/perder no trajeto

entre os dois pontos é dada apenas por AU, !



Aula 2

Energia potencial

® O que acontece no caso na forca gravitacional gerada por muitas massas (M, , M,, ...), cada uma

numa posicado (¥, , 7y, ...)?

® Simples! Fazendo R, =¥ — F,, temos que a for¢ca de cada uma é dada por:

F, =—GM R M R
Tot — — lmR—%—G 2mR—§+
R,
« M

® Mas cada uma dessas forcas pode ser expressa por uma energia potencial:

(3 * e
“““
. ®

—

— R.
Ri3 |7_

7 —

SN

— 1
=-V|-GMm———

-

|”—7z‘|

® Portanto, podemos expressar a forca conjunta dessas massas pontuais em termos de uma energia

potencial gravitacional total:

Fal KV GM.m
FT0t=_VUT0t , onde UTM:ZUi:_ZT
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Energia potencial

® De um modo ainda mais geral, podemos expressar a

energia potencial total de um sistema de N particulas

i=1,2,...,N) .
N GM;M, R
U= Y Y U= X 3 Ry
j<i i=1 j<i i=1



O centro de massa

® E por falar num conjunto de particulas, vamos considerar um sistema de
N massas pontuais (M, , M,, ...), em posi¢des 7 , T, ..., € cOM

velocidades V', V), ...).

® A quantidade de movimento (momento) total do sistema é:
P 1o = ZMi Vi
i

® Podemos expressar esse momento total em termos do centro de massa

(CM):

P
Vieu = MCM , onde My, = Z M;
Tot i

— P, =M, Veu

Aula 2



O centro de massa

® Dado um conjunto de particulas, a posicao do CM é dada por:

Mro R oy = ZMi r

® Frequentemente é conveniente utilizar o referencial do CM, no qual

R -y = 0 (origem do sist. de coordenadas): 7, > R, =7;,— Ry,

® Corolario: para um par de particulas, o CM esta posicionado entre as duas,

na diregao que liga as particulas — quaisquer que sejam as suas massas.

® No caso de duas particulas temos, no referencial do CM:

— — — M—>
1

-

- g ~ .
® A distancia entre as duas particulas, R, = r, — |, pode entao ser escrita

comao:

M, —
2R2=

R,=R,+—
| 2 1\41 ]\41

R, = ) = R,

Aula 2




O centro de massa

® Agora podemos expressar a forca gravitacional em termos dessa

distancias com relacao ao CM. Temos:

Fi,=- R3 Ry, =Mya,=MR,
2

Ml
M, + M,

e Usando a relacao obtida acima, R, = R, , obtemos:

GM M, — MM, = EIN
T o3 12 = Ry = uRy, , onde
Ry, M, + M,

M M,

= é a chamada massa reduzida
M, + M,

U

® Note que, se trocarmos os papéis das duas particulas, obtemos:

GM1M2 ﬁ _ -

—

- - - - - -
Onde,ClaI‘O, R12=I"2—7‘1 e R21=F1—I’2=—R12

Aula 2




O centro de massa

® Na pratica, isso significa que podemos reduzir o problema
de dois corpos (M, e M,) a um problema muito mais
o Ve o 7 ° g g
simples, de uma so variavel — sejaela R, ou R,;.Por

exemplo, resolvemos:

GM M, — EIN
— 3 R = uRy
Ry,

® Note que, apds resolver essas equacoes e obter as
trajetérias, podemos voltar e calcular a posigao no

referencial do CM, fazendo:

— Ml — —
R, = R e R, = R, =———R
M+ M, UM+ Mm, M, °

Aula 2
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Trajetorias
fime : 0.1000

Simulacées de Rubens Machado (UFOP) circular orbit

http://professor.ufop.br/remachado/hist%C3%B3ria-da-astronomia

Problema de 2 corpos... e 3 corpos??


http://professor.ufop.br/rgmachado/hist%C3%B3ria-da-astronomia

Aula 2

Trajetorias

Problema de 3 corpos mais geral: caos!



08/05/2020
Fisica |
Modulo IV
Aula 2

Trajetorias

Problema de 3 corpos: algumas solucoes periddicas!
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Trajetorias

Problema de 8 corpos periodico



Trajetorias

" () /

NV

Problema de 21 corpos periddico!



Teorema das cascas esféricas

® Seja uma distribuicao esfericamente simétrica de massa, de tal forma que

a densidade do objeto é dada por p = p(r) :

.
*
*
. o
. *
. 3
* .
- .
3 .
* .
- .
. *
- *
. .
. *
3 .
.
-
.
*
3
.0
*

‘e
*
-
‘e
3

® O teorema nos diz que, desde que haja essa simetria esférica, a forga
gravitacional total de cada parte dessa distribuicao de massa se combina

de um tal modo que é como se toda a massa estivesse no centro da

distribuicao.

Aula 2



Teorema das cascas esféricas

® VVamos comecar esse calculo num caso simples, de uma

casca esférica de raio R, e densidade superficial de massa

oc=M/A = M/(47ng) :

® Comece considerando o anel que corresponde ao angulo 6,

com largura df .

v
-
-

® Pela simetria por rotagcées em torno do eixo ¢, s6 a

componente da forca na direcdo do eixo z ndo cancela

=)

Aula 2

nesse anel. Temos portanto que a forga total do anel é dada

por:

- 1 1
dF=—GmdMﬁ(sengb€+cosqb2) — —GmdManelﬁcosgbﬁ

onde dM, . =0dA, =0 2apR,d0) =02z (Rysen0)R,d0

nel anel
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Teorema das cascas esféricas

® Agora é facil — basta integrar!

— — 1
F =[dF =J[_GmdManelﬁ cosgl)ﬁl <

1 .
— [ [—Gm(a 27 R} sen@d@)ﬁ cosgbz]

® Pode parecer uma expressao muito complicada, ja que a distancia R = R(0) :

para@ =0,R=7z—R,,eparald =x,R=z+R,.
R, do

® De um modo totalmente geral, essa dependéncia estd dada pela lei dos

cossenos, ou seja:
R*=R;+z*—2Ryz cosf

® Tomando a derivada com relacdo a 6 temos:

RIE _ 2R (Csend)
— =- —sen
40 0<

® Finalmente, podemos expressar cos ¢ pela lei dos cossenos:

R*+z° —R;
2Rz

R§=R2+z2—2chosq§ , = cos¢=



® Substituindo as expressoes obtidas, e usando que ¢ = M/(47ng) , temos:

F = —GmMZJ'

=—GmM2J

® Ha muitos modos equivalentes de chegar em algo que é basicamente a mesma coisa. E agora

Teorema das cascas esféricas

22+ R>—R} dR

4RO Z2 R2

do

ficou bem mais facil:

F=-—

® O termo dentro das chaves d& exatamente 4 R, e portanto chegamos em:

GmM

—

GmM
Z
4R022

GmM
Z
4R0Z2

Z2

GmM
Z
4R0Z2

—R, 4RO Z2 R2

R R?

{1y

=R,

1

2 2
—(z2 = RH)—
( O)R
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<

Z+R, ZZ — R
|, =

2
0

[Z+R0 Z2 +R2 _ R(%

iR + j
7—R,

Z+R

Z—R,

dR

+R|

Z+R

Z+R,
7—R,

1dR>

T -
-~y
L
L]
L
-
- -
- -
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Teorema das cascas esféricas

® Ou seja, a forca causada por essa casca esférica de massa M é
realmente idéntica a forca que seria gerada por uma particula zall

pontual no centro da casca esférical l

— GWZMA
— r

72
® Um resultado que eu ndo demonstrei, mas que vocés podem

mostrar facilmente, é que, se a massa m estiver dentro da casca

esférica, a forca se anulal!

® A generalizagao para um corpo esfericamente simétrico qualquer
é trivial: desde que a massa m esteja fora da distribuicao de
massa, a forga gravitacional e o potencial sdo idénticos aos de

uma massa pontual M no centro do objeto. Ou seja:

. Gm (' Gm ('
F()=—-—"# [ p(r) X dA = -7 [ o(r') X Amr? dr
r 0 r 0
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Teorema do Virial

® Esse é um dos resultados mais importantes da Fisica, com conexdes com a Termodinamica,
a Mecanica Estatistica, a Astrofisica, na Mecanica Quantica e até mesmo na Epidemiologia.

Vamos tomar um sistema de muitas particulas interagindo entre si:

® O Teorema do Virial nos diz que, se a interagdo entre as particulas for descrita por uma
forca conservativa, qualquer que seja o seu estado de movimento inicial, com o tempo vai
se estabelecer uma espécie de equilibrio, de tal forma que a energia cinética e a energia

potencial vao guardar uma relacado precisa:

Uy, +DK;, - 0 , ondeD éuma constante (tipicamente, D =~ 2)
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Teorema do Virial
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Teorema do Virial

® Vamos comecar definindo uma quantidade relacionada a energia, dada por:

G = Z p.-7. , ondep; éomomento de cada particula.
i

® Vamos analisar a variacdo dessa grandeza G com o tempo:

dG A7, d7

- —
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Teorema do Virial

® O Teorema do Virial nos diz que essa quantidade, G, tende a uma constante, ou seja, deixa de

variar, dG/dt — 0 . Quanto isso acontece, temos que:

® Agora, note que a forca em cada particula, F';, é dada pela soma das forgas de todas as outras

particulas (j # i), ou seja:
— —
Fi=) F,,
JFI
® Mas se as forcas sao conservativas, entdo Fj_)l- = — VZ- U;; , onde VZ- é o gradiente com relacdo a 7.

® Vamos supor aqui que a interacao é de tal natureza que:

— —l’l o .« . _
Uj(ry) = a;r;" . onde q; sdo constantes que dependem do pari,j, e a; = aj; .

Claramente, no caso da gravidade temos n=1 e a; = - Gm;m; .
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Teorema do Virial

® Usando essa interacao “hipotética”, temos que:

I . _>
1 o Fi

F.

I
|
)
|

Jj—i ij ] n
rl-j

| S

I W I’”+2 Tij
I

j=i
® Portanto, temos assim que:

[ J;éz
—ZZ< 7 7y ) (o= F)+ 2K,
l j<l

® Assim, obtemos finalmente que:

O=22(a - +2KT0[ — nUT0t+2KTot

[ j<i
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Teorema do Virial

® Para a forca gravitacional, assim como para a forca eletrostatica, por

exemplo, temosn = 1, e assim:

0 = UTOt +2 KTot
® Ou seja, num sistema “virializado”, temos que:

UTOZ‘ = =12 KTOt
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Teorema do Virial

Virializacao de um sistema de 500 particulas



Teorema do Virial

vA
¢ o
>\ e ® o
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0:3.::0 :0. ® o

Virializacao no espaco de fase
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Teorema do Virial

Virializacao com 3 corpos??
Média no tempo - Teorema Ergodico
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Fim da aula 2

Proxima aula:
Lei da Gravitacao Universal
Orbitas e “secdes conicas”
O Potencial Efetivo



