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Exercicio 1 Considere os sistemas lineares abaixo representados pelas respec-
tivas matrizes aumentadas:

—_

111 | 4 11
221 | 6| ¢ |2 21|
112 ] 6 11 |

Usando o método de eliminacao de Gauss, estude a existéncia e unicidade de
solugoes para estes sistemas.
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Exercicio 2 Calcule a decomposicao LU de

A=| -
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e verifique que A = LU.

Exercicio 3 Usando o método de eliminacao de Gauss com trocas de linhas,
calcule uma decomposicao PTLU de

2 6 —4
A=| -4 -12 11
3 14 —16

e verifique que PA = LU.
Exercicio 4 A decomposi¢io PA = LU de uma matriz 3 x 3 é dada por:

010 100 2 3 -1
P=|0o01|,L=| 2 10|eUu=|0 -2 1
100 -1 0 1 0 0 3

a) Usando a decomposigdo acima, resolva o sistema linear Az = b, onde
b=[1 2 -1]%.

b) Obtenha a matriz A.

Exercicio 5 Considere o sistema linear

6r1 + 229 + xr3 — Ty = 0
2r1 + 4dxy + xs3 = 7

X1 + To + 4133 — T4 = -1
—X1 — r3 + 31’4 = =2

cuja matriz é simétrica definida positiva.



a) Obtenha a fatoragdo de Cholesky da matriz e resolva o sistema linear por
substituigoes progressiva e regressiva.

b) Obtenha a fatoracdo LDL? da matriz e resolva o sistema linear por sub-
stituigoes progressiva e regressiva.

Exercicio 6 Usando a decomposicio LDL”, determine para que valores de o
a matriz simétrica
2 —1 0 -2
-1 3 -2 4
0 -2 4 -3
-2 4 -3 «
é definida positiva.

Exercicio 7 Dizemos que uma matriz A tem estrutura de banda, com banda
inferior by, e banda superior by, se a;; = 0 quando @ — j > by ou j —1i > by.
Suponha que A é uma matriz de banda com bandas inferior by, e superior by, e
que a decomposicao LU de A pode ser feita sem trocas de linhas. Mostre que
L tem banda inferior b;, e U tem banda superior by .

Exercicio 8 Uma matriz tridiagonal é uma matriz de banda com by, = by = 1.
Se M, «n ¢é tridiagonal, ela pode ser armazenada usando-se trés vetores a, b e ¢
da seguinte forma: M;; 1 =a;, 2 <i<n, M;; =b;, 1 <i<n,e M, ;41 =c,
1<i<n-1.

a) Deduza as férmulas para a decomposicdo LU de M em termos dos vetores
a,bec.

b) Usando a decomposi¢ido acima, mostre como resolver um sistema linear
Mz =d.

¢) Calcule o nimero de operagoes aritméticas para se obter a decomposigao
LU de M, e para se resolver o sistema linear.

Exercicio 9 Suponha que A, «, ¢ uma matriz de banda com bandas by, e by,
e que a decomposicdo LU de A possa ser feita sem trocas de linhas. Se by,
e by forem pequenos comparados com n, mostre que o nimero de operagoes
aritméticas para se obter a decomposicao LU é da ordem de 2n - by, - by, e que
o numero total de operagoes aritméticas para se resolver Ax = b é da ordem de
2n - (b - by + b + by).

Exercicio 10 Sejam D = diag(dy, - -, d,) uma matriz diagonal n x n e A uma
matriz n x n. Prove que (DA);; = d;a;; e (AD);; =dja;5, 1 <i,j <n.
Exercicio 11 Demosnstre os seguintes resultados:

a) Se U e V sdo matrizes triangulares superiores quadradas, entdo UV é uma
matriz triangular superior.

b) Se U é uma matriz triangular superior quadrada, entdo o determinante de
U é o produto dos elementos da sua diagonal (portanto U é inversivel se
e somente se os elementos da sua diagonal sao diferentes de zero).



c) Se U é uma matriz triangular superior quadrada inversivel, entdo U ! é
uma matriz triangular superior e (U~1);; = 1/u;;, 1 < i < n (portanto, se
U é uma matriz triangular superior quadrada, cujos elementos diagonais
sdo iguais a 1, entao U ! é triangular superior com 1 na diagonal).

d) Se U e V sdo matrizes triangulares superiores quadradas, com elementos
diagonais iguais a 1, entao UV é triangular superior com 1 na diagonal.

d) Enuncie e demonstre resultados andlogos para matrizes triangulares infe-

riores.
Exercicio 12 Seja V um espago vetorial munido de uma norma | ||. Prove
que |ju x| > ||lul]| = |lv|| | para todos u e v em V.
Exercicio 13 Calcule ||z||1, ||z]l2 e ||#||cc onde z =] 2 -5 5 ]T.

Exercicio 14 Calcule as normas subordinadas || A||; e ||A||cc onde A é a matriz
do Exercicio 2.

Exercicio 15 Denote por A(i : j,k : ) a submatriz de A formada pelos elemen-
tos que estdo nas linhas ¢ até j e colunas k até [. Mostre que se A(1: k,1: k)
sdo nao singulares para 1 < k < n, onde n é a ordem da matriz A, entao a
decomposi¢ao LU de A pode ser obtida sem trocas de linhas.

Exercicio 16 Suponha que A é uma matriz inversivel e diagonal dominante.
Prove que é possivel obter a decomposicdo LU de A sem trocas de linhas (Su-
gestao: prove que se A é diagonal dominante e inversivel, entao a1; # 0. Depois,
prove por inducdo que em cada etapa k da triangularizagdo, a submatriz (n —
k) x (n — k) é diagonal dominante e inversivel).

Exercicio 17 Suponha que A é uma matriz inversivel tal que a sua transposta
é diagonal dominante. Mostre que é possivel obter a decomposi¢ao LU de A
sem trocas de linhas, e que |/;;] < 1.

Exercicio 18 Para z € R" defina

n 1/p
— .|P — .
i=

Mostre que || ® ||, sdo normas em R™, 1 < p < oo e que

Tim el = []]-c-

Exercicio 19 Demonstre as desigualdades
|Zlloo < llzll2 < [l21ll,
lzll2 < vl €
lzlly < vnllzl]2,



onde z € R™. Pode ocorrer a igualdade em cada uma das relagdes acima?

Exercicio 20 Considere uma norma em R". Prove que a sua norma subordi-
nada é de fato uma norma no espago vetorial das matrizes reais de ordem n, e
que ela é consistente e submultiplicativa.

Exercicio 21 Deduza a férmula para a norma subordinada & norma || e ||; em
termos dos coeficientes da matriz.

Exercicio 22 Mostre que a norma de Frobenius de uma matriz é submultiplica-
tiva e é consistente com a norma || e ||5.

Exercicio 23 Demonstre as seguintes relacées para o nimero de condigao de
matrizes de ordem n, com a norma subordinada:

k(AB) < k(A)k(B);

)
(b) k(cA) = k(A), para todo ¢ € R;
(¢) k2(V) =1 para qualquer matriz ortogonal V;
(d) r2(VA) = ra(A) se V é uma matriz ortogonal;
(e) ;hr2(A) < k1(A) < nra(A);
(f) roo(A) < Fa(A) < Nk (A);
(8) 7ra(4) < roo(A) < n2a(4).

Exercicio 24 A matriz de Frobenius G; que é usada na etapa j do método de
eliminacgao de Gauss pode ser representada na forma

n
§ T
Gj =1- lijeiej ,
i=j+1

onde I é a matriz identidade e e, é o k-ésimo vetor da base canonica do R™.
Usando a representacao acima, prove que

—1 T
Gj =1 + Z lijeiej .
i=j+1

Exercicio 25 Seja A uma matriz n x n inversivel tal que os elementos de A~!

sdo maiores ou iguais a zero. Prove que ||A7}||o = ||v||00, onde
1
1
Av = .
1



