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Nas aulas anteriores foi introduzida a equacao da continuidade.
Essa equacao conclui que, para que a hipotese de regime permanente
seja verdadeira, a massa de fluido que flui por uma secao de um tubo de
corrente deve ser idéntica aquela que o abandona por outra secao
qualquer.

Pode-se, entao, fazer um balanco das massas ou vazoes em

massa entre as secoes de entrada ou saida de um certo escoamento.
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Com base no fato de que a energia nao pode ser criada nem
destruida, mas apenas transformada, € possivel construir uma equacao
que permitira fazer o balanco das energias, da mesma forma como foi
feito para as massas, por meio da equacao da continuidade.

A equacao que permite tal balango chama-se equacao da energia
e nos permitira, associada a equacao da continuidade, resolver inumeros
problemas praticos como, por exemplo: determinacao da poténcia de
maquinas hidraulicas, determinacao de perdas em escoamento,

transformacao de energia, etc.
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Tipos de energias mecanicas associadas a um fluido
A — ENERGIA POTENCIAL (E;)

E o estado de energia do sistema devido a sua posicdo no campo
de gravidade em relacao a um plano horizontal de referéncia (PHR).

Essa energia € medida pelo potencial de realizacao de trabalho do
sistema. Seja, por exemplo, um sistema de peso G = mg, cujo centro de
gravidade esta a uma cota z em relacao a um PHR, conforme mostrado na

figura a seqguir.



UNIVERSIDADE DE SAO PAULO | K Y_IJ
Escola de Engenharia de Lorena — EEL l AD

Como: Trabalho = Forca x Deslocamento

Entdo: W = Gz = mgz

Mas, pelo que foi dito anteriormente, E, = W; logo:

Er = mgz
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Note-se que, na equacao, que sera introduzida posteriormente,
interessara somente a diferenca das energias potenciais de um ponto a
outro do fluido, de forma que a posicao do PHR nao alterara a solucao dos
problemas. Isto ¢, o PHR é adotado arbitrariamente, conforme a

conveniéncia da solucao do problema.
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B — ENERGIA CINETICA (Eco)

E o estado de energia determinado pelo movimento do fluido.

Seja um sistema de massa m e velocidade v; a energia cinética sera dada

por:

CGe L S,
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C — ENERGIA DE PRESSAO (Epg)

Essa energia corresponde ao trabalho potencial das forcas de
pressao que atuam no escoamento do fluido. Seja, por exemplo, o tubo de
corrente da figura a seguir.

Admitindo que a pressao seja uniforme na secao, entao a forca
aplicada pelo fluido externo no fluido do tubo de corrente, na interface de
area A, sera F = pA. No intervalo de tempo dt, o fluido ira se deslocar de

um ds, sob a agao da forca F, produzindo um trabalho:
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dW = Fds = pAds = pdV

ds
dt

Por definicao: dW =dE ,
e portanto: dE ,,=pdV
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Ou
Epr = _[ pdV

D — ENERGIA MECANICA TOTAL DO FLUIDO (E)
Excluindo-se energias térmicas e levando em conta apenas efeitos
mecanicos, a energia total de um sistema de fluido sera:

E=E_+E;RE

ou m
E=mgz+

VZ
dv
> +£p
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Conforme foi citado anteriormente, a equacao da energia geral
sera construida aos poucos, partindo-se de uma equacao mais simples,
valida somente para uma série de hipoteses simplificadoras.
E dbvio que cada hipdtese admitida cria um afastamento entre os
resultados obtidos pela equacao e os observados na pratica. A equacao de
Bernoulli, devido ao grande numero de hipoteses simplificadoras,

dificilmente podera produzir resultados compativeis com a realidade.
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No entanto, € de importancia fundamental, seja conceitualmente,
seja como alicerce da equacao geral, que sera construida pela eliminagao
gradual das hipoteses da equacao de Bernoulli e pela introducao dos
termos necessarios, para que a equacao represente com exatidao os

fenOmenos naturais.

As hipoteses simplificadoras sao:
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A — regime permanente;
B — sem maquina no trecho de escoamento em estudo. Entenda-se por
maquina qualquer dispositivo mecanico que forneca ou retire energia do
fluido, na forma de trabalho. As que fornecem energia ao fluido serao
denominadas ‘bombas’ e as que extraem energia do fluido, ‘turbinas’.
C — sem perdas por atrito no escoamento do fluido ou fluido ideal;
D — propriedades uniformes nas secoes;
E — fluido incompressivel;

F — sem trocas de calor.
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Pelas hipoteses (b), (c) e (f) exclui-se que no trecho de
escoamento em estudo seja fornecida ou retirada energia do fluido.

Seja o tubo de corrente da figura abaixo, entre as secoes (1) e (2).

-
-
-

PHR
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Deixando passar um intervalo de tempo dt, uma massa
infinitesimal dm, de fluido a montante da secao (1) atravessa-a e penetra

no trecho (1)-(2) acrescentando-lhe a energia:

2
dm,v,

dE, =dm,gz, + + p,dV,
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Na secao (2), uma massa dm, do fluido que pertencia ao trecho

(1)-(2) escoa para fora, levando a sua energia:
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Como pelas hipoteses (b), (c) e (f) nao se fornece nem se retira
energia do fluido, para que o regime seja permanente € necessario que no
trecho (1)-(2) nao haja variacao de energia, 0 que implica

obrigatoriamente que:

ou

2 2

dm,v, dm,v,

dm, gz, + + p,dVv, = dm,gz, + + p,dV,
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Como:

D = am o portanto  dy/ — dm

dv 0

tem-se:

2
dm,gz, + dm;vl o P dm, = dm,gz, +

P1 2 P2

dm.v.°
22+p2dm2
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Como o fluido € incompressivel, p, = p, € como 0 regime &
permanente, dm, = dm,.

Portanto:
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Dividindo a equacao por g e lembrando que y = pg, tem-se:

N
_I_
_I_
I
N
T
T

A equacao acima € a equacao de Bernoulli, que permite
relacionar cotas, velocidades e pressoes entre duas secoes do escoamento

do fluido.
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A seguir, sera indicado o significado dos termos dessa equacao.

mgz E; _ .
[/ = —— = —— = Energia potencial por unidade de peso ou energia
mg G potencial de uma particula de peso unitario.

= = —> Energia cinética por unidade de peso ou energia
29 2gm 26 G cinética de uma particula de peso unitdrio.

= = — = —> Energia de pressao por unidade de peso ou
o N G G energia de pressao da particula de peso unitario.
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Note-se entao, que a Equacao de Bernoulli expressa que ao
penetrar por (1) uma particula de peso unitario, a qual estao associadas
as energias z;, v;%/2g e p,/y, devera sair por (2) uma particula de peso
unitario a qual estejam associadas as energias z,, v,%/2g e p,/y, de forma
que a soma delas seja idéntica a soma em (1) para manter a energia

constante no volume entre (1) e (2).



UNIVERSIDADE DE SAO PAULO l | K: Y_IJ

Escola de Engenharia de Lorena — EEL

EQUACAO DE BERNOULLI
Uma observacao importante € que, sendo z uma cota, entao sera
medida em unidade de comprimento (por exemplo, em metros); logo,
tanto v2/2g como p/y também serao medidos dessa forma. Nao devemos
esquecer que, apesar disso, cada uma das parcelas da Equacao de

Bernoulli tem o significado de energia por unidade de peso.
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Notemos ainda que em aulas anteriores que a carga de pressao
foi definida como sendo h = p/y. Logo, a energia de pressao por unidade
de peso € a propria carga de pressao. Por analogia, serao denominadas:
Z = carga potencial
v2/2g = carga da velocidade ou carga cinética
Observe que a palavra ‘carga’ substitui a expressao ‘energia por

unidade de peso’.
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Fazendo:
2

H_p+v + Z

729

Onde: H = energia total por unidade de peso numa secao ou
carga total na secao.
Com a nocao de carga total, a Equacao de Bernoulli podera ser

escrita simbolicamente:

H, = H,
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Essa equacao podera ser enunciada da seguinte forma:

Se, entre duas segoes do escoamento, o fluido for incompressivel,
sem atritos, e o regime permanente, se nido houver maquina nem trocas
de calor entao as cargas totais se manterdo constantes em qualquer

secao, nao havendo nem ganhos nem perdas de carga.
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EXEMPLO 1:

Agua escoa em regime permanente no Venturi da figura. No
trecho considerado, supoem-se as perdas por atrito despreziveis e as
propriedades uniformes nas secoes. A area (1) € 20 cm?, enquanto a da
garganta (2) € 10 cm2. Um manometro cujo fluido manométrico é
mercurio (v, = 136.000 N/m?) e ligado entre as segbes (1) e (2) e indica
o desnivel mostrado na figura. Pede-se a vazao da agua que escoa pelo

Venturi (yy,0 = 10.000 N/m3).
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FIGURA DO EXEMPLO 1:
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RESOLUCAO DO EXEMPLO 1:

Note que as hipoteses impostas pelo problema o enquadram

perfeitamente no uso da equacgao de Bernoulli.

N
_I_
_I_
I
N
T
T



UNIVERSIDADE DE SAO PAULO | K Y_IJ
Escola de Engenharia de Lorena — EEL l AD

EQUACAO DE BERNOULLI

RESOLUCAO DO EXEMPLO 1:
Os centros geométricos das secoes (1) e (2) tém a mesma cota z,
qualguer que seja o PHR adotado.

Dessa forma, pode-se escrever:

V) —V1 P1—DP2

O segundo membro dessa expressao pode ser determinado pelo

manometro diferencial instalado.
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RESOLUCAO DO EXEMPLO 1:

Mas, antes disso, € interessante notar que, pela equacao da
continuidade, sendo A, < A,, tem-se v, > v,, € como a energia cinética
aumenta de (1) para (2), a energia de pressao devera diminuir para que a
soma seja constante.

Essa observacao explica o porqué de o manOmetro estar

desnivelado da esquerda para a direita, ja que p; > p,.
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RESOLUCAO DO EXEMPLO 1:

Partindo do centro geométrico da secao (1) e desprezando os
trechos comuns aos dois ramos do mandmetro, e equacao manometrica
ficara:

P1 + Yi20-N - Yhg-h = P>
P1 = P2 = (Y20 = Vhg)-h
Logo,

P; — P, = (136.000 — 10.000) x 0,1 = 12600 N/m?
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RESOLUCAO DO EXEMPLO 1:

P; — P, = (136.000 — 10.000) x 0,1 = 12600 N/m?

Ou,
vi —vi 12.600 12.600

6m

— — 1,2
29 y 10.000

Ou, adotando g = 10 m/s?

v: — v = 25,20 m?/s?
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RESOLUCAO DO EXEMPLO 1:

Como a equacao da energia conduz a uma equacao com duas
incognitas, havera necessidade de outra equacao que relacione as
velocidades, que € a equacgao da continuidade.

Pela equacao da continuidade,

Q1 = Qz
ViA] = VoA,
A, "72
V1 = Vy)—/— —
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RESOLUCAO DO EXEMPLO 1:

Logo,
2
v
2 2
— — = 25,20
v =
4.v5 — v2 3. V3
ou L —2 = 12520 ) = 2520
4 x 25,20
Vy = 3 - 9, m/S
\
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RESOLUCAO DO EXEMPLO 1:

Logo,
Q=Vv,A, =58x10x10%=5,8 x 103 m3/s

Ou,

Q =5,8L/s
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EXEMPLO 2:
Determinar a velocidade do jato do liquido no orificio do tanque

de grandes dimensoes da figura. Considerar fluido ideal.




