SOLUCOES DE ALGUNS EXERCICIOS DA LISTA

ESPACOS DE HILBERT E EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS MAP4003/ MAP5707

A solugao dos exercicios (com excegao do exercicio 4, que sdo apenas integrais) estdo abaixo. Infe-
lizmente, encontrei algumas imprecisoes nos enunciados enquanto escrevia as solucoes. Eles também
foram corrigidos. Caso vocés encontrem mais imprecisoes, por favor, me avisem.

E importante que usem o senso critico para ler as solucdes! Eu escrevi as solucdes de maneira rapida
e nem todas foram relidas adequadamente.

Os exercicios abaixo foram retirados ou baseados nos dos livros:

C) Introdugao a Analise Funcional, César R. de Oliveira, Projeto Euclides.

B) Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations, Haim Brezis, Universi-
text, Springer.

Lembramos da nossa notagao N = {1,2,3,...}, Ny ={0,1,2,3,...}, Z={...,—2,-1,0,1, 2, ...}.

Exercicio 1. Seja (F,(.,.)) um espago vetorial com produto interno.
i. Mostre que se (u,v) = (w,v) para todo v € E, entao v = w.
ii. Mostre que se E' é um espago real e u e v sdo tais que ||ul| = ||v]|, entdo (v + v,u —v) = 0.

Solugao:
i. Note que, pelas hipoteses, (u — w,v) = 0 para todo v € E. Se escolhermos v = u — w, obtemos

(u—w,u —w) =0.

Isto implica que v — w = 0, ou seja, u = w.
ii. Basta observar que

(u+v,u—v) = (u,0) + (v,0) = (u,v) = (v,0) = (u,u) = (v,v) = [lu]|* = o]|* =0,

ja que ||u|| = ||v||- Note que usamos que (v,u) = (u,v).
Exercicio 2. Mostre que num espago vetorial com produto interno sempre vale |u|| = max;j,|=1 |(u, v)|.
Solugao:

A igualdade vale claramente se u = 0, pois, neste caso, ambos os lados sdo iguais a zero. Vamos
entao supor que u # 0.
Por Cauchy-Schwarz, sabemos que, se ||v|| = 1, entéo
|(u, 0)| < Jlullflv]] = [Jell-

Logo maxjj,=1 |(u,v)] < [Ju].
Por outro lado, seja v = . Neste caso, temos que [v]| = ||ﬁ“ =le

u ()|l

Assim, max,|=1 |(u,v)| > [[ul. Isto encerra a demonstragao.

Exercicio 3. (Identidades de polarizagao) Seja (FE, (.,.)) um espago vetorial com produto interno.
i. Mostre que se o espago é real, ou seja, K = R, entao

1
(w,v) = 7 (e + ol = flu = v]?)

para todo u,v € E.
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ii. Mostre que se o espaco é complexo, ou seja, K = C, entao
1 . . . .
(w,0) = 7 (le+ol* = flu = ol* +iflu+ iv]|* —iflu - iv]*),

para todo u,v € E.
iii. Se (.,.)1 e (.,.)2 sdo dois produtos internos diferentes num espago vetorial F, entdo as normas

ur |lulli = v/ (u,u)1 e u— |lulla = /(u,u)2 podem ser iguais?

Solugao:
i. Basta observar que
1 9 9 1
7 (e +olP = flu=ol?) = 7 ((u+v,u+v) = (w=v,u—v))

= i ((u, u) + (w,0) + (v,u) + (v,0) = (u,u) + (v,u) + (u,v) = (v,0)) = (v, 0).

ii. Segue como abaixo:
1 . . .
7 (et ol? = flu—ol® +iflu+iv|* — iflu — iv]|?)

(u+v,u+v)— (u—v,u—20)+i(u+iv,u+w) —i(lu—iv,u —iv))

g R N

[((u, u) + (w,0) + (v,u) + (v,0)) = ((u,u) = (v,u) = (4,0) + (v,0))
+i ((u, u) + i(v,u) —i(u,v) + (v,v)) — i ((u,u) — i(v,u) + i(u,v) + (v,0))]

= (u,v).

iii. Como visto nos itens anteriores, o produto interno é completamente determinado pela norma
associada a ele. Assim, se as normas fossem iguais, os produtos internos também seriam. A resposta,
portanto, é nao.

Exercicio 4. Mostre que para K =R ou C:

i. O conjunto B. = {1} U {v/2cos(nmz) : n € N} & um conjunto ortonormal em L?(]0, 1[; K), isto &,
fol V2 cos(nmz)V/2 cos(mmx)dz = Gpm, fol 1v/2 cos(mmz)dr = 0 e fol 12dx = 1, para n,m > 1.

ii. O conjunto By = {v/2sen(n7x) : n € N} é um conjunto ortonormal em L2(]0, 1[; K).

iii. O conjunto Breas = {1/v2}U{sen(nmz) : n € N}U{cos(nmz) : n € N} é um conjunto ortonormal
em L?(] — 1,1[;K).

iv. O conjunto Beomp = {em”/ﬁ :n € Z} é um conjunto ortonormal em L?(] —1,1[;C).

Exercicio 5. Use a desigualdade de Bessel para mostrar que
i. Se f € L?(]0,1[;K), entdo
1 1
lim f(@)sen(nmx)dx = lim f(x) cos(nma)dx = 0.

ii. Se f € L?(] —1,1[;K), entao
1 1 1

lim f(z)sen(nma)dz = lim f(z) cos(nma)dr = lim f(z)e™™dx = 0.
n—oo J_4 n—oo J_q n—oo J_4

Solugao:
Como o conjunto {v/2sen(nmz);n > 1} é um conjunto ortonormal em L?(]0, 1[; K), sabemos, pela
desigualdade de Bessel, que

Z|\/§/O f(x)sen(mrx)dx|2§/0 |f ()| da.
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. - 1 ) 1
Assim, a série Y7 | [ f(x)sen(nmz)dz|* é absolutamente convergente. Sabemos de analise real
que, se Z;’il aj < oo e a; >0, entao lim;_, a; = 0. Portanto,

1 1
lim 2|/ f(x)sen(nmz)de|* =0 = lim f(z)sen(nmx)dx = 0.
0

n— oo n—oo 0

As outras afirmacoes seguem usando exatamente o mesmo argumento e o fato de que {\/5 cos(nmx);n >
1} é um conjunto ortonormal em L2(]0, 1[; K), {sen(n7x) : n € N}, {cos(nmz) : n € N} e {(1/v/2)e"™® :
n € Z} sdo ortonormais em L?(] — 1,1[; K) (K = C no caso das exponenciais complexas).

Exercicio 6. Seja (a,),en uma sequéncia real tal que a,, > 0 para todo n € N. Considere o conjunto
13(K) das sequéncias « = (21,2, ...) de nimeros em K tais que 372, ajlz;)? < oco. Mostre que 13(K)
é um espago vetorial com a soma e multiplicagdo por escalar definidas como
(w1, 72, ...) + (Y1,Y2, -.) == (T1 + Y1, T2 + Y2, -..),
)\(1‘17 o, ) = ()\{El, )\{EQ, ),

em que z,y € I§(K) e A € K. Mostre também que o produto interno
o0
(T,Y)a = Zajifj?Tj
j=1

estd bem definido e que (I§(K),(.,.)s) é um espago de Hilbert. Note que l5(K) = I4(K) para a =
(1,1,1,1,...).

Solugao:

Basta imitar a demonstracao feita em sala de aula. Veja abaixo:

Afirmagao 1: 15(K) é um espago vetorial.

Como vimos, basta provar que se z,y € I2(K) e A € K, entdo x +y € I2(K) e Az € [5(K).

Antes, observamos que a fungao

n
(xay)K" :Zajxj?j’ x,y eKnv
j=1
define um produto interno em K". Logo |lz[x» = 4/>°7_; a;|z;* € uma norma e vale a desigualdade

triangular ||z + y||lxk» < ||z|lk» + ||ly|]lx~» para todo x,y € K". Vamos agora continuar em etapas.
Ftapa 1: Se z,y € I3(K), entdao z +y € 1§(K).
Para x = (21, x2,...),y = (y1,¥2,...) € I§(K), definimos z" = (z1,...,x,) € K" e y™ = (Y1, .., Yn) €
K”™. Assim, vemos que

n
. 2 . n ny2 . n n 2
s g » < lim n n
Tim 3 gl 4yl = Tim o 4y F < lim (2" e+ [ly"lxe)

j=1
2 2
n n o oo
= lim Soaila P+ D eyl ] = || Dl | D aslyl? | < oe.
j=1 j=1 j=1 j=1

Portanto, z + y € I5(K) e a adigdo esta bem definida.
FEtapa 2: Se x € I5(K) e A € K, entio Az € I5(K).
Basta observar que

oo n n oo
Yo ailhasP = lim Y agAa? = AP dim Y aglegP =AY aglel® < oo
j=1 j=1 i=1 =1

Assim, Az € [$(K) e a multiplica¢do também estd bem definida.
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Afirmagao 2: Sejam x,y € 1$(K). Logo a soma Zjozl a;x;y; converge absolutamente e a funcdo
abaizo define um produto interno em 1?(K):

(0.1) (z,y) = Z a;T;Y;

Sejam x = (x1,22,...) € y = (y1,¥2,...). Para mostrar que a soma converge absolutamente, vamos
usar novamente as notagoes ", y" e (z",y" )k~ da afirmagao 1.

Vamos definir & = (|z1],|z2],...) € 7 = ([v1], |y2],...). E evidente que Z e 7 pertencem a I$(K). De
fato, tém a mesma norma de x e y, respectivamente. Definimos 2" = (|z1], ..., |Zn]) € 7" = (|y1], .-, [yn])
para todo n € N. Assim, para mostrar que a série Z]Oil a;;y; converge absolutamente, basta observar

que
o0 n
Y _ajlzigil = lim Y aglally;l = lim (@ 5"k < lim (|7 i |57 o
j=1 j=1

n n [e9) (o9}
1 ]2 g2 = ]2 oy |2
([ D aslesl?y | D asluil =\ 1D aslesl?y [ D aslysl®
j=1 Jj=1 J=1 Jj=1

Por fim, agora que sabemos que a funcdo (0.1) esta bem definida, mostrar que ela define um produto
interno é simples e fica a cargo do leitor.

Afirmagao 3: O espago (1$(K), (.,.)) € um espago de Hilbert, em que o produto interno foi definido
em (0.1).

Consideremos vetores e; que sejam iguais a 1/a; na j-ésima entrada e 0 em todas as outras. (Exem-
plos: e; = (1/a1,0,0,...), e = (0,1/as,0,...), e = (0,0,1/as, ...) e etc)

Basta agora mostrar que [§(K) é completo. Observe que se z = (21, %2, 3, ...) € I$(K), entdo

o0
(x,e) = Zakxkékj/aj = ;.
k=1
Seja (u;)jen uma sequéncia de Cauchy em [5(K). Denotamos u; = (u;1, uj2, ujs,...). A sequéncia
(ujk)jen também é uma sequéncia de Cauchy para cada k fixo. De fato, vemos que se i,j € N, entao
luje — wik| = |(u; — i, er)| < [luj — uillllex].

Dessa relagao segue facil que se (u;) é uma sequéncia de Cauchy em 15 (K), entdo (ui)jen também
é uma sequéncia de Cauchy em K.
Como toda sequéncia de Cauchy em R ou C sempre converge, entao existe Uy, = lim;_,oc uj;. Vamos
mostrar que
u = (Ul, UQ, U3, )
pertence a I5(K) e que lim;_, o u; = u.
Para isto, comegamos observando que, como (u;);en € uma sequéncia de Cauchy, para ¢ > 0, existe
N € N tal que se 7,5 > N, entao
o0
D arfuje — wil® = fluy —w? < €2
k=1
Em particular, para todo M € N, temos

M
Zak|ujk —u|? < €%
k=1

Tomando o limite ¢ — 0o, concluimos que
M

(0'2) ZCLHU]‘]C — Uk‘Z < 62.
k=1
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Agora tomamos o limite M — oo e em (0.2) obtemos

o
(0'3) ZCLHU]‘]C — Uk‘Q < 82.
k=1

Assim, fica claro que u; —u € I§(K). Como u = (u —u;) + u; e u—u; € I§(K) e u; € 5(K),
concluimos que u € §(K), ja que a soma de elementos em {§(K) também pertence a [$(K), como vimos
na afirmacao 1. Por fim, (0.3) mostra que ||u; — u|| < €, para todo j > N. Como ¢ > 0 era arbitrario,
provamos nossa convergéncia.

Exercicio 7. Considere o espago 15 (K) das sequéncias em K tais que & = (21,22, ...) € IJ"(K)

e somente se, z; # 0 apenas para finitos j € N.

se,

i. Mostre que 15" (K) é um subespagco de I (K).
ii. Considere o produto interno de I3(K) e o conjunto B = {e, : n € N} definido como e; =
(1,0,0,...), e2 = (0,1,0,0,...), es = (0,0,1,0,...) e assim por diante. Considere a sequéncia (u,)nen

dada por u, = 2?21 %ej. Mostre que a sequéncia é de Cauchy. Ela converge em lg i”(K)? O espacgo

1J"™(K) é um espago de Hilbert?

Solugao:

i. Sejam x e y pertencentes a lgm(K). Sabemos que z; # 0 e y; # 0 para finitos j € N. Seja
J € N o maior j tal que z; # 0 ou y; # 0. Logo z; = y; = 0 para todo j > J. Dessa forma,
(r+vy); = z; +y; = 0 para todo j > J. Concluimos que z + y tem no méaximo J componentes
diferentes de zero. Portanto, x + y € lgm(K) Da mesma forma, podemos mostrar que se a € K e
z € 1™ (K), entdo az € 1™ (K).

ii. A sequéncia é de Cauchy, pois se n > m, entao

n n n

1 1
lun —uml® =11 Y Sell?=(>_ e Z Z Z ~(er.e;)
j:'m—i—l‘7 l=m+1 j:m-‘rlj l=m+1 j= 7n+1
n oo 1
-y Z*%—Z*<ng
l=m+1j=m+1 j= m+1 Jj= m+1
Como Z] 1 ]12 < 00, sabemos que lim,, s Zj 1 ]2 = 0. Logo, dado ¢ > 0, existe M € N

tal que se m > M, entao Zj Y 312 < €2, Assim, se n,m > M (se n < m, basta usar o mesmo

argumento trocando m por n), temos
lun — uml| < e.

A sequéncia é, portanto, de Cauchy.
Consideremos o elemento u = (1,1/2,1/3,1/4,1/5,...). Este elemento pertence a l2(K), pois

o0

1
Além disso,
o0
il =l = Ji || 3
j=n+1

Logo lim,,—, o0 ty, = u. Como u ¢ lg in (K), entao a sequéncia nao converge para nenhum elemento em
15"(K), devido a unicidade do limite (uma sequéncia pode convergir para no maximo um elemento).

Assim, a sequéncia (u,)nen € de Cauchy, ndo converge em lgm(K) e 0 espago lgm(]K) nao é um
espago de Hilbert.
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Exercicio 8. Considere em R" as seguintes normas:

n
lzlly =) lal,
j=1

[#]loc = max [z;].
je{l,...,n}
Elas satisfazem a desigualdade do paralelogramo para todos os vetores u,v € R™? Existem produtos
internos associados a norma ||.||; ou a norma ||.||o0?

Solugao:
A desigualdade do paralelogramo nos diz que

[+l + [lu = vl = 2fjull® +2[lv]*.

Sen = 1, entdao ||z||; = ||z]|ec = || = V22. Como a operagio (z,y) € R? — zy é um produto
interno, entdo |r| = /zx é uma norma que vem do produto interno. Assim, a desigualdade do

paralelogramo é valida e tanto ||.||; como ||.||cc sd0 normas associadas a produtos interno.
Se n # 1, entdo a situa¢do muda. Neste caso, tome u = (1,0,0,...,0) e v = (0, 1,0, ...,0). Logo
||U + U”% + ”u - U”% = ||(1a L0, 70)”% + ||(17 —-1,0, 70)”% =4+4=3,
mas
2|ull3 + 2[|v[|F = 2||(1,0,...,0)||I7 + 2/(0,1,0,...,0)|] =2 + 2 = 4.
Logo, nao vale a desigualdade do paralelogramo e ||.||; ndo esta associado a um produto interno.
Da mesma forma,

it 02 = w2 = (11,0, 0) [ + (1, 1,0, O)Jf = 1+ 1 =2,
mas
2[|ullZ, + 2/l = 2[I(1,0,...,0)[17 4+ 2//(0,1,0,...,0)[F =2+2 =4.
Novamente nao vale a desigualdade do paralelogramo e ||.||o ndo esta associado a um produto
interno.

Exercicio 9. O objetivo desse exercicio é mostrar que se uma norma em um espago vetorial F satisfaz
a lei do paralelogramo, entao existe um produto interno tal que a norma esté associada a esse produto

interno, ou seja, |lu|| = /(u,u). Vamos considerar apenas espagos reais para facilitar.
Suponha que ||.|| : E — [0, 00[ seja uma norma que satisfaga a lei do paralelogramo:

lla +b* + lla = blI* = 2al|* + 2/[b]|*,

para todo a,b € E. Vamos definir a fungao
1
(wv) = 5 (u+ol” = flull® = [lo]*) .

Observe que (u,u) = ||u||?>. Nosso objetivo é mostrar que esta funcio ¢ um produto interno.

i. Mostre que (u,v) = (v,u), (—u,v) = —(u,v) e (u,2v) = 2(u,v), para todo u,v € E.

ii. Mostre que (v + v,w) = (u,w) + (v,w). (Dica: Use a lei do paralelogramo sucessivamente com
Da=u,b=v,2)a=u+tw,b=v4+w,3)a=u+v+w,b=w.)

iii. Prove que (Au,v) = A(u,v) para todo A € R e u,v € E. (Dica: Prove para N, depois para Q e,
por fim, para R.)

iv. Conclua o resultado (que (.,.) € um produto interno).

Solugao:
i. Temos

(u,v) = 5 (lu+ol* = [[ul® = [lv]*)

1
2
1

5 (v +ull® = Jloll® = [lul®) = (v, ).

Observando que ||v + ul|? + ||v — ul|? = 2||v||? + 2|u||?, temos
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(—u,0) = 5 (| —u+ ol = [ = ull® = [lv]*)

~[lv +wl® + 2[]oll* + 2lull® — | = ul® — [|v]*)

N RN~ DN

=llv =+ wl® + [ol* + [lull?)

| =~ /\ —

= —5 (lo+ull® = Jul® = [lv]*) = = (u,v).

Por fim, [|(u +v) +v[|? + ||(u + v) — v||* = 2||u + v||*> + 2||v]|? implica que

(u,20) = 5 (lu +20[* = [|lu]]* = []20]]*)
1w+ ) + ol* = [ull® - [|120]*)

2w+l + 2]|ol* = flull® — [Jull® - [12v]*)

NI ORI G G i )

(
(
(
5 Cllu+ ol = 2fjul* = 2[lv]*) = 2(u,v).
ii. Vamos seguir as dicas. Temos
llu+ol* + [lu = ol* = 2[|ul|* + 2||v]%,
lu+v+2w|® + [lu — o] = 2llu+ w|* + 2[v + w]]?,

-+ v+ 20| + [Ju+ v]|* = 2|lu + v+ wl|® + 2[|lw||.

Assim,

(wtv,w) =5 (Jutv+wl® —|lut ol —|w]?)

N =

1/1 1
5 (3l v+ 20l + St ofP = ul? = -+l = ol

1 1
= (IIU+ wl + o+ wll* = Sllu = vlf* + Sllw+l* = [lw]® = flu+o]* - ||w|2)

1 1
<||u+ wl o+ wll* + Slu+ ol = ful® = [0 + S lu+ol* = fwl* - llu+vl* - ||w||2)

(llu+wl® + v+ wl® = [lull* = [[o]|* = [Jw]* — [[w]*)

NN~ N~ N~

1
(e 4wl = Jlull* = wl*) + 5 (v +wl* = ol* = lwl*) = (4, w) + (©,w).

iii. Se n € N, entao
(nu,v) = ((n = Du+u,v) = ((n = Du,v) + (u,v)
= ((n—2)u,v) +2(u,v) = ... = (u,v) + (n — 1)(u,v) = n(u,v).
Se p,q € N, entao

Por fim,

Logo (Au,v) = A(u, v) para todo A € Q.
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Consideremos agora A € R. Seja (A,) € Q uma sequéncia tal que lim,_, A, = A. Logo

1
(W, v) = 5 (2 +o* = [ 2]” = [lo]?)

1 . 2 : 2 2

= 5 (I lim Ay )2 = | lim Mg = [Jo]]?)
o1 2 2 2

= Tim 5 (o — Al — [o])

= nll)ngo()\nu,v) = nh_)n;<> An(u,v) = Au, v).

iv. Juntando tudo temos: (u,u) = ||ul|?>. Logo (u,u) > 0 e (u,u) = 0 se, e somente se, u = 0.

Também vemos que (u,v) = (v,u). Por fim, u — (u,v) é linear na primeira coordenada. Concluimos
que (+,-) é um produto interno.

Exercicio 10. Sejam a < b e ¢ < d nameros reais e B = {e; :Ja,b[— K : j € N} uma base de Hilbert
de L?(]a, b[; K). Mostre que B = {¢; :]c,d[— K : j € N} ¢ uma base de Hilbert de L?(]c, d[; K), em que

_ b—a b—a
éj(x) =4/ ﬁej(CH' P C(JJ —¢)).
Solugao:

Vamos provar diretamente pela definicao de base de Hilbert: Seja H um espago de Hilbert. Um
conjunto C C H é uma base de Hilbert se C for ortonormal e se [C] for denso em H. Lembramos que [C]
é o conjunto das combinagoes lineares de elementos de C (combinagoes lineares é sempre com finitos
elementos!).

Afirmagio 1: O conjunto B = {é; :]c,d[— K : j € N} ¢ ortonormal.

Basta observar que

d —a [? —a —a
/céj(x)ék(w)dx:%/c ej(a+Z_c(zfc))ek(a+Z_c(xfc))dx.

Fazendo a mudanca de coordenadas y = a + %(m —¢), temos dy = %dw. Logo

/cd éj(z)éx(z)dr = /ab ej(y)ex(y) = o1

Concluimos, assim, que B é um conjunto ortonormal.

Afirmagio 2: O conjunto [B] é denso em L?(|c,d[; K).

Seja f € L?(]c,d[; K) e £ > 0. Queremos mostrar que existe um elemento da forma Zjvzl Bi€; € (B8],
com B; € Ke N € N, tal que

N
1f = Biéjllzge,ax) <&

Jj=1

Vamos definir g(z) = f(c+ £=£(z — a)). Logo g € L*(Ja, b[;K), pois

b b B . b
[ ol = [+ Tt @ —apPas = =2 [T Pde < .

Além disso, como B é uma base de L?(Ja,b[;N) (e, portanto, [B] é denso em L?(]a,b[;K)), existe
Z;V:l aje; tal que

N b—a
lg — Zajej||L2(]a,b[;K) < EE-
j=1
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Portanto,

N b
b— d—c
= 5 >/ lg(x g ozjej(x)|2dx:/a |f(c+b_ T —a) E aje;(r)*dx

b— b
o / d— d—
Jj=1
b N
d—c [b—a b— 9 a
=/ |f(y)—j;% b—a\’ﬁeJ(G—Fd (y — )l e
b N
d—c_ b—a
= | 1) =D aj\[3— &I —d
a j=1

Concluimos que

d—
If - Z%\/ - 6;||L2(]a bliK) < €.

g S ol ] E=c
Basta agora tomar f; = a;/{==-

Exercicio 11. i. Mostre que Beomp = {\/%e””” :n € Z} é uma base de Hilbert de L?(] — 7, 7[;C) e

que By = {/2sen(nz) : n € N} é uma base de Hilbert de L2(]0, 7[; K).
ii. Mostre que em [0, 7], temos

em que o limite é interpretado da forma:

x N 2
1 4 Z sen((2n + 1)x)

(! 2n+1

lim

dx = 0.
N —o00 0

ili. Prove que

— 1
-5 e
= (2n+1)
Solugao:

i. Vimos em sala de aula que Beomp = {(1/v/2)e"™® : n € Z} ¢ uma base de Hilbert de L?(]—1,1[; C)
e que By = {v/2sen(n7x) : n € N} é uma base de Hilbert de L2(]0, 1[; K).
Aplicaremos agora a férmula do exercicio anterior, isto é,

- b—a b—a
én(x) = ﬁen(a—kd_c(ﬂc—c)).
Logo
1- (71) Leinﬂ( 1+;_(_ﬂ) (z—(— 71'))) lieinﬂ'(flJr%(rJrﬂ')) _ 1 ein:r

—(=7) V2 21 \/2 “Vor

%g\@sen(mr(o + 717:(())(33 -0))) = \/zsen(nx).

Assim, obtemos as bases do enunciado.
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ii. Vamos 1 expandir na base Bs. Temos

J2 [ st - [ ctoa”

0 s n

/21— cos(nm)

Agora escrevemos, para e, = \/gsen(mc), a série

1-— m 2 4 2n+1
Z f’ en . Z \/7 COS n \/;SGH(’]’L{E) = Z:O Sen(én’n—'— : ) )’

n=1

em que usamos que cos(nm) = (—1)™. A série converge na norma do espago de Hilbert. Logo

N 2
4 4 2 1
i [ - dyosm@ni ),
N—oo J ™= 2n+1
N
4 sen((2n + 1)z)
- ngl(l,o - Z om+ 1 ”Lz(}O,ﬂ[;K) =0.

n=0
iii. Basta observar que

111720, pm) = Z\ fien)l
n=1

Logo, para f =1ee, = \/gsen(nx), temos

W:/O 1dx—uf||L2GwK> Zif’en
o 1 — cos(nm) 2
Z:: \/> ;Z 2n+1

-3 o
- —_—
— (2n+1)

Exercicio 12. Seja (E, (.,.)) um espago vetorial com produto interno. Dizemos que um conjunto orto-
normal O C F é maximal se nao estiver estritamente contido em nenhum outro conjunto ortonormal,
isto é, se O C E for um conjunto ortonormal e se @ C O, entdo O = O.

Seja (H, (.,.)) um espago de Hilbert. Mostre que um conjunto B é uma base de Hilbert se, e somente
se, B for um conjunto ortonormal maximal.

Portanto,

Solugao:

Pela definigao dada em sala de aula, B é uma base de Hilbert se, e somente se, B for um conjunto
ortonormal tal que [B] é denso em H. Lembramos que [B] é o conjunto de todas as combinagoes
lineares (finitas!) de elementos de B.

Afirmagao 1: Se B é uma base de Hilbert, entdo B é wm conjunto ortonormal mazimal.

Seja B uma base de Hilbert e B € H um conjunto ortonormal tal que B C B.

Suponha que B # B. Logo existe u € B\B Como B é uma base de Hilbert, existe uma sequéncia
(u;) € [B] tal que lim; oo u; = u. Como B é um conjunto ortonormal e u € B\B, entdo (u,v) = 0
para todo v € B. Se u; € [B], entdo u; = ZkN—1 apwy, em que o; € K e w; € B. Logo

N
(u,uj) Z QpWE) Z ag(u, wg) = 0.
k=1

Assim,

Jal* = () = (. lim ) = i () = 0.
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Portanto, |lul| = 0. No entanto, como B ¢ ortonormal, ||u| deveria ser igual a 1. Concluimos que
todo elemento de B pertence a B, ou seja, B = B.

Afirmacao 2: Se B € um conjunto ortonormal mazximal, entdo B € uma base de Hilbert.

Por hipétese, B é um conjunto ortonormal. Seja Hy = [B]. Logo Hy é um subespaco fechado. Se
Hoy # H, entio H = Hy ® Hy e Hy # {0}. Logo existe u € Hg, u # 0. Assim, B = BU {u} &
um conjunto ortonormal que contém 5, mas é diferente de B. Logo B nao é um conjunto ortonormal
maximal.

Concluimos que se B for um conjunto ortonormal maximal, entdo [B] = H. Logo [B] é denso em H.
Portanto, B é uma base de Hilbert.

Exercicio 13. Seja (E,(.,.)) um espago vetorial com produto interno e F' C E um subconjunto nao
vazio. Suponha que para todo u € E, existam f € F e f+ € F* tais que v = f + f*+. Conclua que F
é um subespaco fechado de E.

Solugao:

Afirmacao 1: F € um subespaco vetorial.

Sejam u,v € F e a € K. Como F C E e F é um espago vetorial, entao au+ v € E. Pelas hipoteses,
existem f € F e f+ € F* tais que au+v = f + f*. Assim,

A2+ AR L Uf+ £ = P+ 5 f 4 ) = (aut o, f+ £
= (qu+v, )+ (au+v, 1) 2 (qut v, f) = (f+ F, )
= (L) + U5 =P =1

Em (1) usamos Pitagoras, ja que f L f*. Em (2), usamos que (au+v, f+) = a(u, f+)+(v, f+) =0,
ja que u,v € Fe fteFt.

Concluimos que | f*| = 0. Logo au +v = f € F. Portanto, F' ¢ um subespaco vetorial.

Afirmacao 2: F € fechado.

Seja (fn)neny uma sequéncia em F que converge para u € E. Devemos mostrar que u € F.

Sabemos que u = f + f*, com f € F e f+ € F+. Logo

AP+ =1+ 2=+ ) = (u f+ )
= lim (fu, f) = (lim fo,f) = (u,f) = (f+ 5 ) =(£H+ U H=EH =2
Concluimos assim que || f*|| = 0. Logo u = f € F. Portanto, F' é um conjunto fechado.

Exercicio 14. Seja (E,(.,.)) um espago vetorial com produto interno. Mostre que se F' C E é um
subespago vetorial, entao F' também é um subespago vetorial.

Solucao:
Sejam u e v pertencentes a F e a € K. Para mostrar que F' é um subespaco vetorial, basta mostrar
que au+v € F.

Como u,v € F, sabemos que existem sequéncias (u;)jene (vj)jen que pertencem a F e que
lim; o0 u; = u e lim;_,oc v; = v. Desta forma,

o+ v — au; — vy = flau = ;) + (v = v)]| < lalllu = ]| + [lo = v

Tomando o limite j — oo, concluimos que lim;_, o ||au + v — au; — v;|| = 0. Logo au + v =
lim;_, o (au; + v;). Sabemos que au; +v; € F, pois F' é um subespago vetorial. Como au + v ¢ o
limite de uma sequéncia de elementos que pertence a F', concluimos que au +v € F.

Exercicio 15. Seja (H,(.,.)) um espago de Hilbert e F' C E um subconjunto nao vazio. Mostre que
F+ =[F]*, F-+4 = FL e que (F4)! = F se, e somente se, F for um subespaco vetorial fechado.
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Solugao:

Afirmacio 1: F+ = [F]*.

Sabemos que se u € F*, entdo (u, f) = 0 para todo f € F. Logo se fi € F e a; € K para
je{l,..,N}, entdo

N N
(, Y aif;) = aj(u, f;) = 0.
J=1 j=1

Logo u € [F]*. Concluimos que F+ C [F]t. Por outro lado, F' C [F]. Portanto, [F]* C F*, por
um resultado das notas de aula (Se S; C Sa, entdo Sy C Si-). Juntando as duas inclusdes, concluimos
que F+ = [F]*.

Afirmagio 2: F+++ = F+,

Sabemos que [F]1t1 = [F], por um resultado das notas de aula. Assim,

plir @ [F]tLt @ Wl ©) BE @ p

em que usamos em (1) que F+ = [F]*. Em (2) usamos que S+ = S para todo subespaco S de um
espaco de Hilbert. Em (3) que S+ = (S)* para todo subconjunto nio vazio de um espaco vetorial com
produto interno. Por fim, usamos F'+ = [F]* novamente em (4).

Afirmacio 3: (F1)* = F se, e somente se, F for um subespaco vetorial fechado.

Note que F++ = [F]*+ = [F]. Logo (F+)* = F se, e somente se F = [F].

Se F = m, entao F' é um subespaco vetorial fechado. Se F' é um subespago vetorial fechado, entao
F=[F] =[F].

Exercicio 16. Seja (H,(.,.)) um espago de Hilbert e M, N C H dois subespagos fechados. Suponha
que (u,v) = 0 para todos u € M e v € N. Mostre que M + N ={u+v € H :u € M,v € N} é um
subespago fechado.

Solugao:

E simples provar que M + N é um subespaco. Vamos entdo apenas mostrar que é fechado.

Seja (un, + vp)neny € M + N, com u,, € M e v, € N, uma sequéncia que converge para w. Devemos
mostrar que w € M + N.

Pelo Teorema de Pitagoras, sabemos que

(0.4) [un = wmll® + lvn = vl = lun +vn = Um —vm]|?,

J& que Uy — Uy L vy — Uy
Como a sequéncia (u,, + Vn)ney € M + N converge, ela é de Cauchy. Logo, dado £ > 0, existe
N € N tal que para n,m > N, temos

[(tn +v5) = (Um + v <e.

Por (0.4), concluimos que (u,) € (vy,) também sao de Cauchy. Logo convergem, pois H é um espago
de Hilbert. Sejam w,v € H tais que lim, oo Uy, = u € lim, o v, = v. Como M e N sao fechados,
concluimos que u € M e v € N. Assim, w = lim,, oo Uy + v, =u+v € M + N. Portanto, M + N é
um subespago fechado.

Exercicio 17. Seja (H,(.,.)) um espago de Hilbert separével.

i. Seja V' C H um subespago denso em H. Prove que V' contém uma base ortonormal de H.

ii. Seja (en)nen uma sequéncia de vetores ortonormais em H, isto &, (e;,e;) = d;;. Prove que H
contém uma base ortonormal que contém U2, {e,}.

Solugao:

No enunciado, por uma base ortonormal queremos dizer uma base de Hilbert (e ndo uma base
algébrica). Lembramos que B C H ¢ uma base de Hilbert se B for ortonormal e [B] for denso em H.

i. Vimos nas notas de aula que se H é separavel e V C H, entdo V é separavel. Assim, existe um
subconjunto enumeravel S = {v; : j € I} CV, I =Noul = {1,..,N}, tal que [S] é denso em V
(também por um resultado feito em sala de aula).
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Eliminando os termos em excesso, podemos supor que S é um conjunto linearmente independente.
Assim, usando o processo de Gram-Schmidt, construimos um conjunto ortonormal B = {u; : j € I}
tal que [u1, ..., um] = [v1, ..., U] para todo m € I.

Vamos agora mostrar que B é uma base de H. J& sabemos que B é ortonormal. Além disso, se
u € H ee >0, entao existe v € V tal que ||u —v|| < 5, pois V é denso em H.

Por outro lado, como v € V, existe s € [S] tal que ||v — s|| < £/2, pois [S] é denso em V. Como
s € [S], entao s = 3" | agvg. Assim, s € [vq, ..., vy,] para algum m € N. Mas [u1, ..., up,| = [v1, ..., U]
Logo s = >_}", Bruk. Assim, s € [B]. Concluimos que existe s € [B] tal que

e €
lu=sl=llu—v+ov=s|<fu-vl+lv-sl<;+7=e

Isto nos mostra que B é ortonormal e [B] é denso em H. Logo B é uma base de Hilbert de H.

ii. Seja By = {e, : n € N}. Consideremos Hy = m. Logo Hy é um subespaco fechado de H.
Portanto, H = Hy® Hy-. Como Hy ¢ um subespaco fechado de H, concluimos que Hy é um espaco de
Hilbert separavel. Logo existe uma base de Hilbert By = {f; :j € [},em que I =Nou I ={1,..., N},
de Hy".

Consideremos o conjunto By U ;. Este conjunto é ortonormal, pois By e 31 sdo ortonormais e os
vetores de By sao ortogonais aos vetores de Bj.

Vamos agora mostrar que [By U B;] é denso em H. Seja u € H e £ > 0. Sabemos que u = u// + ut,
u/! € Hy e ut € Hy. Seja ug € [Bo] tal que ||[u// —ug| < £/2 e uy € [Bi] tal que ||ut —u|| < g/2.
Estes vetores existem, pois [By] e [B1] sdo densos em Hy e Hy-, respectivamente. Portanto, temos

lu—uo —ur|| = [u// +ut =g —w|| = [Ju// = uo +w" —w|
<!/ =gl + Jut —ui|| <e/2+¢/2 =e.
Como ug + uy € [Bo] + [B1] = [Bo U Bi], concluimos que [By U B1] é denso em H.
Portanto By U By é uma base de H que contém By.

Exercicio 18. (Proje¢do sobre um conjunto convexo. Corresponde ao Teorema 5.2 (Breézis)) Seja
(H,(.,.)) um espago de Hilbert real e K’ C H um subconjunto fechado, convexo e ndo vazio. Lembramos
que K é convexo se para todo u,v € K e t € [0,1], temos tu + (1 —t)v € K.

i. Mostre que para todo f € H, existe u € K tal que

lu— £l = inf{flv = f|| : v € K}.

(Dica: Repita o procedimento do teorema de projegao ortogonal: Ache uma sequéncia (v, )n,en em
K tal que lim,_,o ||vn, — f|| = inf{|lv — f]| : v € K} e use a lei do paralelogramo para mostrar que a
sequéncia (vp)nen € de Cauchy).

ii. Mostre que u € K é tal que ||ju — f|| = inf{|Jv — f|| : v € K} se, e somente se,

(f —w,v—u) <0, VYveK.

(Dica: Se u € K é tal que |lu— f|| = inf{]jv — f|| : v € K}, entdo para todo w € K e t € [0,1],
temos || f — ul|? < [|f — ((1 — t)u + tw)||>. Mostre que isto equivale a 2(f —u,w — u) < t|jw —ul? e
tome t — 0.

Para mostrar o outro lado, mostre a identidade abaixo.

lu = fI? = o= I = 2(f = u,v = w) = [lu—v]*)

iii. Mostre que o vetor u € K tal que |lu — f|| = inf{[jv — f|| : v € K} é tinico. (Denotamos f por
PKU.)
(Dica: Se uy e us satisfazem essa propriedade, entdo para todo v € K, temos

(f —u,v—u1) <0
(f —u2,v—1u2) <0

Tomando v = uy na primeira expressdo e v = u; na segunda, some e conclua que ||u; — uz||* < 0).
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Solugao:

i. Se f € K, entdo basta tomar w = f. Se f ¢ K, entdo definimos d = inf,cx ||f — v||. Logo
d > 0, pois K é fechado. De fato, se d fosse igual a zero, entao para todo ¢ > 0 existiria v € K tal
que ||f —v|| < e. Assim, poderiamos achar uma sequéncia (v;);jeny em K tal que ||f — v;|| < % (basta
escolher ¢ = 1/j para cada j € N). Isto claramente implicaria que lim;_,o, v; = f. Como K é fechado,
entao f pertenceria a K, o que é um absurdo. Isto prova que d > 0.

Sabemos pela definicdo de infimo de analise real que se d = inf,cx ||f — v||, entdo existe uma
sequéncia (v;)jen em K tal que d < ||f —v;|| < d + % Assim, essa sequéncia satisfaz

lvi = ol = 1wy = f) = (o = HII?

D 9llv; — FI2 + 2ok — £I2 = 1wy — £) + (o5 — F)]?

= 2ljv; — fII” + 2llve = fI* = lvj + v — 2f]?
= 2lju; — FI12 + 2lon — I - 41222 - )2,
em que usamos a lei do paralelogramo em (1), ou seja, usamos

la = Blf* = 2[la* + 2/b]]* — [la + b]®

para a =v; — f e b=, — f. Note que (vj +v;)/2 € K, pois K é um conjunto convexo.
Como || f — v|| > d para todo v € K, tomando v = %3

lo = oll? < 2llv; = fI? + 2llve — £I* — 4d*.

concluimos que

Pela construgao da sequéncia (v;)jen, temos lim;j_,o [|v; — fI|? = d?, ou seja, dado £ > 0, existe
N € N tal que se j > N, entdo ||v; — f||* < d* + &2 /4. Assim, se j,k > N, concluimos que
v; — vgl|? < 2(d® 4+ €2/4) + 2(d® + £ /4) — 4d* = &°.
A sequéncia (v;)en €, portanto, uma sequéncia de Cauchy. Logo converge, ja que H é um espago de

Hilbert (Aqui usamos o fato de que H é um espago de Hilbert!). Seja u := lim;_,o v;. Como v; € K
para todo j € N e K ¢ fechado, concluimos que f € K. Além disso,

lu = fll = IIf = lim vjf| = Tim [[f = ;]| = d.
Jj—o0o j—oo

ii. Sew € K é tal que ||u — f|| = inf{]jv — f|| : v € K}, entdo, para todo w € K e t € [0, 1], temos
If—ul® <|If — (1 = t)u+ tw)]|?, ja que (1 — t)u + tw € K, pois K é convexo.

Assim,

If —ul® < (f = (1= thu—tw, f — (1~ t)u — tw)

<(f—u+tlu—w), f—u+tlu—w))

<\ = ull® + 2t(f = uyu — w) + 2 lu — wlf.
Logo

20(f —uyu—w) + 2 flu —w|* >0 <= ||lu—w|* > 2t(f —u,w — u).
Assim,
2(f — wyw —u) < tu— wlP.

Tomando ¢ — 0T, concluimos que (f — u,w — u) < 0, para todo w € K.
Por outro lado, vemos que

2(f = u,v —u) = [lu— vl = 2(f,0) = 2(f, w) — 2(u, v) + 2l[ull® — [Jull® + 2(u, v) — [Jv||?
= 2(f,v) = 2(f,u) + [Ju]l* — ||v]®
e que
llu = FI* = llo = fII* = llull® = 2(u, ) + [ F1I* = [[ol* + 2(0, ) = 1 £]®
= [lull® = 2(u, £) = [[v]|* + 2(v, f)
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Assim, se (f — u,w —u) <0, temos
[ = FI? = [lv = f1I* = 2(f = w,v =) = [lu = > <.

Logo |lu — f||? < |lv — f||? para todo v € K. Logo |[u — f| = inf{||v — f| : v € K}

iii. Basta observar que se u; e uy satisfazem a condigao, entao por ii, temos
(f —u,v—1u1) <0
(f —u2,v—1ug) <0

para todo v € K. Tomando v = us na primeira expressao e v = w1 na segunda, concluimos que

(f —ui,ue —uyp) <0
(f —ug,u1 —ug) <0

Somando, temos

(f —ui,us —ur) — (f —ug,us —uy) <0.
Logo

7(’[1,1,“2 — Ul) =+ (UQ,UQ — Ul) < 0 <— (U2 — U1, U2 — ul) < 0.
Como a norma é sempre nao negativa, concluimos que ||u; — uz||> =0 e u; = us

Exercicio 19. Seja (H, (.,.)) um espago de Hilbert real, K’ C H um fechado convexo néo vazio, f € H
eu="Pxf.

i. Mostre que

o —ull* < o~ fII = lu—fI?, VYvekK.
ii. Mostre que ||u — v|| < ||v — f||, para todo v € K. Dé uma interpretagao geométrica
Solugao:
i. Sabemos que

[u = fll = inf{[o = f]| : v € K}

e que

(f—u,v—u)<0, WweK.
Logo

lo—ull®=llv—f+f-ul’=@—f+Ff-uv—f+f-u
== FI?+ I —ull® +200 ~ f, f — )
=|v—fIP+If —ul®* +2(f —uw,v —u+u~—f)
=llo=FIP+If —ull® +2(f —w,0 —u) +2(f —u,u— f)

= [lo = FIP = [If =wll® +2(f = w0 —u) < |lv—fII" = |If —ul?

ii. Suponha que exista v € K tal que

lu =l > [lo—f].
Logo

lu— fII* < lo = fII* = [lu —o||* < 0.
Isto claramente é um absurdo, pois a norma é sempre nao negativa.

Exercicio 20. Seja (E, (.,.)) um espago com produto interno e F' C E um subespaco. Mostre que
u € F* se, e somente se, ||u —v| > |lv|| para todo v € F.

Solugao:

— ) Suponha que u € F+ e v € F. Entao, por Pitagoras, temos
p q

[ = vl = V[l + ol = [l

(<)
Suponha que v € E seja tal que ||u —v|| > ||v|| para todo v € F. Entao

lu =l > [lv],
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ou seja,
(u7u) - (U7U) - (”U,u) + ('U,’U) > (Ua U) — (uau) > Re(ua U)7 Vv € F.
Se (u,v) # 0 para algum v € F, entdo u # 0. Além disso, 2%“—“)11 € F é tal que

,
v,u)

Re(u, 2(u,u)v) =Re <2 (u,u) (u, v)> = Re (2(u,u)) = 2(u, u) > (u,u).

(v, u) (u,v)

Obtemos assim uma contradi¢do, pois deveriamos ter (u,u) > Re(u,QEz_’ng). Assim, (u,v) =0

para todo v € F, ou seja, u € F'+.

Exercicio 21. Seja (E,(.,.)) um espago com produto interno e (u;);en uma sequéncia em E. Mostre

que lim; o u; = u se, e somente se, lim;_ o0 (u;,u) = [Jul|? e lim;j_oo [luj]| = [|ul|.
Solugao:
(=) Suponha que lim;_, ., u; = u. Neste caso, temos
lim (v, u) = (lim wj,u) = (u,u) = |ul?
Jj—o0 Jj—o0
e
Tim o = lim /() = \/jlggo (uj,uj) = \/(jlggo wj, Jim u;) = V/(w,u) = |ul.
(«<=) Suponha que lim;_,o0(uj, u) = ||ul? e lim;_,o |luj|| = ||ul|. Neste caso,
(=g, u —uy) = (u,0) = (u,05) = (uj,0) + (uj,05) = (u,w) = (uj,u) = (uj,u) + g |
j—
= () — [Jull? — [lul® + [|u]? = 0.
Logo lim; o ||u — u;|| = 0, ou seja, im; o0 uj = w.

Exercicio 22. Sejam (H, (.,.)) um espacgo de Hilbert e T : H — H um operador linear continuo.
Suponha que exista uma constante C' > 0 tal que ||Tu|| > C|lu|l para todo u € H. Conclua que a
imagem de T é um subespaco fechado.

Solucao:

Seja (v;)jen uma sequéncia em T'(H) (T'(H) denota a imagem de T') tal que lim;_, o, v; = v. Nosso
objetivo é mostrar que v também pertence a T(H).

Como v; € T(H), entao existe uma sequéncia (u;);en em H que satisfaz Tu; = v; para todo j.
Como (vj)jen converge, entdo ela é uma sequéncia de Cauchy. Assim, dado ¢ > 0, existe N € N tal
que [[v; —vx|| < & para todo j,k > N, em que C' > 0 ¢é a constante do enunciado. Desta forma, vemos
que
€
C
para todo j,k > N. Concluimos que (u;) também é uma sequéncia de Cauchy. Logo existe u € H tal
que u = lim;_,o uj. Assim,

1 1
luj —ugll < 5||Tuj = Tugl| = 5”%’ -l <C =¢,

Tu= lim Tu; = lim v; = v.
j—o0 j—o0

Portanto, v € T'(H).

Exercicio 23. Sejam (E,(.,.)g) e (F,(.,.)r) dois espacos com produto interno e 7' : E — F uma
transformacdo linear bijetora tal que T-! : F — E é continua. Mostre que existe uma constante C' > 0
tal que | Tul|r > C|lu||g para todo u € E.

Solugao:
Como T~1! & continua, existe uma constante C' > 0 tal que |7~ 0|z < C|lv||r para todo v € F.
Seja u € E. Assim, aplicado a desigualdade anterior para v = Tu, concluimos que

lulle = 1T~ Tullp = |7~ 0|5 < Cllv]lF = C||Tul| -
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Exercicio 24. Seja (H, (.,.)) um espago de Hilbert e T': H — H um operador linear continuo. Mostre
que as seguintes propriedades sao equivalentes:

i. Existe uma constante C' > 0 tal que ||Tu|| g > C|lu||g para todo u € H.

ii. Existe um operador linear continuo S : H — H tal que STu = u para todo v € H.

Solucao:

Inicialmente observamos que a transformacao linear T : H — T'(H) é continua, pois T' é continua.
Ela ¢ injetora, pois se Tu = 0, entdo |lullg < &||Tullgz = 0. Logo u = 0. Ela & sobrejetora, pois
estamos considerando T'(H) como o contradominio. Assim, 7' é bijetora. A inversa T~!:T(H) — H
é continua, pois

1 1
1Tl < 1T ular < Sl

Agora, observamos que a imagem T(H) é fechada, pelo exercicio 22. Logo, pelo Teorema da de-
composi¢ao ortogonal, sabemos que H = T(H) & T(H)*. Seja P : H — T(H) a projegao ortogonal
no espaco T'(H). Vamos definir S : H — H como Su = T~'Pu. Logo S ¢é linear e continua, pois é
composicio de T~ : T(H) — H e P: H — T(H). Além disso,

STu=T"'PTu=T"'Tu=u,
pois Tu € T(H). Isto conclui a demonstragao.

Suponha que exista uma fungao .S como no enunciado. Logo

[ull = |STul| < C||Tul|, vueH,

pois S é continua.

Exercicio 25. Seja (H,(.,.)) um espaco de Hilbert e f : H — H uma fungdo sobrejetora tal que

(f(u), f(v)) = (u,v). Mostre que
i. A funcao f é bijetora.
i (f~'(w), f71(v) = (w,0).
iii. (f(u),v) = (u, f~1(v)).

iv. f é linear e, portanto, um operador unitario.

Solugao:
i. Basta mostrar que f é injetora. Se f(u) = f(v), entao

0= [lf(u) = f)I* = (f(u) = f(v), f(u) = f(v))
= (f(u), f(u)) = (f(u), f(v)) = (f(v), f(w)) + (f(v), f(v))
= (u,u) — (u,v) — (v,u) + (v,0) = (u—v,u —v) = ||u—v|>

Logo u = v.
ii. Basta observar que

(u,0) = (F(f7H W), F(FH ) = (f 7 (w), 71 (v))-
iii. Basta observar que
(f(w),v) = (f(u), fF(f~H(v)) = (u, f~H(v)).
iv. Usando o item iii. vemos que
(f(aur +v1),0) = (auy + o1, f7H©)) = a(ur, f7H(0)) + (01, f7H ()
= a(f(u1),v) + (f(v1),v) = (af(ua) + f(v1),v).

Como (f(auy +v1),v) = (af(u1) + f(v1),v) para todo v € H, concluimos que f(au; + vy) =
af(uy) + f(vr).
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Exercicio 26. Sejam (F,(.,.)) um espago com produto interno e T' : F — E uma transformagao
linear. Prove que T : E — E é uma transformagao linear unitaria se, e somente se, valem as seguintes

propriedades:
i. T é bijetora.
ii. ||Tu| = ||u||, para todo u € E.

(Dica: Use as identidades de polarizacao do exercicio 3).

Solugao:

( =) Suponha que T seja unitaria. Logo

i. E imediato, pela definicdo de operador unitério.

ii. Segue de ||Tu|| = v/(Tu, Tu) = /(u,u) = ||ul|.

(<=) Suponha que os itens i. e ii. sejam satisfeitos.

A propriedade i. nos diz que T ¢é bijetora.

A propriedade ii. nos mostra que se E for real, entao, pelas identidades de polarizacao, temos

1
(Tu, Tv) = 1 (|Tu + Tw||* = || Tu — Tv|?)
1
= 2 (IT@+ w2 = 1T = o))
1
= ¢ (lu+ o) = u— o)
= (u,v).
para todo u,v € E.
Por outro lado, se E for complexo, entao

(Tw, Tv) (||Tu + To||> = || Tu — Tw||* +i| Tu + iT||* — i||Tu — iTv||?)
(T (u+ o) = 1T (u =) |I* + | T(u +iv)||* —il|T(u — iv)|*)

lu+ol* = llu = ol® +iflu+ w|* = iflu - v])

»-lk\r—wlk\rdrlk\

Il
—~
£

<
=

Exercicio 27. Seja E um espago com produto interno e 7,5 : E — FE operadores autoadjuntos
limitados.

i. Mostre que T'S é autoadjunto se, e somente se, T'S = ST.

ii. Mostre que se T for invertivel e T~! : E — E for limitado, entdo 7! também ¢ autoadjunto.

Solugao:
i. Como T e S sao autoadjuntos, concluimos que
(T'Su,v) = (Su,Tv) = (u, STv).

Sabemos que T'S é autoadjunto se, e somente se, (T'Su,v) = (u,T'Sv). Pelo que vimos acima, isso
ocorre se, e somente se, (u, STv) = (u, T'Sv) para todo u,v € H. Logo T'S = ST.
ii. Sejam u,v € E. Como T é bijetora, existem u; e v; em E tais que Tu; = u e Tv; = v. Assim,

(T u,v) = (T Tuy, Tvy) = (ug, Tvr) = (Tuy,v1) = (u,v1) = (u, T~ '0).
Exercicio 28. Seja F um espaco com produto interno. Mostre que se T, S : E — FE sao unitéarios,

entdo TS e T~! também sdo unitarios.

Solugao:
Claramente T'S e T~! sdo bijetores.
Além disso,
(T'Su, TSU) (S Sv ) @ (u,v).

Em (1) usamos que T é unitario. Em (2) usamos que S é unitario.
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Sejam u,v € E. Como T é bijetor, existem uy,v; € E tais que Tu; = u e Tv; = v. Logo

(T, T ') = (T ' Tuy, T Tvy) = (ug,v1) w (Tuy, Tvy) = (u,v).
Em (1), usamos que T é unitéario.

Exercicio 29. Seja E' um espago vetorial e T : ' — E um operador unitario. Mostre que nessas
condigoes, as seguintes propriedades sao equivalentes:

Propriedade 1) 72 = I, em que I : E — E ¢é a identidade (Iu = u, para todo u € E).

Propriedade 2) T é autoadjunto.

Solugao:
1) = 2) Se T? =1 e T ¢é unitério, entdo

(Tu,v) = (Tu, Iv) = (Tu, TTv) = (u, Tv),

para todo u,v € E. Logo T é autoadjunta.
2) = 1) Se T ¢ autoadjunta e unitaria, entdo

(u,v) = (T, Tv) = (u, T?v).
Logo (u,v) = (u,T?v) para todo u e v. Isto implica que v = T?v para todo v. Portanto, 7% = I.

Exercicio 30. Considere o operador H : X — X, X = {f € L(R;C); Ff € L*(R;C)}, definido como

!E u,é ¢
@) = 2= / () (€)d,

em que g(§) = 1,5 £ >0, e g(§) = —1, se £ < 0. Lembre-se que f = Ff. Mostre que existe uma
tinica extensdo de H como um operador unitario autoadjunto em L?(R;C). Este operador ¢ chamado
de transformada de Hilbert e aparece em anéalise harmonica, por exemplo.

Solugao: Seja M, : L*(R; C) — L?*(R; C) definido como M, f = gf. Esta fungdo é autoadjunta, pois

(Myf,h) /Mf dm—/R() dx—/f dm—/f YMyh(z)dx = (f, Myh).

Observamos que o operador H pode ser escrito como Hf = F~'M,Ff para todo f € X. Cla-
ramente, podemos estender H para todo f € L?(R;C), jA que F e F~! possuem ftinicas extensoes
continuas em L?(R;C). Vamos mostrar que esta extensdo é autoadjunta. Para tanto, lembramos que
F & unitario. Assim, se f,h € L*(R;C), entdo

(Hf,g) = (F 'MyFf,g) = (FF 'MyFf,Fg) = (MyFf, Fg)
= (Ff,MyFg) = (Ff, FF 'MyFg) = (f,F "MyFg) = (f,Hg).

Exercicio 31. Pode-se mostrar que a transformada de Fourier F : L?(R;C) — L?(R;C) é dada por

Fre e f (w)da

\/ 2 /
sempre que f pertencer a L*(R;C) N L*(R;C).

i. Usando este fato, calcule a transformada de Fourier da funcao x,, definida como a fun¢ao dada
por xq(x) =1, se |z| < a, e xa(x) =0, se |z| > a, em que a > 0 é fixo.

ii. Mostre que

3 dx = 7 min {a, b} .
x

/°° sen (ax) sen (bx)

— 00

(Dica: F € unitaria).
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Solugao:
i.

7zr£

F (Xa) (§) =

Xa(x)dr =

\/ﬂ/ Vor [a S Ver —iE |,
1 2¢ —e7i¢ 2 sen(al)

S VemE 2 Vam ¢
ii. Usaremos que F é uma transformacao unitaria. Logo (Fu,Fv) = (u,v) para toda fungao
u,v € L2(R;C). Assim,

2 n 2 n(b > > .
/_DQ mse éag) \/%5‘3 é f)df = /_OO Xa(®)Xp(2)dx = /_OO Xmin{a,b} (*)dz = 2min {a, b} .

Usamos, acima, que pela definigdo x,(x)xs(z) = 0 para |z| < min{a,b} e é igual a 1 para |z| >
min{a, b}. Logo Xa(2)Xs(Z) = Xmin{a,p} (z). Concluimos que

/w sen(az)sen(be)

. dx = wmin {a,b} .
Exercicio 32. Para cada uma das transformacgoes lineares abaixo verifique que (Tu,Tv) = (u,v),
para todo u,v. Quais sdo operadores unitarios?

i. T:L*0,00) — L?(0,00) dado por Tf(t) = f(t—1)set>1eTf(t)=0setc[0,1].

ii. 7: L*R) — L?(R) dado por T'f(t) = f(t — 1).

iii. T : 12( ) — l2( ) dado por T(al,ag,ag, ) = (0,@1,0&2,0[3, )

Solugao:
i. Basta observar que

(Tu, Tv) = /O  Pu)To(t)dt = /1 Tt — )o(t — 1)dt = /0 T u(t)dt = (u,v).

A fungéo T néo é unitaria. Considere a funcdo ¢g(t) =1,set € [0,1], e g(t) =0, se ¢ ¢ [0,1]. Logo
g € L%*(0,00). No entanto, g nio estd na imagem de T, pois todas as fungoes na imagem de T' sdo
iguais a zero em [0, 1[. Portanto, T' ndo é sobrejetora. Logo T nao é unitaria.

ii. Basta observar que

(T, Tv) = / Tu(t)To(t)dt = / w(t — D)ot — 1)dt = / w(tyo(t)dt = (u, v).
Por outro lado, dado g € L?(R), definimos f € L?(R) por f(t) = g(t +1). Logo Tf = g. Assim, T
é sobrejetor. T' ¢é injetor, pois Tu = 0 implica que 0 = (T'u, Tu) = (u,u), ou seja, u = 0. Concluimos
que T' é unitario.
iii. Basta observar que se u = (u1, u2,us,...) € v = (v1,v2, Vs, ...), temos

(Tu, Tv) = ((0,u1,ug, us, ...), (0,v1,v2, v3, ...)) = Zukvk = (u,v).

Note, no entanto, que o vetor v = (1,0,0,...) ndo pertence a imagem de T, pois a primeira com-
ponente dos vetores na imagem de T sao iguais a zero. Logo T nao é sobrejetora, portanto, nao é
unitéria.

Exercicio 33. Seja H um espago de Hilbert real e T': H — H um operador linear limitado.

i. Mostre que para cada v € H fixo, a fun¢do u € H — (T'u,v) é um funcional linear.

ii. Conclua que existe um tnico w € H tal que (T'u,v) = (u,w) para todo v € H. (Dica: Use o
Teorema de Riesz-Fischer).

Vamos definir a fungao T* : H — H que associa a cada v € H o tnico elemento w € H tal que
(Tu,v) = (u,w), para todo u € H. Ou seja, defina T*v = w.

iii. Mostre que T™* ¢é linear, continua e é tal que (T'u,v) = (u,T*v) para todo u,v € H.
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O operador T™* é chamado de operador adjunto de T.
Solugao:

Seja F, : H — R a fungéo F,(u) = (Tu,v).
i. A fungao é linear, pois
F,(au+ Bw) = (T'(au + pw),v) = a(Tu,v) + 8(Tw,v) = aF,(u) + SF,(w).
Ela é continua, pois
|Fy(u)| = [(Tw, )| < [|Tul[[[oll < (IT[ol) ull-
ii. Como visto no item i, a fungdo F, é um funcional linear continuo. Logo, pelo Teorema de
Riesz-Fischer, existe um tnico w € H tal que F,(u) = (u,w), ou seja,
(Tu,v) = Fy(u) = (u,w), Yue H.
iii. Seja T* : H — H definido como T*v = w, em que F,(u) = (Tu,v) = (u,w) para todo u € H.
Assim, é claro pela definigao que (Tu,v) = (u, T*v) para todo u,v € H.
O operador T* ¢ linear.
Vemos que

(u, T vy + BT v2) = a(u, T*v1) + B(u, T*v9)
= a(Tu,v1) + B(Tu,vs) = (Tu, avy + Bua) = (u, T* (w1 + Bva)).
Logo
(u, T* (a1 + Pvz) — aT* vy + BT vy) =0
para todo u € H. Logo T*(avy + Bvg) = aT*v; + ST vs.

O operador T™* € continuo.
Basta observar que

IT*ol* = (T, T*0)| = |(TT*v, )| < ITT ][] < |ITNT*v]]v].
Se T*v # 0, entao dividimos tudo por ||T*v|| e concluimos que
[T*]| < [|T[[[o]-
Se T*v = 0, entdo ||[T*v| < ||T]||v|| vale também, pois 0 < ||T||||v||. Assim, T é continuo e
17 < 7).

Exercicio 34. Seja H um espago de Hilbert real e T, S : H — H operadores lineares limitados.

i. Mostre que (o1 + 8S)* = oT* + $S*, para todo a, § € R.

ii. Mostre que (T*)* =T.

iii. Mostre que (T'S)* = S*T™*.

iv. Mostre que I* = I, em que [ é a identidade.

v. Mostre que se T for bijetora com inversa continua, entdao 7% : H — H também é bijetora com
inversa continua e (7%)~1 = (T1)*.

Solugao:

i. Sejam u,v € H. Logo
(u, aT* v+ pS*0) = a(u, T*v)+ B(u, S*v) = a(Tu,v)+ S(Su,v) = (T +LS)u,v) = (u, (T + BS)*v).

Logo (u,aT*v+ pS*v) = (u, (oI + BS)*v) para todo u,v € H. Portanto, aT* 4+ 55* = (oI + B5)*.

ii. Sejam u,v € H. Logo

(u, (T*)"v) = (T*u,v) = (v, T*u) = (Tv,u) = (u, T).
Como isto vale para todo u,v € H, temos T = (T™*)*.
iii. Sejam u,v € H. Logo
(u, (T'S)*v) = (T'Su,v) = (Su, T*v) = (u, S*T™v).
Como isto vale para todo u,v € H, temos (T'S)* = S*T™*.
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iv. Basta observar que
(u, I*v) = (Tu,v) = (u,v) = (u, Iv).
Como isto vale para todo u,v € H, temos I* = I.
v. (TT=Y)* = (T~1)*T*.
Sabemos que TT~! = T7'T = I. Tomando o adjunto, concluimos que

(TT Y =(T7'T)* = I".
Usando o item iii. e iv., concluimos que
(T~ 17" =T*(T~)* =1I.
Isto mostra que (T~1)* ¢ a inversa de T*, ou seja, (T—1)* = (T*)~!

Exercicio 35. Seja H um espago de Hilbert real e T : H — H um operador linear limitado.
i. Mostre que T é autoadjunto se, e somente se, T' = T*.
ii. Mostre que T ¢ unitario se, e somente se, T ¢ inversivel e T—! = T*.
ili. Mostre que T é uma projecio ortogonal se, e somente se, T2 =T e T = T*.

Solugao:
Usaremos sempre que (Tu,v) = (u, T*v) para todo u,v € H.
i. Se T for autoadjunto, entdo (Tu,v) = (u,Tv). Como (Tu,v) = (u,T*v), concluimos que

(u, T*v) = (u,Tv) para todo w,v € H, ou seja, (u,T*v — Tv) = 0. Fixemos v € H, definimos
u = T*v — Tv. Logo || T*v — Tw|]? = (u,T*v — Tv) = 0. Portanto T*v — Tv = 0 para todo v. Isto
implica que T* =T.

Por outro lado, se T* = T, entao (Tu,v) = (u,T*v) = (u,Tv) para todo u,v € H. Logo T &
autoadjunto.

ii. Se T é unitario, entdo T é bijetor. Assim, T é inversivel. Seja T~! a inversa de T. Logo

(Tu,v) = (Tu, TT ) = (u, T~ 0).

Como (Tu,v) = (u, T*v), concluimos que (u, T~'v) = (u, T*v) para todo u,v € H. Logo T* = T~1.
Por outro lado, se T~ = T*, entdo T é inversivel e
(Tu, Tv) = (u, T*Tv) = (u, T~ 'Tv) = (u,v).
Logo T é unitério.
ili. Se T' & uma projecdo ortogonal, entdo T2 = T e T é autoadjunto. Pelo item i, isto é o mesmo
que dizer que T2 =T e T* =T.

Exercicio 36. Seja H um espacgo de Hilbert real e T : H — H um operador limitado. Seja B :
H x H — R a fun¢ao dada por B(u,v) = (Tu,v).

i. Mostre que B é bilinear continua.

ii. Mostre que B é coerciva se, e somente se, existir C' > 0 tal que (T'u,u) > C, para todo ||u|| = 1.

iii. Por Lax-Milgram, se B for coerciva, existe um tnico operador linear limitado e bijetor S : H — H
tal que B(u,v) = (u, Sv). Esse operador foi estudado nos exercicios anteriores. Quem é ele?

Solugao:

i. A bilinearidade da fungao segue facilmente do fato de que o produto interno é bilinear e a fungéo
T ser uma transformacao linear.

A continuidade segue de

| B(u, )| = [(Tw,v)| < [|Tulllloll < [ Tl{ull{o]-

ii. (=) Suponha que B seja coerciva e |lu]| = 1. Logo existe o > 0 tal que (T'u,u) = B(u,u) >
allull? = a.

(«<=) Suponha que exista C' > 0 tal que (T'u,u) > C para todo ||u|| = 1. Seja u # 0. Logo

() = B (Il Wy ) = 1B (i i) = W (P g ) = Ol
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Se u = 0, entdo B(u,u) > C||lu||? é trivial, pois ambas as partes sdo iguais a zero. Assim, B ¢
coerciva.

ili. Por Lax-Milgram B(u,v) = (u, Sv). Assim, (Tu,v) = B(u,v) = (u,Sv). Logo S é o operador
adjunto de T

Exercicio 37. Seja H = l2(N) o espago real das sequéncias em R de quadrado integravel e A € R tal
que |A] < 1.

i. Mostre que L : l5(N) — R dado por L(ay, ag,...) =372, Ma; & um funcional linear continuo.

ii. Ache v € I3(N) tal que (u,v) = Lu para todo u € l2(N) e calcule a norma ||L|| g+.

Solugao:
Seja v = (A, A2, A3, ...). Logo

o)) = N = (225N =[S = 2 < .

Assim, v € [2(N).
Agora observamos que se a = (a1, aza,...) € I3(N), entdo

L(a) = L(aq, ag, ... Z)\jaj = ((a1,az,...), A\, A2, ..0) = (a,v).

Assim,

[ L(e)| = |(a, 0)] < [lal[|v]].
Portanto, L é um funcional linear continuo. (A linearidade deixamos a cargo do leitor).
Vimos acima que ||L|| < ||v||. No entanto,

|L(w)]
L) =|(v,0)] = |lv]* = sup =
lwl=1 llwll
Logo ||L|| > ||v||. Portanto,
A
Il = vl = =5
1—-\

Exercicio 38. Mostre que nao existe nenhum funcional linear continuo L : L?(—1,1) — R tal que
L(f) = 1'(0), para todo f € C([-1, 1]).

Solugao:

Suponha que exista um funcional linear continuo L : L?(—1,1) — R tal que L(f) = f/(0), para todo

fecCt(-1,1)).

Como L é continuo, existe uma constante C' > 0 tal que
[F'0)] = [L(H)] < Cllfllzz(=1,1),
para todo f € L?(—1,1).

Considere a sequéncia de fungoes f, : [—1,1] — R dadas por f,(x) = sen(m) . Logo f, € C'([-1,1])
para todo n € N.
Observamos que f, (x) = cos(nz). Assim, f/(0) =1 para todo n € N. Por outro lado,

I frllL2(=1,1) = \// |fol2)2dz = \// sen(nzx) sen(nz) s 1 < 2 \f

Assim, deveriamos ter

2C
= 7500 = LU € Cllfulis < 25

ou seja, n < v/2C para todo n € N. Esta constante claramente nio existe. Assim, uma funcio como
a do enunciado nao pode existir.
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Exercicio 39. Ache a derivada fraca da fungéo h : [0,2] — R dada por

xz, x€]0,1]
h(x):{z—x, zell,2”

9

Solugao:
Seja ¢ € C1(]0,2[). Usando integragio por partes, vemos que

/0 h(z)y' (x)dx = /0 o' (x)dx +/1 (2 — )¢ (x)dx
1 2
= aplally~ [ pla)da+ @=op@lfi+ [ plada

— 1p(1) — 0p(0) — / (@) + 0p(2) — (1) + / (@) da

=— (/01 p(z)dx + /j(—l)cp(x)dm) .

. 1, xe€]0,1]
@) =9, zell,2

Assim,

(Observe que no ponto = = 1 poderiamos ter escolhido outro valor. Isto ndo muda nada em termos
de integragao.)

Exercicio 40. Mostre que se a = tg < t; < ... < ty = b for uma partigdo de [a,b] e f : [a,0] = R
for uma fungao continua tal que f i“ € H'(t;,t;11), para todo i € {0,..., N — 1}, entdo f € H'(a,b).
Determine a derivada fraca de f.

(Dica: Se v € C}(Ja,b]), entao ff fv'de = Zf\;l j;tiil fv'dz. Use derivagao por partes.)

Solugao:

Sabemos que f\?“ € H(t;,t;41), pelas hipoteses do exercicio. Vamos denotar por g; € L?(t;,t;41)
a sua derivada fraca.

Seja v € Cl(Ja,b]). Logo, usando derivagao por partes em [t;,¢;+1], temos

b N t; N t; N
/ f’U/d:L‘ = Z/ fv’d:)j = Z —/ gi—1vdx + Z (f(tl‘)’l)(ti) — f(tz;l)’l)(tifl))
a i=17ti-1 i=1 Yt =1

=

N oy N
- Z /t gi—1vdz + Z fta)v(ts) — F)v(ts)

N t; = N t;
=3 [ gavde 1000) ~ @@ ==Y [ giavds
i=17ti-1 i=1 Y ti—1

Definindo f’: [a,b] — R como f'(x) = g;(z) para x € [t;, t;r1[, 7 € {0,.... N =1} e f/(b) = gn-1()),

concluimos que

/ab f(x) (z)dx = —é/:l gi—1(z)v(z)dr = — ]jz_; /tjiﬂ gi(z)v(z)de = — /ab f(x)v(x)dx.

Como f’ € L*(a,b), concluimos que f € H'(a,b) e sua derivada fraca ¢ igual a f’.

Exercicio 41. Mostre que se f € H'(a,b), entao

1F(O) = F < N2 amlt — s]'2,
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ou seja, f é Holder continua. Mostre também que se s €]a, b[, entao

o @) = f(5)]

t—)s |t—3‘1/2

+/asf/(7')d7'
a —|—/t f(r)dr.

Logo, suponha que t > s (se t < s, o raciocinio é analogo). Logo

£ I—\/f dT—/f )| = |/f )dr|
s\/ / If’(T)IQdT\/ / 12dr=\/ / | (r)lRdrt — s/,
Assim, concluimos que

t b
[f(t) = fs)] < \// |f(7)Pdr|t — s|'/? < / /() Rdrlt = s = || £ | 2ot — 8]

Além disso,
o< LOE <\ [ 1repar

Como limy_, ¢ f; |f/(7)|2dT = 0, concluimos que

VGRS IOINN

LTSIV

=0.

Solugao:
Basta observar que

Exercicio 42. Seja A >0, A,B€ R e f € L*(a,b). Mostre que existe uma tnica funcio u € H?(a,b)

que resolve o problema abaixo:
\u—u" = f, z €]a, b,

u'(a) = A, u(b)=B.

Solugao:
Seja v(z) = Az + (B - A); ) '(z) = A+ (B— A) =4 e v"(z) = F=5 Logo v'(a) = 4
e v'(b) = B.

Se u € H?(a,b) for uma solugio do problema do enunciado, definimos w = u—wv. Logo w € H?(a,b),
pois v € C*([a,b]) C H?(a,b) e
A —w" = Au—u")—Av—=2")=f— v+,
w'(a) =u'(a) —v'(a) = A— A =0,
w'(b) =u'(b) —v'(b) = B— B =0.
Por outro lado, se w for uma solugao de
A —w" = f— v+,
w'(a) =0, w'(b)=0.
Entao podemos mostrar, da mesma forma que fizemos acima, que u = v + w é solugao do problema
do enunciado.

Concluimos que o problema do enunciado tem uma solugao u € H?(a, b) se, e somente se, o Problema
(0.5) tiver uma solugdo w € H?(a,b). Porém, como f — \v +v” € L%(a,b) (ja que f € L?(a,b) e

(0.5)
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v € C*([a,b])), vimos em sala de aula que existe um tnico w € H?(a,b) que resolve (0.5). Portanto,
existe um tnico u € H?(a,b) que resolve o problema do enunciado.

Exercicio 43. Seja f € H?(a,b).
i. Mostre que f” =0 se, e somente se, existe ¢y e ¢; € R tais que f(z) = ¢o + c12.
ii. Mostre que f(x) = f(a) + f'(a)(x —a) + fax(x —y) " (y)dy.

Solugao:

Vamos usar o seguinte resultado visto em sala de aula: Se u € H'(a,b) é tal que u’ = 0, entdo u é
constante.

i. Como f” = 0, entdo concluimos que f’ é constante, pois f’ € H'(a,b) e f’' tem derivada nula.
Seja c; = f'(x) para (quase) todo = € (a,b). Vamos definir g € C*([a,b]) C H?(a,b) por g(z) = c1z.
Logo (f — g) = ¢1 — ¢1 = 0. Novamente, como f — g € H'(a,b) tem derivada nula, concluimos que
f — g é constante. Seja ¢y € R tal que f — g = ¢g. Logo

f(z) = g(z) + co = 12 + co.
ii. Sabemos que f’ pertence a H'(a,b). Logo

f@ =@+ [ " (s)ds.

Por outro lado, como f € H'(a,b), concluimos que

@) = )+ [ " f(s)ds,

fla) = f(a)+ [ )+ / P rydnyds = f(@) + F (@)@ — )+ / ' / " (r)drds.

Note que s+ [ f”(T)dr = f'(s) — f'(a) € H'(a,b) e a derivada fraca de s — [ f”(7)dr ¢ igual a
s+ f"(s). Logo podemos aplicar a derivagio por partes. Obtemos

/am 1(/: f(r)dr)ds = s/: " (r)dr z - /am sf"(s)ds

o [ g [ spes = [ opss

a

Trocando s por y, concluimos que
f@) = f@)+ F @ =+ [ [ 1/0ards = j@) + F@)e—a)+ [ @ s Gy

Exercicio 44. Para cada m € Ny, mostre que H™(a, b) é um espago de Hilbert com o produto interno:
m
(u’ U)Hm = Z(u(ﬂ)’ U(j))LZ(a,b)~
§=0
Mostre que H**1(a,b) € C*([a,b]), k > 1, usando indugio em k. Note que C°([a,b]) = C([a, b]).
Mostre, também por indugdo, que se u € H*(a,b), k > 0, entdo u € C*([a,b]) se, e somente se,
u®) € C([a,b]). (O caso k = 0 é trivial).

Solugao:

Afirmagao 1: O espago H™(a,b) é um espago de Hilbert.

Seja (ug)ren uma sequéncia de Cauchy em H™(a,b). Logo, dado € > 0, existe N € N tal que se
k,l > N, entao

luk — will e apy <€
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Logo

Z H“g) - ul(j)H%Q(a,b) <Eée.
7=0

Assim, (uéj))keN é uma sequéncia de Cauchy para todo j € {0,1,...,m}. Portanto, converge. Seja
v; € L?(a,b) tal que v; = limy_o0 ul(cj) em L?(a,b). Vamos mostrar que vo € H™(a,b) e U(()j) = v; para
todo j € {0,1,...,m}. Para tanto, basta mostrar que v; = v;11 para todo j € {0,1,...,m — 1}.

Consideremos ¢ € C2(Ja,b[). Logo

. b b .
e = [ @@ = = [ V@@ =~ P,
a

Tomando o limite k — oo, concluimos que (v, ¢’) = —(vj41,¢), ou seja,

[ @@= [ vt

Logo v;- = Vj41.

Afirmagio 2: H* 1(a,b) C C*([a,b]), k > 1.

Vimos em sala de aula que H'(a,b) C C([a,b]).

Suponha, por hipétese de indugdo, que H*(a,b) € C*~1([a, b]) para algum k > 1.

Seja u € H**1(a,b), entdo u' € H*(a,b). Logo u' € C*!([a,b]). Lembramos agora que se a
derivada fraca for continua para n = 1, entao a derivada cléssica existe e é igual a derivada fraca.
Assim, a derivada cléssica de u existe e pertence a C*~1. Portanto, u € C*([a, b]).

Afirmagdo 3: Seja u € H*(a,b), k > 1. Logo u € C*([a,b]) se, e somente se, u™) € C([a,b]).

Vimos em sala de aula que se u € H'(a,b) e v’ € C([a,b]), entdo u € C1([a, b]).

Suponha, por hipétese de inducio, que para algum k > 1, vale a seguinte afirmacio: Se u € H*(a,b),
entdao u € C*([a,b]) se, e somente se, u*) € C([a,b]).

Assim, se u € H**'(a,b) e u**Y) € C([a,b]), entdo v’ € H*(a,b) e (u/)*® € C([a,b]). Logo, pela
hipotese de indugao, v’ € C*([a,b]). Portanto, a derivada classica de u existe e pertence a C*. Logo
u € C**1([a,b)).

Por outro lado, é claro que se u € C*([a,b]), entdao u®) € C([a, b]).

Exercicio 45. Dado f € L?(a,b), mostre que existe uma tnica fun¢do u € H?(a,b) que resolve o

seguinte problema;
—(p(@) (2))" + (@) () + r(x)u(x) = f(z), = €]a, b,
(0.6) u'(a) = u'(b) = 0.

em que p € C*([a,b]), ¢, € C([a,b]) e existem constantes reais a e 3 tais que 0 < 3 < a, p(z) > a e
q(x)? < 4Br(z) para todo = € [a, b].

Solugao:

HAVIA UM ERRO NO ENUNCIADO! Precisamos ¢(z)? < 48r(z) para todo = € [a,b] e nao
q(x)? < 4Br(z) como estava anteriormente.

Passo 1: Se u € H?(a,b) for solu¢io de (0.6), entdo u é uma solucio fraca.

Suponha que exista uma solu¢ao u € H?(a,b) que resolva o problema (0.6). Multiplicando tudo por
v € H!(a,b), integrando e fazendo integragao por partes, vemos que

b b b b
/ fvdx:—/ (pu/)'vdx—i—/ qu/vdm—i—/ ruvdx

b
= / pu'v'dz — pu’ (b)v(b) + p(a)u’(a)v(a) —|—/

b b
qu'vdx—l—/ ruvdz
a a
b b b
:/ pu’v’d:v—i—/ qu’vdm—i—/ ruvdz.
a a a
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Definindo a : H'(a,b) x H'(a,b) - R e F : H'(a,b) — R por
b b
a(u,v) = / (pu'v' + qu'v +ruv)dz e F(v)= / fudz,
concluimos que u é uma solucio fraca do problema, ou seja, u € H'(a,b) e a(u,v) = F(v) para todo
v e H(a,b).

Passo 2: Existe uma tnica solugio fraca u € H'(a,b) de (0.6).
Vamos mostrar F' € linear e continua. A linearidade segue facilmente da linearidade da integral. A

continuidade segue de
b b b
@) =1 [ podnl <[ [ 152an] [Cokas
a a a

= | fllzzapllvllz2(ap) < L2 @) 10 E (00)-

Agora vamos mostrar que a ¢ bilinear, continua e coerciva. A bilinearidade segue facilmente. Para
a continuidade, denotando L> = L>(a,b), L? = L?*(a,b) e H' = H'(a,b), temos

b b b
la(u,v)| < |/ pu'v'dz| +|/ qu'vdz| —i—\/ ruvdz|
a a a
< pllze lw'llzz V' llze + llgllzee 1l 2llvllze + 7l e lull 2 [v]| 22
< (llpllz= + lallizee + 17l o) [Jull ze o] -

Para provar coercividade, sabemos, por hipotese, que existem a e 3 tais que 0 < 8 < «, p(x) > a e
q(z)? < 4Br(x) para todo z € [a,b]. Neste caso 43r(z) — q(x)? > 0. Como 7 e q sdo continuas, entio
existe o > 0 tal que 46r(z) — q(x)? > o para todo z € [a, b].

Observamos inicialmente que, como ab < ﬁcﬁ + Bb? (Basta observar que (ﬁa —V/Bb)? > 0),
temos

(0.7) q(z)u (z)u(z) < lg(z)ulz)|lv’(2)] < ﬁq(ﬂ@)%(%)2 + B (x).

Assim,

b b b
a(u,u) :/ pu'u’dx+/ qu'ud:ch/ ruudx
a a a

(1) b b 1 b b
> a/ u'2d:rf/ @qzuzf/ ﬂu'2dx+/ ru’dz
= (« —ﬁ)/a u'de—i—/a <’I" - 45(]2> u?dx

@ : fla-p) o
2 (@ DBy + ol 2 min{ 22y

Em (1) usamos que p(x) > a, quu’ > —|quu’| e (0.7). Em (2) usamos que r(z) —
Pelo Teorema de Lax-Milgram, existe um tinico u € H'(a,b) tal que

a(u,v) = F(v),

para todo v € H'(a,b). Concluimos que existe uma tnica solugao fraca do Problema (0.6). Com isto
concluimos que se existir uma solucdo u € H?(a,b) do Problema (0.6), entdo a solucio serd tnica, ja
que, como vimos no passo 1, ela também é uma solugao do fraca do problema.

Passo 3. Mostraremos que uma solucdo fraca do Problema (0.6) pertence a H?(a,b) e é de fato
uma solugao.
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Vimos que se a solugao fraca u do problema pertence a H(a,b) e satisfaz a(u,v) = F(v) para todo
v € H'(a,b). Como C}(]a,b]) C H'(a,b), concluimos que para todo ¢ € CL(]a,b[), temos

[ vl @) @de = - [ (e @)+ rizute) - f(@) pla)da.

Como p ¢ limitada (pois é continua num compacto) e v’ € L?(a,b), entdo pu’ € L*(a,b). Da mesma
forma, qu’ +ru— f € L?(a,b). Pela propria defini¢do de derivada fraca, concluimos que pu’ € H'(a,b)
e (pu') = qu' 4+ ru— f. Note que como ]% é limitada, pois 1% < é, entao u’ = %pu € H'(a,b). Assim,
u € H?(a,b) e é solugdo do problema —(pu')’ + qu’ +ru = f.

Quanto as condigdes de contorno, observamos que se v € H*(a,b) e u € H?(a,b) é uma solugio
fraca do problema e satisfaz —(pu’)’ + qu’ + ru = f, entdo, integrando por partes, temos

b b b b
O:/ pu’v'dx—i—/ qu’vdm+/ ruvdr — | fudx

b
:/ (—(pu') + qu’ +ru — f)vdz

+p(b)u’ (b)v(b) — p(a)u’(a)v(a)

= p(b)u’(b)v(b) — p(a)u’(a)v(a).
Assim,

p(b)u' (b)v(b) = p(a)u’(a)v(a) =0, Vv € H'(a,b).
Tomando v(z) = = — a, concluimos que p(b)(b— a)u'(b) = 0. Logo u'(b) = 0. Tomando v(z) = b—x,
temos —p(a)(b — a)u’(a) = 0, ou seja, u'(a) = 0.

Exercicio 46. (Problema com condigdes de contorno mistas) Sejam p € C1([a, b]) e r € C([a, b]) com
r > 0. Suponha que exista a > 0 tal que p(z) > « para todo z € [a,b], e seja f € L?(a,b). O objetivo
é mostrar que existe uma tnica funcio u € H?(a,b) tal que

—(p(@) ()" + r(@)u(x) = f(z), x €]a, b,
u(a) = u'(b) = 0.

i. Seja Hi(a,b] = {u € H'(a,b) : u(a) = 0}. Mostre que H}(a,b] ¢ um espago de Hilbert com o
mesmo produto interno de H'(a,b).
ii. Mostre que vale a desigualdade de Poincaré para H{ (a,b]. (Dica: A prova é a mesma que vimos
em sala de aulal)
ili. Mostre que se u € H?(a,b) for solu¢io do problema, entdo u € H{(a,b] e u é solugao fraca do
problema, ou seja, u satisfaz:
a(u,v) = F(v), Vv e Hj(a,b],

em que
b b
a(u,v) :/ p(x)u’ (x)0' (z) + r(z)u(z)v(z)dz, F(v) :/ f(x)v(x)dx

iv. Mostre que existe uma tnica solugdo fraca u € Hg(a,b] do problema. (Dica: Mostre que a é
continua, bilinear e coerciva e F' é linear e continua).

v. Mostre que a solucao fraca do problema pertence a H?(a,b), satisfaz as condi¢oes de contorno
mistas e é solugao do problema.

Solugao:

i. Seja L, : H'(a,b) — R dada por L,u = u(a). Logo L, é linear e continua, pelo que vimos em
sala de aula.

Lembramos que se u € H'(a,b), entdo existe uma tnica fungio v € C([a,b]) que é igual a u em
la,b[ (q.t.p. para quem for familiar com medida e integracao). Identificamos a funcao v com wu.

Por fim, como H{ (a,b] = N(L,), o niicleo de L,, e o niicleo de um operador continuo ¢ um subespago
fechado, concluimos que H}(a,b] é um subespago fechado de H'(a,b). Logo é um espago de Hilbert.
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ii. Se u € H(a,b], entdo u(z) = [ u/(y)dy e u' € L*(a,b). Assim,

P = | | ")y < (z - a) / "ol () Py,

/ fu(a) P < / b (<z o [ |u’<y>|2dy) dx
b

b
1
< [w-ade [ WPy = 50- @l
a a

iii. Seja u € H%(a,b) uma solugdo do problema e v € Hi (a,b]. Logo, integrando por partes, temos

b b
/ fodx = / (—(pu') v + ruv) dz
b

Portanto,

= / (pu'v" + ruv) dx — p(b)u’ (b)v(b) + p(a)u’(a)v(a)

b
= / (pu'v" + ruv) dx,
a

pois v(a) = ' (b) = 0.
iv. A fungao F é linear (simples de provar) e continua, pois

[F()] = 1fllz2@py 1Vl 220y < 12 ap 1Vl 221 (a,p)-

A funcao a é bilinear (simples de provar) e continua, pois

b b
la(u,v)| < \/ pu'v'dzx| + |/ ruvdz|
a a

< lpllzee I/l a1Vl 22 + 7l lull 2 [lv]l 2
< (llpllzee +[lrllzee) lull o] -

A funcao a é coerciva, pois
b b 1 b 1 b
a(u,u) = /a (pu’? + ru?)dx > oz/a u?dr = a (2/(1 u?dx + §/a u'2dz>
(3 [ i g [ )
1 1 - ®
Zamm{2’(b—a)2} (/a U da:—&—/a u dx) .

Assim, por Lax-Milgram, existe uma tnica solugao fraca u € H}(a, b].
v. Vimos que a solugio fraca u do problema pertence a H} (a,b] e satisfaz a(u,v) = F(v) para todo
v € Hi(a,b]. Como C(Ja,b]) C Hi(a,b], concluimos que para todo ¢ € Cl(]a, b[), temos

b b
/ p(@)u'(z)¢' (z)dx = —/ (r(@)u(z) = f(z)) p(x)d.

Como p é limitada (pois é continua num compacto) e u’ € L?(a,b), entao pu’ € L?(a,b). Da mesma
forma, ru — f € L?(a,b). Pela propria definicio de derivada fraca, concluimos que pu’ € H'(a,b)
e (pu') = ru — f. Note que, como % é limitada, pois % < 1 entdo v = %pu € H'(a,b). Assim,
u € H%(a,b) e é solugao do problema —(pu’)’ + ru = f.
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Quanto as condigdes de contorno, observamos que se v € Hi(a,b] e u € H?(a,b) é uma solugio
fraca do problema e satisfaz —(pu’)’ 4+ ru = f, entéo, integrando por partes, temos

b b b
0:/ pu'z/d:v+/ ruvde — | fudx

b
:/ (—(pu) +ru— f)vdz

+p()u' (D)v(b) — p(a)u’(a)v(a)
= p(b)u (b)v(b).
Assim,
p(b)u (b)v(b) =0, Vv € Hy(a,b).
Tomando v(z) = z — a € H}(a,b], concluimos que p(b)(b — a)u’(b) = 0. Logo u’(b) = 0.
Como u € H}(a,b], temos u(a) = 0.

Exercicio 47. (Problema com condigdes de contorno periddicas) Sejam p € C([a,b]) e r € C([a, b))
com p(a) = p(b). Suponha que exista o > 0 tal que p(x) > «a e r(z) > « para todo = € [a,b], e seja
f € L?(a,b). O objetivo ¢ mostrar que existe uma tnica funcio u € H?(a,b) tal que

—(p(2)u' () +r(z)u(z) = f(z), = €]a,b],
u(a) = u(b),u (a) = u'(b).
(a,b) = {u € H'(a,b) : u(a) = u(b)}. Mostre que H},, (a,b) ¢ um espago de Hilbert

i. Seja H,,, per
com o mesmo produto interno de H'(a,b).
ii. Mostre que se u € H?(a,b) for solugio do problema, entdo u € H},,(a,b) e u & solugao fraca do
problema, ou seja, u satisfaz:
a(u,v) = F(v), Yve€ HpeT(a, b),

em que

b b
au) = [ pand @0 @)+ r@ulepo@ids, F@) = [ e

iii. Mostre que existe uma tnica solugao fraca u € H},,.(a,b) do problema. (Dica: Mostre que a &
continua, bilinear e coerciva e F' ¢ linear e continua).

iv. Mostre que a solucdo fraca do problema pertence a H?(a,b), satisfaz as condigoes de contorno
periodicas e é solugao do problema.

Solugao:

No item iv. do enunciado, o certo era condi¢oes periddicas. Nao mistas, como estava escrito.
Solugao:

i. Seja L : H'(a,b) — R dada por Lu = u(a) — u(b). Logo L é linear e continua.

Como H},.(a,b) = N(L) e o nicleo de um operador continuo é um subespaco fechado, concluimos

que H' (a,b) é um subespaco fechado de H'(a,b). Logo ¢ um espago de Hilbert.

per
ii. Seja u € H?(a,b) uma solugao do problema e v € per(a b). Logo, integrando por partes, temos

b b
/ fvdz = / (—(pu')'v + ruv) dz
b
= / (pu'v" + ruv) dz — p(b)u’ (b)v(b) + p(a)u’(a)v(a)

b
- / (pu'v" + ruv) dx,
a

pois v’ (a) = v/ (b), p(a) = p(b) e v(a) = v(b).
iii. A fungao F é linear (simples de provar) e continua, pois

[F ()] = | flle2@p vz ap) < N fl1z2can 0]l a1 ap)-
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A fungéo a é bilinear (simples de provar) e continua, pois

uv\<\/ puv’dm|—|—|/ ruvdz|
a

< pllzee w2l 22 + [Irll o flull 2 ]lvll 22
< (llpllzoe +{lrllzee) full o] -

A funcéo a é coerciva, pois

b b b
alu,u) = / (pu'® + ru?)dz > a (/ u?dx +/ uzdx) .

Assim, por Lax-Milgram, existe uma tnica solugao fraca u € H),,(a,b).
iv. Vimos que a solugao fraca u do problema pertence a H,,,(a,b) e satisfaz a(u,v) = F(v) para
todo v € H',,.(a,b). Como Cl(Ja,b]) C H}, (a,b), concluimos que, para todo ¢ € C(]a,b|), temos

per per

b b
/ p(@)u'(z)¢' (z)de = —/ (r(@)u(z) — f(z)) p(x)dz.

Como p é limitada (pois é continua num compacto) e u’ € L?(a,b), entdo pu’ € L?(a,b). Da mesma
forma, ru — f € L?(a,b). Pela propria definicio de derivada fraca, concluimos que pu’ € H'(a,b)
e (pu') = ru — f. Note que, como % ¢ limitada, pois % < é, entdo v’ = %pu € H'(a,b). Assim,
u € H?(a,b) e u é solugdo do problema —(pu’)’ + ru = f.

Quanto as condigGes de contorno, observamos que se v € H},,(a,b) e u € H*(a,b) é uma solugao
fraca do problema e satisfaz —(pu’)’ + ru = f, entdo, integrando por partes, temos

b b b
0:/ pu’v’dm—&—/ ruvdw—/ fodx

b
:/ (~(pu') +ru — f)vda

p(d)u’(b)v(b) — p(a)u’(a)v(a)
= p(0)u' (D)v(b) — p(a)u’ (a)v(a).
Assim, como p(a) = p(b), temos
p(b) (v (b)v(b) — /' (a)v(a)) =0, Yve H, (a,b).

per

Tomando v(z) =1 € H},_, (a,b), concluimos que p(b) (v/(b) — u'(a)) = 0. Logo v/(a) = u’(b).

per

Como u € H},,(a,b), temos também u(a) = u(b).

Exercicio 48. (Problema com condigdes de contorno de Robin) Sejam 3y, 31 > 0, A > 0e f € L?(a,b).
O objetivo ¢ mostrar que existe uma tinica fun¢ao u € H?(a,b) tal que

Au(z) —u”(z) = f(z), x €la, b,
—/(a) + Bou(a) = 0,4/ (b) + Bru(b) = 0.
i. Mostre que se u € H?(a,b) for solucido do problema, entdo u € H'(a,b) e u é solucio fraca do
problema, ou seja, u satisfaz:
a(u,v) = F(v), Yo & H'(a,b),

em que

b
a(u,v) z/ o ()0 (x) + Mu(z)v(z)dz + Bru(b)v(b) + Boula)v( / f(z

ii. Mostre que existe uma tnica solucio fraca u € H'(a,b) do problema. (Dica: Mostre que a é
continua, bilinear e coerciva e F' ¢é linear e continua).

ili. Mostre que a solucdo fraca do problema pertence a H?(a,b), satisfaz as condi¢des de contorno
mistas e é solugao do problema.
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Solugao:

HAVIA UM ERRO NO ENUNCIADO! O certo é u/(b) + f1u(b) = 0 e ndo —u'(b) 4+ B1u(b) = 0 como
estava escrito.

i. Seja u € H?(a,b) uma solugdo do problema e v € H'(a,b). Logo, integrando por partes, temos

b b
/ fvdx :/ (—u""v + \uwv) dx

b
= / (u'v" + Auw) de — v’ (b)v(b) + v’ (a)v(a)

b
- / (u'v" + Auwv) dx + Bru(b)v(b) + Bou(a)v(a).
a
ii. A funcdo F é linear (simples de provar) e continua, pois

[F@)| = [fllc2@p) [0l 22(a) < WLz 0]l a0

A fungéo a é bilinear (simples de provar) e continua, pois

b b
lau,v)| < | / wv'de] + | / Nuvd| + B u(b)o(d)] + folu(a)v(a)|
< ez o2 + Ml llollzz + (Bo + B0 lullzoe o] o
< (14 A+ C(Bo + B2) lullzs o] s,

pois vimos em sala de aula que |u| L~ < C||lu||g: para todo v € H!.
A funcao a é coerciva, pois

b b b
a(u,u) = / (u? + Mu?)dx + Bru(b)? + Bou(a)* > min{l, \} </ u?dx +/ u2d3:> .

Assim, por Lax-Milgram, existe uma tnica solugdo fraca u € H'(a,b).
iv. Vimos que a solugdo fraca u do problema pertence a H!(a,b) e satisfaz a(u,v) = F(v) para todo
v € H'(a,b). Como C(Ja,b]) C H*(a,b), concluimos que para todo ¢ € C}(]a, b]), temos

/ W (2)¢ (@)dz = — / (Au(z) — F(2)) p(@)de + Bru(b)p(b) + foula)e(a).
. / (Mu(z) - f(2)) p(a)de.

Como u' € L?(a,b) e M\u — f € L*(a,b), pela propria definigdo de derivada fraca, concluimos que
u' € H(a,b) e v’ = Xu— f. Assim, u € H?(a,b) e & solugao do problema \u(z) — v’ (x) = f(x).

Quanto as condigdes de contorno, observamos que se v € H'(a,b) e u € H?(a,b) é uma solugio
fraca do problema e satisfaz —u” + Au = f, entdo, integrando por partes, temos

b b
0 :/ u’v’dx—kk/ wvdz + Bru(b)v(b) + Boula / Sfudx

b
:/ (—u" + \u — f)vdz

+ Bru(b)o(b) + Boula)v(a) + u'(b)v(b) — u'(a)v(a)
= (Bru(b) + /(b)) v(b) + (Bou(a) — u'(a)) v(a).
Assim,
(Bru(b) + /(b)) v(b) + (Bou(a) — v'(a)) v(a) =0, Vo€ H'(a,b).
=9 ¢ H1(a,b), concluimos que Byu(b) + u'(h) = 0.
) —u'(a) =0.

@

Tomando v(x) =

8 o

[SyRs]

Tomando v(x) = € H'(a,b), concluimos que Byu(a

Q
S
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Exercicio 49. (Problemas com condigées Dirichlet /Robin)
i. fo )2dx <2 ( 2+ fo 2da:) para todo u € H'(a,b).

ii. Seja a > 0, mostre que a : H'(0,1)x H(0,1) — R dada por a(u,v) = au(O)v(O)+f01 o' () (z)dz
define uma funcgao bilinear, continua e coerciva.
iii. Seja o >0e f € L?(0,1). Mostre que existe uma tnica fungao u € H?(0, 1) que satisfaz

—u(x) = f(x), = €]0,1],
—u'(0) + au(0) = 0,4/(1) = 0.

Solugao:
HAVIA UM ERRO NO ENUNCIADO' O certo é a(u,v) = au(0)v(0) + fO x)dz e nao
a(u,v) = au( )+ fo r)dx como estava escrito.

i Observamos 1n1(:1a1mente que
a® —2ab + b* = (a — b)* > 0.

Logo a? + b* > 2ab. Assim (a + b)? = a? + b? + 2ab < 2a® + 2b°.
Observamos também que, por Cauchy-Schwarz, temos

(/OI W (s)ds)? < (\//O u’(s)QdS\//OI 12d5)? = x/o o (5)2ds.

Usando os resultados acima, vemos que

/01 w(z)2ds = /Ol(u(()) + /O o (5)ds)2dz < /01 <2u(0)2 + 2(/0z u’(s)ds)2) dx
< 2u(0)? + 2/01(/01 o (5)ds)2dz < 2u(0)? + 2/01(x /OI W (5)?

< 2u(0)? + 2/01(/01 u'(s)%ds)dz = 2u(0)? + 2 /01 u(x)%da.

ii. E simples provar que a é bilinear. Para a continuidade, observamos que

la(u, v)| = lau(0)v(0)] + I/ z)dx| < allull eellvllLee + [0 2][v"]| 2
< (Ca+Dllull g |[ofzr,

em que usamos que |[ul|p~ < C||ul|g: para todo u € H'(0,1).
Para mostrar que é coerciva, observamos que

la(u, u)| = au(0)? + /01 o/ (z)2de = au(0)? + % /01 u (x)2dx + ;/01 o (x)*dx
> %2 <u(0)2 + /01 u'(x)2dx> + ;/01 o (x)%dx
> mm{2 4}/ )2dx + ; /01 u'(x)?dx.

> min(3, 1) (/01 u(z)dz + /01 u’(x)‘ldx>

ili. Seja u € H?(0,1) uma solugao de

—u’(z) = f(x), z €]0,1],
—u'(0) + au(0) = 0,4/(1) = 0.
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Multiplicando tudo por v € H'(0,1) e integrando por partes, temos
1 1 1
/ f(x)v(x)dx = 7/ ' (z)v(z)dx = / o (2)v (z)dz — ' (1)v(1) + o' (0)v(0)
0 0 0
1
:/ o' (2)v' (2)dx + au(0)v(0).
0

Definindo a : H'(0,1) x H'(0,1) — R como no enunciado do exercicio e F : H'(0,1) — R por
F(v) = fol fvdzx, sabemos pelo item i que a é bilinear, continua e coerciva e F' é linear e continua.
Pelo Teorema de Lax-Milgram, existe uma tinica fungao u € H'(0,1) tal que a(u,v) = F(v) para todo
v € H'(0,1). Isto mostra a unicidade da solugao.

Agora devemos provar que esta funcao u € H'(0, 1) na verdade pertence a H2(0,1) e é de fato uma
solugao do problema.

Como C(]0,1[) € H(0,1), entdo a(u,p) = F(y), para todo ¢ € C1(]0,1]).

Assim

/ f(x)p(z)dz = /01 v (2)¢' (x)dx 4+ au(0)p(0) = /01 o' (z)¢' (x)dx.

Logo v’ € H'(0,1) e —u” = f. Portanto, u € H?(0,1).
Para verificar as condigoes de contorno, basta observar que se v € H'(0, 1), temos, por integragio
por partes, que

/ f(z)v(x)dx —l—/o u'(z)v' (x)dz + au(0)v(0)
= */ (f (@) + u"(2)) v(z)dz + u'(1)v(1) — ' (0)v(0) + au(0)v(0)

0
=/ (1)v(1) — ' (0)v(0) + au(0)v(0).

Escolhendo v(x) = x, concluimos que u'(1) = 0. Escolhendo v(z) = 1 — 2, concluimos que —u/(0) +
au(0) = 0.



