Macroion em solugdo -

distribuigdo de carga e potencial elétrico

A maioria dos sistemas fisico-quimicos ou bio-fisicos(quimicos) consiste de moléculas ou
agregados moleculares que dissociam em solucdo aquosa: proteinas hidrosollveis, agregados
micelares (detergentes) ou vesiculares (membrana lipidica). Muitas vezes, a solu¢gdo é uma
solucdo salina.

O tratamento estatistico de sistemas-modelo para estes casos evoluiu muito mais lentamente
do que o de tratamento de sistemas ndo coulombianos, devido ao longo alcance da energia
potencial elétrica.

Um modelo basico nesta area consiste em imaginar esferas de superficie carregada, imersas em
um fluido de esferas menores, carregadas, que representam os contraions e os ions do sal.
Haverd uma concentracdo maior de cargas de sinal oposto ao do macroion, nas proximidades
de sua superficie, e mais distante do mesmo, os ions devem se distribuir uniformemente.

Esse modelo foi desenvolvido matematicamente por diversos autores.

No texto que segue, apresentamos duas abordagens diferentes que levam a descri¢do da
distribuicdo de cargas no espaco e ao desenvolvimento de uma energia potencial de interagdo
entre os ions, para o caso de baixas densidades:

(i) A abordagem conhecida como Poisson-Boltzmann, que, como o nome indica,
envolve um tratamento da 12 equacao de Maxwell, bem como uma distribuicao de
Boltzmann para a densidade de ions.

(i) Um tratamento do potencial Coulombiano no contexto das teorias integrais, com
base na equacao de Ornstein-Zernike, na aproximacao de baixas densidades para
as duas séries de densidade, S(r) e C(r).



I A equagdo de Poisson-Boltzmann para solugdo idnica
a. Distribuicdo de Boltzmann e o gds ideal de particulas

Vamos considerar um macroion de raio a, e carga Zq (Z inclui o sinal da carga do macroion)
rodeado por ions pequenos, pontuais. O equilibrio mecanico das particulas em um elemento
de volume dv, pode ser descrito pela equacédo

- - - =
[P(* + dr) — P(P)]da = Fexterna nas particulas do elemento de volume €Y)

No caso de forga elétrica,

= N =
Feigtrica = 2i qi[ni () dv]E (7). (2)
A hipdtese adotada é de que as particulas (ions da “atmosfera” do macroion) ndo interagem
entre si, mas apenas com o campo externo, elétrico, do sistema de cargas. Portanto,
comportam-se termicamente como um gas ideal, e sua pressdo local, no pequeno volume dv
em torno de 7, sera dada por

Pi(7) = n;(#)kpT, (3)
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em que n;(7) = 5, €2 densidade local. Esta equagdo é a equacao empirica para o gds

ideal, PV = NkT. Esta equagdo empirica € reproduzida por um modelo de particulas ndo
interagentes.

Na auséncia de interagdes, a pressdo local serd igual a soma das pressées das diferentes
particulas, portanto, podemos reescrever a equacao para o equilibrio mecanico na forma

[Pi (F + dF) - Pi (F)]da = Fexterna nas particulas i- (4)

Nesta aproximacdo de gas ideal, temos, reunindo as Eq. (1) a (4),
kT dn;(7) = qn;(F)E@)dF .
que, integrada, fica

ny(I7] = @) = ny () exp {- LTI (5)
porque [ E(P)dT = —p(@) + @ (7).

A escolha do ponto 7, no qual a densidade de particulas é n;(7y) e o potencial é p(7,) é
arbitraria. Deve ser escolhida por conveniéncia matematica.

Questdo importante na definicdo do referencial

Pode-se adotar o referencial mais comum, 7y = o, e, e @ (7, = ) = 0, desde que
n;(#y = ©) # 0 (veja a Eq. 5). No caso de soluc¢des idnicas, ha duas situacdes:

(i) A solucdo de macroions contém apenas contraions. Nesse caso, 0s contraions se
concentram nas proximidades da superficie do macroion, de forma que para 7, -
o, a densidade de ions é nula. Neste caso, ndo é possivel tomar o referencial para



o potencial a uma distancia infinita do centro do macroion. Este caso necessita de
um tratamento especial.

(ii) A solucdo de macroions contém contraions e também ions de sal. Nesse caso, os
ions de mesmo sinal de contraions se concentram préximo ao macroion, mas a
densidade de ions é sempre a densidade do sal. Nesse caso, podemos adotar 7}, =
o, e, e @(fy = ©) = 0, e a equacdo para a densidade de ions torna-se mais
simples:

ny(7) = ny(oo) exp {422} (6)
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Devido ao fator exponencial,e *BT , conhecido como fator de Boltzmann, pois tem
como expoente a razdo entre uma energia e a temperatura, esta distribuicdo da
densidade no espaco é conhecida como distribuicdo de Boltzmann.

Este é o caso que iremos desenvolver a seguir, isto é, o caso de uma solugdo de macroions e
seus contraions, na presenca de sal. Temos, na Eq. (6), uma relacdo entre a fun¢do densidade
de carga, qn;(7), e a fungdo potencial elétrico, @ (7). Para encontrar uma solugdo para estas
fungdes, precisamos de uma segunda relacdo entre as mesmas. Esta relagdo nos é oferecida
pela equacdo de Poisson:

V-E = -V2() = 20 (7)
b. Potencial elétrico e distribuigdo de carga em uma solugdo idnica

Vamos estudar o caso de uma solugdo i6nica, em que os ions do sal e também os contraions
possuem valéncia 1. Nesse caso, q; = +q, n,.(sal) = n, (sal) = ny,;, em que nyy; € a
densidade numérica de sal adicionado a solugdo. Além disso, ., (00) = n_(©) = ng,.

Reunindo as equagdes (6) e (7), sob as condi¢bes acima, obtemos a equagado
V() = Lfn, (=) exp [~ 922] —n_(=) exp [ 1]} ®)

Devido a sua origem, essa equacdo é denominada de equacgdo de Poisson-Boltzmann.

qo (™)
kpT
casos em que a energia potencial elétrica é muito menor do que a energia cinética média dos
ions. Esta é a aproximacdo proposta por Debye e Huckel:

Ela tem solugao em alguns casos especiais. Vamos explorar o caso em que « 1,isto é, para

o202 o 2aNsq 9@
V() ~ — et L0 (9)



que reescrevemos

— 2q2nsa — -
V() = WT%P(T) = K?p(), (9)
2
emque K? = % é conhecida como constante de Debye.
B

c. Solugdo da equagdo de Poisson-Boltzmann na aproximagdo de
AG)
Debye-Huckel (kBT « 1)
(a solugdo abaixo segue o texto de VO, cap 2, paragrafo 4; McQ, ; Hill, cap )

A solugdo para @(T), em coordenadas esféricas, centradas no macroion positivo, escreve-se

10 (1)
A — K2 (3
r2 6r<r or ) Ko@)

Essa equacdo tem solugdo

e—Kr

() =A—,

(10)

comF ) =08 G+ =80 = faerte [5A]) o

Podemos verificar essa solugdo:

9] (1) 0
2 — Ao~ KT — _ —Kr _ — 2..,—Kr
e <r o ) e [-Ae ™" (1 + K1)] Ae ""[K — K(1+ Kr)] = AK*re™"",

10 <T2 6(/)(?)) e

rior or r

Falta determinar A a partir das condi¢des de contorno.

O campo do macroion é

portanto



E(lql— ) = {A _KT[ 1 K} — 4 _Ka[l_l_K]_ Zq
n=a= ¢ 2 rl)og ¢ a?  al  4mea?

— Zq 1 Ka
4me 1+Ka

(11)

Finalmente,

o potencial elétrico de uma esfera de carga Zgq, de raio a, rodeada por contraions e sal
monovalente, com potencial e campo nulos a uma distancia “grande” do macroion, é dado por

zZq e—K(r—a)

2q°n
£  ____  com K?=21Tsa (12)
4mer (1+Ka) ekgT

o) =

¢@(r) é um potencial coulombiano “blindado”.

d. Solugdo salina

Um caso particular desta solugdo aplica-se a solugao de sal puro, de ions monovalentes.
Podemos tomar, para os ions de sal, a — 0, entdo

—-Kr

ps(r) =+ —. (13)

4Ter

A densidade de ions negativos em torno de um ion positivo sera dada por

@] |, N qo@)]
kgT |~ 5" 7 kT |

n_ (T) = MNgq€Xp [

A densidade de ions positivos em torno deste mesmo ion positivo sera dada por

() = 1oy ex _ae®] [, 99@)]
+ sal €XP kBT | sal kBT _-
Entdo
_ qu—I(r _ KZ e—Kr
N+ em torno de ion positivo(r) =MNgq i1+ m =Ngq + g T’
4 que K2 = 24 Msat
- GkBT ’
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Um ion positivo terd em torno de si uma “atmosfera” de ions negativos, na casca esférica em
r, composta de N_(r) ions, com

2
N_(r) = 4nr’n_(r) = 4nring, + 7re‘KT.

A distribuicdo N_(r) possui um maximo em Kr = 1. Assim, os ions negativos se concentram
em uma “atmosfera” em torno do ion positivo, como na figura abaixo:

A distribuigdo N (1) possui um minimo em Kr = 1. H4 uma diminui¢do da densidade de ions
positivos em torno do ion positivo, igual, em mddulo, ao aumento da densidade de ions
negativos.




e. Energia dos ions na solugdo de sal

Para dois ions do sal em solucdo, considerados particulas pontuais, a uma distancia R entre si,
a energia de interacdo serd dada por

u; j(R) = qif n;(p) 9;(p) d3p, sendo n;(p) = 8§(p — R),para cargas pontuais.

volume

Utilizando esta expressao, obtemos

O =u_m) =L
Ul = U= = T er
e
2 ,—Kr
__qe
u-+(r) = Amer



