1 Expansao em diagramas da funcgao ¢(r)

A fungdo g¢(r) pode ser expressa em termos de uma série na densidade cujos
coeficientes sdo integrais multiplas, fatorizaveis ou nao, que podem ser repre-
sentadas por diagramas de aglomerados, como fizemos na expansao de Mayer.

Utilizando a fun¢io de Mayer f;; = e "% — 1 na expressio de g(r), temos

o(rip)PH2) — c‘g/; f[g [/dfjl} H 1+ fi) (1)

P>,
A estratégia consiste em

a) separar nos termos da série os aglomerados em que participam as particulas
le?2.
b) analisar a fatorizagao possivel das integrais neste agregado.

Notando que o célculo de g(r)e®*") é o célculo da soma sobre todos os
conjuntos de aglomerados de N particulas que deixam o par 1-2 livre, podemos
representar esta soma esquematicamente, como na Figura 1:
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Figure 1: Funcao de distribuicao radial representada como soma sobre difer-
entes tipos de aglomerados de r particulas que deixam o par 1-2 livre. As N —r
particulas que nao participaam do aglomerado que envolve o par 1-2 contribuem
de forma independenete e suas posigoes devem ser somadas sobre todas as con-
figuracoes destas N — r particulas.

As bolinhas brancas representam as coordenadas das particulas 1 e 2, que nao
vao ser integradas.

Note que o ultimo diagrama representado na série da Figura 1 é fatorizavel.
Verifique que este diagrama representa a integral

/ iy / dF / sy / dist frs fanfuzfis fas fos 2)

que é fatorizavel

{ / s, / At f (rs1) F(A1 — 31) (41 — 21)} { / s, / sy £(45) (45 — 64) £(64)

Diagramaticamente, o primeiro fator em colchete é representado pelo esqueleto,
e o segundo fator, pelo apéndice, como ilustrado na Figura 2.

Os aglomerados que conectam as particulas 1 e 2 podem, entdo, ser repre-
sentados por esqueletos e apéndices. As integrais associadas ao apéndice podem
ser escritas em termos das varidveis de aglomerados b;, definidas para a série
de Mayer da fungao de particao por

b, = fdf'l de? ) fd77j51,2,...j
T V!

Veja a Figura 2, para identificar a funcdo de aglomerado de 3 particulas, S7 2 3)
no exemplo discutido acima.

J4 para o esqueleto, vamos definir uma outra varidvel, dx(r12) que é fungao
da distancia ris:
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Figure 2: O aglomerado representa a integral da Equagao 2. A fatorizagdo da
integral em duas integrais, uma que envolve o par 1-2 e outra que é independente
do par, pode ser representada por dois diagramas. O primeiro é chamado de
esqueleto, e o segundo, de apéndice

. 1 .
5}(C 12) — o X (integral do esqueleto) (3)

Combinando esqueleto e apéndice, temos, no caso do exemplo da Figura 2,
21953163

em que k é o numero de particulas do esqueleto, além das particulas 1 e 2.

Vamos agora retomar a Equacdo 1, a soma que surge, ao desenvolvermos
a produtoria, e sua representacao na figura 1, para reescrevé-la na forma es-
quematica

aglomerados de
soma sobre

V2 ,
g(r)ePrn) = — Z Q(L+2,N) L +u2€ iIr)lirl‘fll;lrlllas configuracoes de
QN 4 N — L — 2 particulas
le?2
(4)
Para escrever os vérios fatores, vamos considerar um esqueleto genérico de
(k + 2) particulas e com apéndice de ¢} particulas, como na Figura 3.
Cada apéndice contribui com um fator by, , como vimos no exemplo acima,
isto é, cada lago de ¢ particulas ligado a particula k produz um fator

(Crg1) bt

o0
Leritério de convergéncia de séries. Por ex. Se f(z) = Z Apx™, had convergéncia se
n=0
An 133n+1 . . ~ ~
Dntl®  ci1oax< . Se A, diverge, obviamente a expansdo nao vale.
Apa™ n+1
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Figure 3: Esqueleto (integral que envolve as posigoes 1 e 2) composto de k =5
além das 2 particulas 1 e 2, cujas posi¢des nao sdo integradas. Cada uma das k
particulas tem associada a ela um apéndice (integral independente de 1 e 2) de
l, particulas.

O esqueleto contribui com um fator

k;'(ik (7‘12)
O numero total de particulas do aglomerado (esqueleto + apéndices) é

k+2
L+2=k+2+> ly (5)

r=1
Devemos ainda somar sobre todas as escolhas possiveis de L particulas para
uma particular agregado, entre as N — 2:
(N —2)! (6)
(N =2 =LY kN 64! Lol 0V Lgqq! Lpeyo!

pois para um agregado especifico nao devem ser contadas as permutagoes en-
tre particulas do esqueleto entre si, os dos apéndices. Reunindo todas essas
contribuigoes, temos

e = vy
PN - L= 2) k! I 1!

n=1

k+2

In_a
Ko > ] (n+ D00, %
{1} r=1 N



k+2

s (I, +1)! (N—2)! Zn_or
B Vgék{zzn}g L N2 D 2y

em que, na segunda linha, apenas rearranjamos os fatores no produtério.

2 potencial quimico e razoes de funcao de particao

Neste ponto, vamos interromper a deducao para relembrar relagoes entre densi-
dade e potencial quimico, vistas na deducao da expansao virial para a pressao
(veja a pagina 3 do texto para a expansao virial).

Para efetuar essa expansao, necessitamos de algumas relagoes entre o poten-
cial quimico p e a densidade n.

1) defini¢ao do potencial quimico e interagdes. H& uma relagao 1til entre o
potencial quimico e a razao de fungoes de particao canonicas de sistemas
de N e (N —1) particulas. Dado que

:8i
"=\on ).,

para a energia livre de Helmholtz de um sistema simples, F', podemos
escrever, para N grande

p = F(I,V,N)-F(T,V,N - 1)
Qn |: 3ZN—1:|
= —kTIn =kTin |[NN° —— ,
QNfl Zn

pois Qn = fracZyN!A3N.
Para o gas ideal,
ZN-1 1

Zn Vv

entao é interessante escrever

p = kgTin[(A’n)]

em que

_ViZna
=z

O coeficiente v é denominado de coeficiente de atividade, e contém as
informacoes sobre as interacoes, ausentes no modelo de gés ideal.



Para a expansao em série de densidades, na qual j& vimos que aparece uma
razao de fungoes de particao configuracionais candnicas, vamos precisar de
duas definigoes equivalentes:

exp|Bu]

L explBy] _ NZy
=1 Zn

Das relagoes do item 1, podemos reescrever a razao de fungoes de particao
que aparece na soma de integrais da funcdo g(r). Primeiro, notamos que,
para um ndimero arbitrario (N —n) de particulas, terfamos

AT V,N —n) = (N —n)@=n1

QN—TL
Entao, reescrevemos a razao Zg];:L, produto com o fator % da
seguinte forma:
(N=2)! Zn_o L _
(N—2-L) Zn_s
IN—2— IN_o—(1— ZN_
(N=2)(N=3)...(N—2—(L—1)) o—N=2=L ZN=2-(L-1) ~ ZN=3 _ L
ZN_2-(L-1) 4N-2-(L-2) ZN-2

Precisamos, também, da expressao da densidade n como série na atividade,
que deduzimos no texto sobre expansao virial para a pressdo (ver pg 3 do
texto):

[eS)
n = Zjbjzj
j=1

3 juntanto 1 e 2: ¢(r) como série na densi-
dade do fluido

A seguir, utilizamos as relagbes apresentadas acima para simplificar a soma
sobre aglomerados em g(r):
(N=2)! Zn_o_y _ L
(N=2-L)! Zn_s

ZN- 2
= =0/V)

Levando em conta o tamanho do lago L (ver Equacéo 5), a soma do pro-
dutdrio sobre apéndices pode ser invertida, isto é,
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Figure 4: Funcao de distribuigdo radial g(r) consitui uma série na densi-
dade numérica de particulas, n, cujos coeficientes sao diagramas esqueleto cujo
namero de particulas k é o mesmo da poténcia da densidade, na série

b2 k+2

In + kot - 11 >l 22t
} : I | (lil)blnﬂ[ Z{nzl} J(v/V)? (Ln+1)by, 250"
{ln}nzl n- n=1 =1

Finalmente, a soma sobre apéndices corresponde a série que encontramos
para a densidade, na expansao virial, isto é,

S bl + Db,y 220" =)z
=1

Ha um cancelamento das poténcias do volume V e de z, de forma que
obtemos uma forma simples para a série de g(r) na densidade numérica n:

g(r)eﬂu(r) — Z 5k(r)nk (6o = 1) (7)
k=0
A série na densidade tem como coeficientes as integrais que formam diagra-
mas de k particulas (diagramas esqueleto) com duas extremidades livres.
Os primeiros termos da série estao representados na Figura 4.

n rvar qu roximacao ‘“viri ue ja analisam I
Vale a pena observa: e a apro. acao “virial” que ja analisamos para a

funcao ¢(r), com g(r) =~ exp%corresponde ao limite de densidade nula.
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Figure 5: Integrais em o

Sendo esta uma série na densidade, nao é ainda um resultado interessante
para liquidos, pois estamos interessados em densidades mais altas. Apesar
disso, vamos explorar um pouco o significado deste resultado.

4 FExemplo: esferas duras - 1as. correcoes

1) diagramas e integrais Para obter uma expressao para g(r) para esferas
duras, até 2a ordem na densidade, precisamos, inicialmente, obter o con-
junto de integrais que compdem d7 e Js.

01(r12) = /dﬁn f(rs1)f (F31 —721)

Verifique os diagramas que contribuem para d2 na Figura 4. FEscreva as
integrais correspondenetes. Confira a expressao da Figura 5 para do.

2) cdlculo das integrais para o fluido de esferas duras Vamos calcular as
contribuicoes em primeira ordem de densidade.

fry=e P 1 = —1 para r<o
0 para r >0

onde ¢ é o diametro da esfera. Assim, a primeira integral s6 é diferente
de zero se f31 e f3z forem simultaneamente nao nulas, o que ocorre se os

argumentos das duas fungoes forem menores que o. Fazendo a mudanca

31 g _ T21

de varidveis R' = — R = , temos
o

ra
51 = o /01 AR f(R)f (ﬁf - R’)

e a integral corresponde ao volume de interseccao das esferas de raio
unitario. Entao

/(T) 4o [ 3R R3] 4o [ 3r o3 ]
= l——+—| = 1—=—+
1

3 4 16 3 40 1603



Vamos analisar a fun¢ao ¢(r) nesta ordem de aproximagao. De ().

o) =14 o =14 T [1 Aoy L (;)3}

N [4 3 3
Se definirmos y = v (; (%) ) = % n, com a fracdo de empacota-

mento, obtemos

3r 1 /7r\3
— e Bur |1 1224 - (L
9(r) N [+8X< 40+16(J))]
0 , r<o
= 3r 1 /7ry\3 (36)
1 -4 — (L
+8X[ 4a+16(0” » T2>0

Represente este resultado em um grafico e analise o resultado, comparando
com ¢(r) em ordem zero de densidade.

5 Classificacao dos diagramas: duas expressoes
para g(r)

Como vimos, o estudo de g(r) para liquidos implica densidades altas e
portanto corregoes do tipo virial nao tem interesse. O objetivo é somar a
série. Embora isso até hoje nao possa ser feita, as tentativas existentes e
as teorias aproximadas disponiveis envolvem a classificagao dos diagramas-
coeficientes da série (E-35b). Os diagramas podem ser classificadas em trés
tipos:

a) diagramas série, que sdo diagramas de um unico ramo que contém
pelo menos um né no esqueleto;

b) diagramas ponte, de um tnico ramo, que nao contém nenhum no;

¢) diagramas paralelos, de mais de um ramo.

Os trés tipos de diagrama estao representados na Figura 5.

Representemos esquematicamente a série (E-35) da seguinte forma:
g(r) P =14 S(r) + P(r) =n(r) , (37)

onde S(r), P(r) e m(r) representam, respectivamente, as séries em densi-
dade cujos coeficientes sao diagramas série, ponte, ou paralelo.

Reducao dos diagramas paralelos
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Figure 6: Diagramas em série, em ponte e em paralelo
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Figure 7: Diagramas de integrais fatorizdveis e nao fatorizdveis

A inspegao dos trés tipos de diagrama (ver tabela da Figura 6 adiante)
mostra que os diagramas paralelos correspondem a integrais fatorizaveis.
Sendo assim, podemos escrevé-los em termos dos diagramas irredutiveis,
isto é, série ou ponte.

10
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Figure 8: Muitos ramos conectam as particulas 1 e 2

Vamos mostrar que uma expressao alternativa par a expansao de g(r) na
densidade é dada por

g(r)e’ ) = exp [S(r) + P(r)] (38)

Consideremos um diagrama de p ramos e k particulas, como na Figura

7, em que cada ramo j envolve m; particulas, além das particulas 1 e 2
P

Um diagrama como este aparece no coeficiente do termo de ordem p Z m; =
j=1

p}C . Cada um dos ramos corresponde a um diagrama série ou ponte. Pode-

mos entao descrever este particular diagrama pela expressao

P
ST (r)nk = H 5,%011 S(ryn™
j=1

Para computar todos os diagramas possiveis de p ramos entre as particulas
1 e 2 devemos somar sobre todos os valores possiveis de m; em cada ramos
j . Se adotarmos neste ponto o limite termodinémico, isso é, que cada ramo
pode ter qualquer nimero de particulas entre 1 e co, podemos escrever:

P [e%s)
LIS o] = Y (s e

j=1 m =1 m

p

1 p
= —[S(r)+P(r)]

p!
Note que a expressao da esquerda da conta de todas as combinagoes possiveis
de diagramas ponte ou série nos p ramos. O fator — € necessério pois os

p!

ramos sao “indistinguiveis” (por exemplo, os diagramas e sao idénticos,
mas seriam contados duas vezes na produtéria).

11



Analisemos agora a série
— 1
>, ol [S(r) + P(r)]” = exp[S(r) + P(r)]
p=0""

O primeiro termo corresponde & unidade e o segundo, as séries S(r) e
P(r); os termos de ordem p > 2 correspondem a todos os diagramas
paralelos, isso é, w(r). Portanto, podemos escrever a série na densidade
para ¢(r) de duas maneiras:

14+ S(r)+ P(r) +II(r)

g(r)eﬁu(r) - {
exp[S(r) + P(r)]

e funcao de correlagdo direta

H4 ainda uma terceira maneira de escrever g¢(r) que estd presente na
equagao integral que relaciona as quatro séries (g(r), S(r), P(r) e II(r))

conhecida como equagao de Ornstein-Zermike. Para entender esta espressao
alternativa de ¢(r) deve-se notar que os diagramas envolvidos nas séries
S, P e Il acima ndo envolvem a ligagao direta entre as particulas 1 e 2. No
entanto, se reescrevemos o fator exponencial e?*(") em termos da funcao
de Mayer f(r), obtemos

g(r) = [+ f(r){1+S(r) + P(r) +7(r)}

1+Sr)+{f(r)+ P(r)+n(r) +

+£(r)S(r) + f(r)P(r) + f(r)m(r)}

Esta nova expressao envolve “novos” diagramas, por exemplo, f(r)S(r)
ou f(r)P(r). Propositadamente, na segunda linha separamos todos os
diagramas que nao contém nos entre as particulas 1 e 2. Esse conjunto é
chamado de fung¢do de correlagdo direta (nado intermediada por néds), que
descrevemos através da fungao c(r). Assim, a terceira expressao possivel
para g(r) é dada por

g(r) =14 S(r) + c(r) (39)

com

c(r) = P(r) +n(r) + f(r)[1 + 5(r) + P(r) + n(r)] . (40)
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