
Estrutura de líquidos 

integral configuracional – expansão em “aglomerados”

Vera Bohomoletz Henriques
BioLat group

Instituto de Física USP

10 de maio de 2022

Física Estatística de Líquidos e Soluções - Teoria, Modelos e Experimento



Experimento e interpretação

FORMA ESTRUTURA

Fator de ESTRUTURA

𝑆 𝑞 ≡
1

𝑁
< 

𝑖=1

𝑖=𝑁



𝑗=1

𝑗=𝑁

𝑒𝑖𝑞∙ 𝑅𝑖−𝑅𝑗 >,

N partículas (átomos,moléculs, agregados moleculares)



Experimento  e   física estatística
Experimento: Fator de ESTRUTURA

𝑆 𝑞 ≡
1

𝑁
< 

𝑖=1

𝑖=𝑁



𝑗=1

𝑗=𝑁

𝑒𝑖𝑞∙ 𝑅𝑖−𝑅𝑗 >

= 1 +
1

𝑁


𝑖≠𝑗

න

𝑉

𝑑Ԧ𝑟 < 𝛿 Ԧ𝑟 − 𝑅𝑖 − 𝑅𝑗 > 𝑒𝑖𝑞∙ Ԧ𝑟 ,

N partículas (átomos,moléculas, agregados moleculares)

𝒈 𝒓 ≡
𝑽

𝑵(𝑵 − 𝟏)
<

𝒊≠𝒋

𝜹(Ԧ𝑟 − 𝑅𝑖 − 𝑅𝑗) >

média sobre 
configurações

modelo!

Ensemble estatístico

𝑺(𝒒) == 1 +
𝑁

𝑉
න

𝑉

𝑑 Ԧ𝑟 𝒈 𝒓 𝑒𝑖𝑞∙ Ԧ𝑟

experimento teoria



𝒈 𝒓 = 𝑽 < 𝜹 𝑹𝟏 − 𝑹𝟐 − 𝒓 >

= 𝑽𝟐𝒆−𝜷𝒖(𝒓)න

𝑽

𝒅𝑹𝟑𝟏… .න

𝑽

𝒅𝑹𝑵𝟏

𝒆−𝜷 σ𝒊<𝒋,(𝒊,𝒋)≠(𝟏,𝟐) 𝒖(𝑹𝒊𝒋)

𝒁(𝑻, 𝑽,𝑵)

𝒁 = න

𝑽

𝒅𝑹𝟏න

𝑽

𝒅𝑹𝟐… .න

𝑽

𝒅𝑹𝑵 𝒆
−𝜷 σ𝒊<𝒋 𝒖(𝑹𝒊𝒋)

Retornamos à questão do cálculo da integral configuracional!

-> Antes de falarmos de modelos, é preciso “tratar” as integrais 
configuracionais.

O cálculo de g(r):



Função de Mayer: transforma integral múltipla em soma

𝒁 𝑻, 𝑽,𝑵 = න

𝑽

𝒅𝒓𝟏න

𝑽

𝒅𝒓𝟐… .න

𝑽

𝒅𝒓𝑵 𝒆
−𝜷 σ𝒊<𝒋 𝒖(𝒓𝒊𝒋) = න

𝑽

𝒅𝒓𝟏න

𝑽

𝒅𝒓𝟐… .න

𝑽

𝒅𝒓𝑵ෑ

𝒊<𝒋

[𝟏 + 𝒇(𝒓𝒊𝒋)]

𝒆−𝜷 σ𝒊<𝒋 𝒖(𝒓𝒊𝒋) =ෑ

𝒊<𝒋

[𝟏 + 𝒇(𝒓𝒊𝒋)]

𝒆−𝜷𝒖(𝒓𝒊𝒋) = 𝟏 + 𝒇(𝒓𝒊𝒋), 𝒇 é a função de Mayer   



Séries e “aglomerados”: vamos começar com a função 
de partição, para definir algumas grandezas

𝒁(𝑻, 𝑽,𝑵) = න

𝑽

𝒅𝒓𝟏න

𝑽

𝒅𝒓𝟐න

𝑽

𝒅𝒓𝟑… .න

𝑽

𝒅𝒓𝑵 ෑ
𝒊<𝒋

(𝒊,𝒋)≠(𝟏,𝟐)

𝟏 + 𝒇𝒊𝒋

= න

𝑽

𝒅𝒓𝟏… .න

𝑽

𝒅𝒓𝑵 {𝟏 + 
𝒊≠𝒋

𝒊,𝒋 ≠ 𝟏,𝟐

𝒇𝒊𝒋 + 
𝒊<𝒋

𝒊,𝒋 ≠ 𝟏,𝟐


𝒌<𝒍

𝒌,𝒍 ≠ 𝟏,𝟐

𝒇𝒊𝒋 𝒇𝒌𝒍 + 𝒐(𝒇𝟑)}



Exercício: 
-> “Desenhe” os agregados que comparecem na função de partição 
de N=2 e N=3. 

-> Calcule os coeficientes numéricos.

-> Há integrais fatorizáveis?

𝒁 𝑻, 𝑽,𝑵 = න

𝑽

𝒅𝒓𝟏… .න

𝑽

𝒅𝒓𝑵 {𝟏 + 
𝒊≠𝒋

𝒊,𝒋 ≠ 𝟏,𝟐

𝒇𝒊𝒋 + 
𝒊<𝒋

𝒊,𝒋 ≠ 𝟏,𝟐


𝒌<𝒍

𝒌,𝒍 ≠ 𝟏,𝟐

𝒇𝒊𝒋 𝒇𝒌𝒍 + 𝒐(𝒇𝟑)}



Organizando a série:

1 - Definindo a função de aglomerado de 𝑗
partículas  𝑆1,2,3,…𝑗

𝑺𝟏

𝑺𝟏,𝟐,𝟑,𝟒

𝑺𝟏,𝟐

𝑺𝟏,𝟐,𝟑



Organizando a série:

2 – Colecionando produtos de 𝑆1,2,3,…𝑗 nas integrais da série

𝒁 𝑻, 𝑽,𝑵

= න

𝑽

𝒅𝒓𝟏… .න

𝑽

𝒅𝒓𝑵൛

ൟ

Ω𝟏(𝑵)𝑺𝟏
𝑵 + Ω𝟏 𝑵−𝟐 −𝟐(𝟏)𝑺𝟏

𝑵−𝟐𝑺𝟏,𝟐 + Ω𝟏 𝑵−𝟑 −𝟑(𝟏)𝑺𝟏
𝑵−𝟑𝑺𝟏,𝟐,𝟑

+ Ω𝟏 𝑵−𝟒 −𝟐(𝟐)𝑺𝟏
𝑵−𝟒(𝑆1,2)

𝟐+Ω𝟏 𝑵−𝟒 −𝟑(𝟏)𝑺𝟏
𝑵−𝟒𝑺𝟏,𝟐,𝟑,𝟒 + ………



𝒁 𝑻, 𝑽,𝑵

= න

𝑽

𝒅𝒓𝟏… .න

𝑽

𝒅𝒓𝑵൛

ൟ

Ω𝟏(𝑵)𝑺𝟏
𝑵 + Ω𝟏 𝑵−𝟐 −𝟐(𝟏)𝑺𝟏

𝑵−𝟐𝑺𝟏,𝟐 + Ω𝟏 𝑵−𝟑 −𝟑(𝟏)𝑺𝟏
𝑵−𝟑𝑺𝟏,𝟐,𝟑

+ Ω𝟏 𝑵−𝟒 −𝟐(𝟐)𝑺𝟏
𝑵−𝟒(𝑆1,2)

𝟐+Ω𝟏 𝑵−𝟒 −𝟑(𝟏)𝑺𝟏
𝑵−𝟒𝑺𝟏,𝟐,𝟑,𝟒 + ………

Organizando a série:

2 – Colecionando produtos de 𝑆1,2,3,…𝑗 nas integrais da série



Organizando a série:

3 – Calculando os coeficientes das integrais da série

𝒁 𝑻, 𝑽,𝑵

= න

𝑽

𝒅𝒓𝟏… .න

𝑽

𝒅𝒓𝑵൛

ൟ

Ω𝟏(𝑵)𝑺𝟏
𝑵 + Ω𝟏 𝑵−𝟐 −𝟐(𝟏)𝑺𝟏

𝑵−𝟐𝑺𝟏,𝟐 + Ω𝟏 𝑵−𝟑 −𝟑(𝟏)𝑺𝟏
𝑵−𝟑𝑺𝟏,𝟐,𝟑

+ Ω𝟏 𝑵−𝟒 −𝟐(𝟐)𝑺𝟏
𝑵−𝟒(𝑆1,2)

𝟐+Ω𝟏 𝑵−𝟒 −𝟑(𝟏)𝑺𝟏
𝑵−𝟒𝑺𝟏,𝟐,𝟑,𝟒 + ………

Ω{𝒋 𝒎𝒋 }
=

𝑵!

ς𝒋=𝟏
𝑵 (𝒋!)𝒎𝒋 𝒎𝒋!

Vamos verificar para 
𝑵 = 𝟐 e 𝑵 = 𝟑, cujas 
funções de partição já 
construímos 
anteriormente.



Organizando a série com 1, 2 e 3:

𝒁 𝑻, 𝑽, 𝑵

= න

𝑽

𝒅𝒓𝟏… .න

𝑽

𝒅𝒓𝑵൛

ൟ

Ω𝟏(𝑵)𝑺𝟏
𝑵 + Ω𝟏 𝑵−𝟐 −𝟐(𝟏)𝑺𝟏

𝑵−𝟐𝑺𝟏,𝟐 + Ω𝟏 𝑵−𝟑 −𝟑(𝟏)𝑺𝟏
𝑵−𝟑𝑺𝟏,𝟐,𝟑

+ Ω𝟏 𝑵−𝟒 −𝟐(𝟐)𝑺𝟏
𝑵−𝟒(𝑆1,2)

𝟐+Ω𝟏 𝑵−𝟒 −𝟑(𝟏)𝑺𝟏
𝑵−𝟒𝑺𝟏,𝟐,𝟑,𝟒 + ………

𝒁(𝑻, 𝑽, 𝑵)

= 
𝒎𝟏,𝒎𝟐,𝒎𝟑,…

σ𝒋=𝟏
𝑵 𝒋𝒎𝒋=𝑵

𝑵!ෑ

𝒋=𝟏

𝑵
𝑽 𝒅𝒓𝟏…𝑽 𝒅𝒓𝒋 𝑺𝟏,𝟐,𝟑,…𝒋

𝒎𝒋

(𝒋!)𝒎𝒋 𝒎𝒋!

≡ 𝑽𝒃𝒋



Exercício:

-> modelo de esferas duras

-> obtenha a série com termos que incluem até aglomerados 
de 3 partículas

-> calcule os coeficientes  correspondentes

-> obtenha as funções 𝑺𝟏,𝟐 e 𝑺𝟏,𝟐,𝟑 para o modelo




