1 Expansao de Mayer

Vamos utilizar a fungdo de Mayer para obter uma série na densidade para a
funcao de particao do ensemble canénico. O ponto de partida é a integral
configuracional Z(T,V, N), definida por

Zn E/dﬁ---/dFNe—BUW“?n). (1)

Para o caso em que a energia é dada por uma soma de pares de interacao entre
as particulas,

U= u(f—7) = uy
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obtemos
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onde definimos [ diN = [diy -+ [diy
O passo fundamental é a introducao da fun¢ao de Mayer

fig=e M -1 (2)

que permite reescrever a produtéria na integral como uma soma. Teremos !
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Observe que aparecem diferentes poténcias do volume, mas de forma “desorga-
nizada”. Por exemplo, o segundo termo daréd contribuicoes

VN_2/dFi/dijij

ja o terceiro termo dara dois tipos de contribuicao

VN*S/dﬁ/dfj/dﬂfufjk
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1Observe que para particulas nio-interagentes fi; = 0 e recuperamos o resultado para o
gés ideal, Zy = VN
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Figure 1: Diagramas de aglomerados para as integrais. Bolinhas representam
varidaveis de posicao e palitos representam fatores de Mayer que conectam estas
variaveis.

Os diferentes termos da soma envolvem diferentes poténcias do volume, além de
dois tipos de integrais: integrais fatorizdveis e nao fatorizaveis. Para reorganizar
os termos da série, vamos representar as integrais por meio de diagramas: as
coordenadas espaciais de uma particula sao representadas por “bolinhas”, e
as fungoes de Mayer, por segmentos de reta. As trés integrais acima seriam
representadas como na Figura 1.

Dessa maneira, as integrais nao-fatorizaveis sao representadas por um tnico
aglomerado, e as integrais fatorizaveis por conjuntos de aglomerados.

Nessa representagao, podemos construir todos os termos da série considerando
todas as maneiras de formar todos os tipos de aglomerados de N “bolinhas”.
Ezercicio Desenhe os diagramas que representam a série para N =2 e N = 3.
No primeiro caso, vocé deverd encontrar dois termos para a série, e, no sequndo,
oito termos.

Vamos, entao, reagrupar os termos da série, escrevendo-a em termos de
aglomerados e “produtos”’de aglomerados. Para tanto, vamos definir somas
Si...; tais que

S1 <= funcao da particula isolada =1=10

S1,2 <= funcado do aglomeradode 2= f;; =0—-0

S1,2,3 <= funcao dos aglomerados de 3 = fi; fix+ fir frj+fij frivr; fin fri
(veja Figura 2)

(4)
Note que

e a funcdo S;..; é uma soma sobre todos os aglomerados possiveis de j
particulas.
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Figure 2: Diagramas de aglomerados de 3 particulas.

e o nimero de particulas no aglomerado nao define o niimero de fatores f;;
que aparecem na integral nao fatorizavel.
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Figure 3: Funcao de particao para N = 4 expressa em termos de soma de
aglomerados e conjuntos de aglomerados.

Ezxemplo Vamos desenhar os diagramas que representam a série para N = 4.
A série contém 64 termos - ja que o numero mdzximo de liga¢oes” f entre
particulas € 6. Uma forma de contabilizar o nimero de contribuicoes de cada
diagrama € utilizar os coeficientes da série binomial. Veja a Figura 2.

No procedimento que utilizamos para a construcao da série Z4, ha duas
etapas:

1) define-se o conjunto de aglomerados que contribui para um termo da série.
Ezxemplo: para as integrais que conectam entre si trés particulas, teremos
um aglomerado de 3 particulas e 1 particula isolada, ou seja, 1 “aglomer-
ado”’de 1 particula. Constroem-se, entao, todos os aglomerados possiveis
de 3 particulas, para 3 particulas escolhidas, isto €, constrdi-se a fung¢do
S12.3.

2) a seguir, verifica-se quantas maneiras hd de formar o conjunto de aglom-
erados que contribui para este termo da série. No exemplo acima, conta-se
o numero de maneiras de aglomerar trés particulas em um sistema de 3
particulas, isto €, calcula-se o fator combinatorio Qy(1y—_3(1)-



Agora, vamos reescrever a série da Eq. 3, generalalizando o procedimento
descrito acima para quatro particulas. Os aglomerados sao representados em
termos das fungoes S1, - - - j, definidas pelas relagoes 4 :
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+ Qinv_5)—2-35] "S125123
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onde 1 (1m,)—2(ma)—3(ms)-j(m,) € 0 nUmero de maneiras de distribuir NV moléculas
em agregados da seguinte forma

my moléculas isoladas
mo aglomerados de 2
ms aglomerados de 3
m; aglomerados de j

Na expressao de Zy acima, o indice m; foi omitido, se igual a 1, e o indice j foi
omitido, se m; = 0.

Falta obter uma expressao para o fator combinatério. Este fator é con-
struido da maneira usual. Contamos N! permutagoes possiveis de IV particulas,
das quais devemos descontar j! permutacoes dentro de cada aglomerado de j
particulas, bem como m;! permutagoes entre aglomerados idénticos.

Entao,

NI
Liomy) = 1L 112121 20§10l i) m)

ou

N!

3(m;) Hé\le(]!)m,mj!

A integral configuracional fica

Note que a soma é restrita, ja que deve obedecer a conservagao no nimero
. . . N .
de particulas, isto é, ijljmj = N.

Vamos ainda definir integrais b; por
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para escrever

Vb

m;

Zy= Y  NmX,

mi,ma,...m;

(7)

A construgao que fizemos até aqui, da fungéo de particdo candnica em termos
de uma série representada por conjuntos de aglomerados, é a base para o de-
senvolvimento de uma série na densidade, para a fungao de distribuigao radial
g(r). No entanto, teremos que migrar para o ensemble grande-canénico. Neste
ensemble, a restrigdo sobre a somatdria, Z;vzl jm; = N, desaparece, pois o
numero de particulas nao é fixo.



