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2.11 Comportamento não-linear

Elástico Não-Linear Não-Linear

Elastoplástico Bilinear
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𝑃𝑃𝑦𝑦 = 𝜎𝜎𝑦𝑦𝐴𝐴 = 107,1𝑘𝑘𝑘𝑘

i) 𝑃𝑃 = 70𝑘𝑘𝑘𝑘

ii) 𝑃𝑃 = 140𝑘𝑘𝑘𝑘

< 𝑃𝑃𝑦𝑦

> 𝑃𝑃𝑦𝑦

𝛿𝛿 =
𝑃𝑃𝑃𝑃
𝐸𝐸1𝐴𝐴

= 2,99𝑚𝑚𝑚𝑚

𝛿𝛿𝑦𝑦 =
𝑃𝑃𝑦𝑦𝐿𝐿
𝐸𝐸1𝐴𝐴

= 4,57𝑚𝑚𝑚𝑚

𝛿𝛿 = 𝛿𝛿𝑦𝑦 +
𝑃𝑃 − 𝑃𝑃𝑦𝑦 𝐿𝐿
𝐸𝐸2𝐴𝐴

= 10,47𝑚𝑚𝑚𝑚
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Variação do comprimento das barras

𝑑𝑑𝑑𝑑 → 𝜀𝜀 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝛿𝛿 = �
0

𝐿𝐿

𝜀𝜀 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑
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Lei de Tensão-Deformação de Ramberg-Osgood

ou, fazendo 

𝜀𝜀
𝜀𝜀0

=
𝜎𝜎
𝜎𝜎0

+ 𝛼𝛼
𝜎𝜎
𝜎𝜎0

𝑚𝑚

𝐸𝐸 =
𝜎𝜎0
𝜀𝜀0

,

𝜀𝜀 =
𝜎𝜎
𝐸𝐸 + 𝛼𝛼

𝜎𝜎0
𝐸𝐸

𝜎𝜎
𝜎𝜎0

𝑚𝑚

Constantes do material:

𝐸𝐸, 𝜎𝜎0 , 𝛼𝛼 ,𝑚𝑚
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𝑁𝑁 𝑥𝑥 = 𝛾𝛾𝛾𝛾 𝐿𝐿 − 𝑥𝑥

𝜎𝜎𝑥𝑥(𝑥𝑥) = 𝛾𝛾 𝐿𝐿 − 𝑥𝑥

𝛿𝛿 = �
0

𝐿𝐿

𝜀𝜀 𝑑𝑑𝑑𝑑

= �
0

𝐿𝐿
𝜎𝜎𝑥𝑥 𝑥𝑥
𝐸𝐸

+
𝜎𝜎0𝛼𝛼
𝐸𝐸

𝜎𝜎𝑥𝑥(𝑥𝑥)
𝜎𝜎0

𝑚𝑚

𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝛾𝛾
𝐸𝐸
�
0

𝐿𝐿

𝐿𝐿 − 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 +
𝜎𝜎0𝛼𝛼
𝐸𝐸

𝛾𝛾
𝜎𝜎0

𝑚𝑚

�
0

𝐿𝐿

𝐿𝐿 − 𝑥𝑥 𝑚𝑚𝑑𝑑𝑑𝑑

⇒ 𝛿𝛿 =
𝛾𝛾𝐿𝐿2

2𝐸𝐸
+

𝜎𝜎0𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑚𝑚 + 1 𝐸𝐸

𝛾𝛾𝛾𝛾
𝜎𝜎0

𝑚𝑚
Deduza a fórmula para o alongamento da barra
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2.11 Análise elastoplástica

𝜎𝜎𝑦𝑦 →tensão de escoamento 𝑃𝑃𝑦𝑦 →carga de escoamento

𝛿𝛿𝑦𝑦 →deslocamento de escoamento
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Estrutura estaticamente determinada

P

δ

PY

δY
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Estrutura estaticamente indeterminada Para carga 𝑃𝑃 pequena:

i) Equilíbrio:
2𝐹𝐹1 + 𝐹𝐹2 = 𝑃𝑃

ii) Compatibilidade de deslocamentos:
𝛿𝛿1 = 𝛿𝛿2

iii) Relações força-deslocamento:

𝛿𝛿1 =
𝑁𝑁1𝐿𝐿1
𝐸𝐸𝐸𝐸 =

𝐹𝐹1𝐿𝐿1
𝐸𝐸𝐸𝐸

𝛿𝛿2 =
𝑁𝑁2𝐿𝐿2
𝐸𝐸𝐸𝐸 =

𝐹𝐹2𝐿𝐿2
𝐸𝐸𝐸𝐸

𝐹𝐹1 =
𝑃𝑃𝐿𝐿2

𝐿𝐿1 + 2𝐿𝐿2
𝐹𝐹2 =

𝑃𝑃𝐿𝐿1
𝐿𝐿1 + 2𝐿𝐿2

Resultam:
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𝜎𝜎1 =
𝐹𝐹1
𝐴𝐴

=
𝑃𝑃𝐿𝐿2

𝐴𝐴 𝐿𝐿1+ 2𝐿𝐿2

𝜎𝜎2 =
𝐹𝐹2
𝐴𝐴

=
𝑃𝑃𝐿𝐿1

𝐴𝐴 𝐿𝐿1+ 2𝐿𝐿2

Tensões normais nas barras: Como 𝐿𝐿1 > 𝐿𝐿2 ⇒ 𝜎𝜎2 > 𝜎𝜎1

Fazendo 𝜎𝜎2 = 𝜎𝜎𝑦𝑦: 𝜎𝜎𝑦𝑦 =
𝑃𝑃𝑦𝑦𝐿𝐿1

𝐴𝐴 𝐿𝐿1+ 2𝐿𝐿2

⇒ 𝑃𝑃𝑦𝑦= 𝜎𝜎𝑌𝑌𝐴𝐴 1 + 2
𝐿𝐿2
𝐿𝐿1

(carga de escoamento)

com o aumento de 𝑃𝑃 a primeira barra a 
plastificar é a de comprimento 𝐿𝐿2⇒

⇒ 𝛿𝛿𝑦𝑦 =
𝜎𝜎𝑦𝑦𝐿𝐿2
𝐸𝐸

(deslocamento de escoamento)
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- Para 𝑃𝑃 > 𝑃𝑃𝑦𝑦, a força na barra de comprimento 𝐿𝐿2 permanece constante e a 
estrutura comporta-se como uma estrutura isostática:  

𝐹𝐹2 = 𝜎𝜎𝑌𝑌𝐴𝐴

2𝐹𝐹1 + 𝐹𝐹2 = 𝑃𝑃 ⇒ 𝐹𝐹1 =
𝑃𝑃 − 𝜎𝜎𝑦𝑦𝐴𝐴

2como

-Até que todas as barras se plastifiquem:

𝐹𝐹1 = 𝐹𝐹2 = 𝜎𝜎𝑦𝑦𝐴𝐴

𝑃𝑃𝑝𝑝 = 3𝜎𝜎𝑦𝑦𝐴𝐴

(carga plástica)
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𝛿𝛿𝑝𝑝 =
𝐹𝐹1𝐿𝐿1
𝐸𝐸𝐸𝐸

=
𝜎𝜎1𝐿𝐿1
𝐸𝐸 =

𝜎𝜎𝑌𝑌𝐿𝐿1
𝐸𝐸

(deslocamento plástico)
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iii) Para uma estrutura isostática a carga de 
escoamento e a carga plástica coincidem

i) Equilíbrio do nó B:

P

FF

B
𝜃𝜃 𝑃𝑃 = 2𝐹𝐹 sen 𝜃𝜃

ii) Carga de escoamento

𝐹𝐹𝑦𝑦 = 𝜎𝜎𝑦𝑦𝐴𝐴 ⇒ 𝑃𝑃𝑦𝑦 = 2 𝜎𝜎𝑦𝑦 𝐴𝐴 sen 𝜃𝜃

𝑃𝑃𝑝𝑝 = 𝑃𝑃𝑦𝑦
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i) DCL na situação limite:

𝐹𝐹 = 𝐹𝐹𝑦𝑦 = 𝜎𝜎𝑦𝑦 𝐴𝐴

ii) Equilíbrio na situação limite:

𝑃𝑃 = 2 𝐹𝐹 1 + sen𝛼𝛼

iii) Carga Plástica:

𝑃𝑃𝑝𝑝 = 2 𝜎𝜎𝑦𝑦 𝐴𝐴 1 + sen𝛼𝛼
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