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Nome do 

ensemble 

estatístico

Condições do banho 

termodinâmico 

(variáveis 

constantes 𝑋, 𝑌, 𝑍)

Probabilidade de um 

estado microscópico ou 

configuração 𝜈

𝑝𝜈 (𝑋, 𝑌, 𝑍)

Normalização da probabilidade

σ𝜈 𝑝𝜈 (𝑋, 𝑌, 𝑍) = 1 define a 

função de partição no banho 

termodinâmico específico

Função termodinâmica e relação 

com a função de partição 

correspondente

canônico

𝑇, 𝑉, 𝑁

exp(−
𝐸𝜈
𝑘𝐵𝑇

)

𝑍(𝑇, 𝑉, 𝑁)

𝑍 𝑇, 𝑉, 𝑁 = 

𝜈

exp −
𝐸𝜈
𝑘𝐵𝑇

Energia livre de Helmoltz

𝐹 𝑇, 𝑉, 𝑁 =
− 𝑘𝐵𝑇 ln𝑍 𝑇, 𝑉, 𝑁

grandecanônico 𝑇, 𝑉, 𝜇
exp(−

𝐸𝜈 − 𝜇𝑁𝜈
𝑘𝐵𝑇

)

𝛯 𝑇, 𝑉, 𝜇

𝛯 𝑇, 𝑉, 𝜇

= 

𝜈

exp −
𝐸𝜈 − 𝜇𝑁𝜈
𝑘𝐵𝑇

Grande potencial termodinâmico 

𝛹 𝑇, 𝑉, 𝜇
= −𝑘𝐵𝑇 ln𝛯 𝑇, 𝑉, 𝜇



𝑵 partícula, volume  𝑽, banho térmico a temperatura 𝑻

Modelos de rede 

Configuração espacial ν definida por  Ԧ𝑟𝑖

Energia livre e termodinâmica obtidas de 

𝑍 𝑇, 𝑉, 𝑁 = 

𝜈( Ԧ𝑟𝑖 )

1

𝑁!
exp −

𝐸𝜈( Ԧ𝑟𝑖 )

𝑘𝐵𝑇

tamanho da célula é 
arbitrário

Ԧ𝑟1

Ԧ𝑟2



px

x

espaço posição-momento de 1 partícula
tamanho da célula não é arbitrário:

∆𝑥 ∆𝑝𝑥 ~ℎ



Modelos contínuos

Configuração ν definida por velocidades e posições: Ԧ𝑟𝑖 , Ԧ𝑣𝑖 𝑖=1,𝑁.

,

A mecânica quântica nos oferece uma discretização.

px

x

espaço posição-momento de 1 partícula
tamanho da célula não é arbitrário:

∆𝑥 ∆𝑝𝑥 ~ℎ



ν Ԧ𝑟𝑖

exp −
𝐸𝜈
𝑘𝐵𝑇



Ԧ𝑟𝑖, Ԧ𝑝𝑖

exp −
𝐸( Ԧ𝑟𝑖, Ԧ𝑝𝑖 )

𝑘𝐵𝑇
ෑ

𝑖=1

𝑁
𝑑Ԧ𝑟𝑖𝑑 Ԧ𝑝𝑖
ℎ3





Ԧ𝑟𝑖, Ԧ𝑝𝑖

exp −
𝐸( Ԧ𝑟𝑖, Ԧ𝑝𝑖 )

𝑘𝐵𝑇
ෑ

𝑖=1

𝑁

[
𝑑Ԧ𝑟𝑖𝑑 Ԧ𝑝𝑖
ℎ3

]

px

x

espaço posição-momento de 1 partícula
tamanho da célula não é arbitrário:

∆𝑥 ∆𝑝𝑥 ~ℎ



𝑄 𝑇, 𝑉, 𝑁

=
1

ℎ3𝑁
න
𝑉

𝑑 Ԧ𝑟1න
𝑉

𝑑 Ԧ𝑟2… න
𝑉

𝑑 Ԧ𝑟𝑁න 𝑑 Ԧ𝑝1…න
𝑉

𝑑 Ԧ𝑝𝑁 exp −
𝐸 Ԧ𝑟𝑖 , Ԧ𝑝𝑖

𝑘𝐵𝑇

Exercício: calcule a função de partição 
e a pressão para um gás ideal 
(partículas não interagem entre si)



O problema é a integral configuracional!

𝐸 Ԧ𝑟𝑖, Ԧ𝑝𝑖 =

𝑖=1

𝑁
𝑝𝑖
2

2𝑚
+ 𝐸𝑝𝑜𝑡 Ԧ𝑟𝑖 ,

𝑄 𝑇, 𝑉, 𝑁 =
1

ℎ3𝑁𝑁!
න 𝑑 Ԧ𝑝1 exp −

𝑝1
2

2𝑚
𝑘𝐵𝑇

𝑁

𝑍(𝑇, 𝑉, 𝑁)

Z(T,V,N) ≡ න
𝑉

𝑑Ԧ𝑟1න
𝑉

𝑑Ԧ𝑟2… න
𝑉

𝑑Ԧ𝑟𝑁 exp −
𝐸𝑝𝑜𝑡 Ԧ𝑟𝑖
𝑘𝐵𝑇



O problema é a integral configuracional!

𝑄 𝑇, 𝑉, 𝑁 = 𝑄𝑔á𝑠 𝑖𝑑𝑒𝑎𝑙 𝑇, 𝑉, 𝑁 𝑍(𝑇, 𝑉, 𝑁)

Z(T,V,N) ≡ න
𝑉

𝑑Ԧ𝑟1න
𝑉

𝑑Ԧ𝑟2… න
𝑉

𝑑Ԧ𝑟𝑁 exp −
𝐸𝑝𝑜𝑡 Ԧ𝑟𝑖
𝑘𝐵𝑇

𝑄𝑔á𝑠 𝑖𝑑𝑒𝑎𝑙 𝑇, 𝑉, 𝑁 =
𝑉𝑁

𝑁!

2𝑚𝜋𝑘𝐵𝑇

ℎ

3𝑁

≡
1

𝑁!

𝑉

𝛬3

𝑁

aqui está a dificuldade!



Energia potencial de Lennard Jones para moléculas

Atração dipolo-dipolo induzido

(interação quântica) ∝
1

𝑟6

Repulsão das nuvens 
eletrônicas

∝
1

𝑟12
(𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑛𝑖ê𝑛𝑐𝑖𝑎)

𝐸𝑝𝑜𝑡 Ԧ𝑟𝑖 = 

(𝑖,𝑗)

𝑢𝐿𝐽 𝑟𝑖𝑗 , 𝑝𝑎𝑟𝑒𝑠



𝑍(𝑇, 𝑉, 𝑁) ≡ න
𝑉

𝑑Ԧ𝑟1න
𝑉

𝑑Ԧ𝑟2… න
𝑉

𝑑Ԧ𝑟𝑁 exp −
𝐸𝑝𝑜𝑡 Ԧ𝑟𝑖
𝑘𝐵𝑇

𝐸𝑝𝑜𝑡 Ԧ𝑟𝑖 = 4𝜀 

{𝑟𝑖𝑗}

𝜎12

𝑟𝑖𝑗
12 −

𝜎6

𝑟𝑖𝑗
6

𝑟𝑖𝑗 ≡ Ԧ𝑟𝑖 − Ԧ𝑟𝑗



𝑍 𝑇, 𝑉, 𝑁 = න
𝑉

𝑑Ԧ𝑟1න
𝑉

𝑑 Ԧ𝑟2න
𝑉

𝑑 Ԧ𝑟3 exp −

4𝜀 σ{𝑟𝑖𝑗}
𝜎12

𝑟𝑖𝑗
12 −

𝜎6

𝑟𝑖𝑗
6

𝑘𝐵𝑇

Exercício: escreva a função de partição 
configuracional para 3 partículas que 
interagem por meio de potencial de 
Lennard Jones. Que simplificações 
seriam possíveis? é possível calcular?



O “campo médio” como alternativa

𝐸𝑝𝑜𝑡 Ԧ𝑟𝑖 = 

(𝑖,𝑗)

𝑢𝐿𝐽 𝑟𝑖𝑗 , 𝑝𝑎𝑟𝑒𝑠 → 

𝑖=1

𝑁

𝑐𝑎𝑚𝑝𝑜 (Ԧ𝑟𝑖)

𝑍 𝑇, 𝑉, 𝑁 ≡ න
𝑉

𝑑Ԧ𝑟1න
𝑉

𝑑Ԧ𝑟2… න
𝑉

𝑑Ԧ𝑟𝑁 exp −
𝐸𝑝𝑜𝑡 Ԧ𝑟𝑖
𝑘𝐵𝑇

→ න
𝑉

𝑑Ԧ𝑟1 exp −
𝑐𝑎𝑚𝑝𝑜 Ԧ𝑟𝑖

𝑘𝐵𝑇

𝑁



𝑢 Ԧ𝑟𝑖 = 𝑢𝑟𝑒𝑝𝑢𝑙𝑠 + 𝑢𝑎𝑡𝑟𝑎𝑡

𝑢𝑟𝑒𝑝𝑢𝑙𝑠 = ∞, para Ԧ𝑟𝑖 no volume excluído 𝑉𝑒𝑥𝑐𝑙

𝑢𝑎𝑡𝑟𝑎𝑡 = −𝜀𝑛, em que 𝑛 ≡ 𝑁/𝑉

𝑍 𝑇, 𝑉, 𝑁 = (𝑉 − 𝑉𝑒𝑥𝑐𝑙)
𝑁 𝑒𝜀(

𝑁
𝑉)/𝑘𝐵𝑇

Exercício Obtenha a pressão deste fluido.



Extraindo parâmetros da interação (do  modelo)  a partir do experimento



A expansão em densidades como alternativa

𝛹 𝑇, 𝑉, 𝜇 = −𝑘𝐵𝑇 𝛯 𝑇, 𝑉, 𝜇 = −𝑘𝐵𝑇 ln

𝑁≥0

𝑒𝛽𝜇𝑁
𝑍𝑁 𝑇, 𝑉

𝑁!𝛬3𝑁

ensemble grande-canônico

• O que é o potencial químico?     

• potencial para difusão de partículas, caso a densidade não seja uniforme!

• 𝜇 ∝ ln 𝑛



A expansão em densidades como alternativa

𝛹 𝑇, 𝑉, 𝜇 = −𝑘𝐵𝑇 𝛯 𝑇, 𝑉, 𝜇 = −𝑘𝐵𝑇 ln

𝑁≥0

𝑒𝛽𝜇𝑁
𝑍𝑁 𝑇, 𝑉

𝑁!𝛬3𝑁

Por que ensemble grande-canônico?

−𝑃𝑉 = 𝛹 𝑇, 𝑉, 𝜇

A soma em 𝑁 permite vislumbrar uma série..... 

𝑝𝑉

𝑘𝐵𝑇
= ln 

𝑁≥0

𝑍𝑁 𝑇, 𝑉

𝑁!
ʓ𝑁 = ln{1 +

𝑁≥1

𝑍𝑁 𝑇, 𝑉

𝑁!
ʓ𝑁}, ʓ ≡

𝑒𝛽𝜇

𝛬



ln 1 + 𝑥 ≈ 𝑥 −
𝑥2

2
+
𝑥3

3
+ 𝑜 𝑥4

𝑝𝑉

𝑘𝐵𝑇
= ln 

𝑁≥0

𝑍𝑁 𝑇, 𝑉

𝑁!
ʓ𝑁 = ln{1 +

𝑁≥1

𝑍𝑁 𝑇, 𝑉

𝑁!
ʓ𝑁}

𝑝𝑉

𝑘𝐵𝑇
=

𝑗≥1

𝑉𝑏𝑗(𝑇) ʓ
𝑗

𝑉𝑏1 = 𝑍1, 𝑉𝑏2 =
1

2
𝑍2 − 𝑍1

2

𝑉𝑏3 =
1

3!
𝑍3 − 3𝑍1𝑍2 + 𝑍1

3 .



Mas e a densidade?                
𝑝

𝑘𝐵𝑇
= σ𝑗≥1 𝑏𝑗 ʓ

𝑗 , ʓ ≡
𝑒𝛽𝜇

𝛬

𝒏 ≡
𝑁

𝑉
= −

1

𝑉

𝜕𝛹

𝜕𝜇
𝑇,𝑉

=
1

𝑉

𝜕 𝑃𝑉

𝜕𝜇 𝑇,𝑉 = 𝑘𝐵𝑇
𝜕σ𝑗≥1 𝑏𝑗 ʓ

𝑗

𝜕𝜇 𝑇,𝑉 .

𝜕ʓ𝑗

𝜕𝜇 𝑇,𝑉 = 𝑗ʓ𝑗−1𝛽
𝑒𝛽𝜇

𝛬
= j

ʓ 𝑗

𝑘𝐵𝑇
.

ʓ

𝑛

𝑛 =

𝑗≥1

j𝑏𝑗(𝑇) ʓ
𝑗



ʓ =

𝑘≥1

𝑎𝑘 𝑛
𝑘 ,

Truque: 

Mas e a densidade?                
𝑝

𝑘𝐵𝑇
= σ𝑗≥1 𝑏𝑗 ʓ

𝑗

n = σ𝑗≥1 j𝑏𝑗(𝑇) ʓ
𝑗

n =

𝑗≥1

𝑗 𝑏𝑗 

𝑘≥1

𝑎𝑘 𝑛
𝑘

𝑗

= 𝑏1𝑎1𝑛 + 𝑏1𝑎1 + 2𝑏2𝑎1
2 𝑛2 + … . 𝑛3 +⋯ .

= 1
= 0

= 0



𝑝

𝑘𝐵𝑇
= 𝑛 + 𝐵2 𝑇 𝑛2 + 𝐵3 𝑇 𝑛3 + 𝑜 𝑛4

𝐵2 𝑇 =
1

2𝑉
𝑍2 − 𝑍1

2

𝐵3 𝑇 =
1

3𝑉
3𝑍2

2 − 𝑍3 + 3𝑍1
4 − 6𝑍1

2𝑍2 + 3𝑍1𝑍2 + 𝑍1
3

......



Exercício – pressão de esferas duras

𝑢 𝑟𝑖𝑗 < 𝜎 = ∞ 𝑒 𝑢 𝑟𝑖𝑗 > 𝜎 = 0

𝑝

𝑘𝐵𝑇
= 𝑛 + 𝐵2 𝑇 𝑛2 + 𝐵3 𝑇 𝑛3 + 𝑜 𝑛4 ,

Calcule o 2º coeficiente virial

𝐵2 𝑇 =
1

2𝑉
𝑍2 − 𝑍1

2




