1 Teoria da funcao de distribuicao

Queremos descrever a estrutura local do liquido, isto é, a distribuicao de particulas
no espacgo, em torno de uma dada particula qualquer. Experimentalmente, essa
estrutura pode ser estudada por espalhamento, analogamente ao caso de sélidos.
A escolha da particula a ser espalhada - fétons, néutrons, elétrons - pode de-
pender do sistema ou das caracteristicas do mesmo que se quer estudar.

Estudar a estrutura significa estudar a densidade local em fung¢ao da distancia
|] de uma dada particula qualquer. Esta densidade (condicional, ou de dois pon-
tos) esta relacionada com a probabilidade (condicional) de encontrarmos uma
particula a uma dada distancia 7 de uma particula qualquer.

2 Funcao de distribuicao radial

Vamos a algumas defini¢oes de probabilidade e densidade:

2.1 Funcgoes de um ponto

A) A probabilidade de encontrarmos as particulas 1,2,..., N nas posigoes
71,72,...,7n € dado por
P (7#,7,...7n) = exp{fu({7, D}/ ZNn (1)
e é independente da parte cinética (ver Eq. 2.15 do texto FisEstLiqqula3 —
revisao).

A probabilidade de encontrarmos a particula 1 no elemento de volume central
na posicao 7 é dada por

P (part. lemF)dgr:/dFQ/.../dFNP(F,FQ,...,FN)dBT ,

, em que integramos sobre as posi¢oes das outras particulas (2,3,...N, uma
vez que nao importa a posigdo das outras (N — 1) particulas. Note que esta
probabilidade pode ser escrita na forma

P (lem7)d’r = {/dﬁé(ﬂ—F)/dF2~~~dFNP(F1,FN) d>r

= (§(F —7)dr . (2)

E, ainda, utilizando o fato de que a energia de interagao de pares pode ser
escrita em fungao das posigoes relativas, podemos fazer a seguinte mudanga de
varidveis.

Tiit=r;—T , Ty =T =T — 151 (3)
com

U} =Y ulli =750 = ulra) +u(rsy) + ... u(rw)

+u(|F31 — F21|) + ...



Entao a fungao de particao configuracional pode ser escrita na forma

Zn = /azw1 /dm e Pu{m})

= /dF1 /d’FQl,/dF:n /d’FNl eiﬁu({ﬁ'l})
=V /dFQI /dF?)l /dFNl e M({Fn}) (4)

pois o integrando tornou-se independente de ;. Utilizando a mesma trans-
formagao de varidveis para o cdlculo da média definida na expressao (E-2) acima,
verificamos que

P(lem 7)d*r = (5(F) — 7))d*r = &0V . (5)

Se o sistema em estudo estd em um tnica fase macroscopica (é homogéneo),
essa expressao é a mesma para qualquer que seja a particula ¢, uma vez que a
energia é simétrica em relacao a todas as particulas. Portanto, podemos escrever
que a probabilidade de encontrar a particula i no elemento de volume d®r é
dada por

P(iem 7)d*r = (§ (7, — 7))d*r = d®r)V (6)

Agora podemos escrever uma expressao para a densidade de particulas no ele-
mento de volume em 7. O nimero médio de particulas no elemento de volume

- N
(7)) = P = S 4o — 7)) =

i=1

Este tultimo resultado permite definir a densidade em 7 para uma particular

configuragao especial {r,...,7n}8$, dosistema
N
UGEDPIGETIIE (8)
=1

Por outro lado, verificamos que para um sistema com interagoes simétricas entre
as particulas, a densidade local é uma constante, igual & densidade macroscépica.



5.2 Funcoes de dois pontos

Podemos escrever a probabilidade de encontrar a particula 1 em Rea particula
2 em (R+ ) analogamente ao que fizemos no item B):

P(lem R, 2 em R+ 7) = /dv?g.../dFN PR, R+ 7 s,...,7n) . (9)
Também podemos reescrever esta funcdo em termos de funcoes delta:

Plem R,2em R+7) = /dm(a - R)/df'gcs(fz — R—F)P(F1, 7, 7N )

—

= (6(" — R)o(2 — R — 7))
Novamente, em um sistema homogénio, devido & simetria da energia potencial,
esta expressao vale para quaisquer duas particulas i e j:

P (1 em R, jem B+ F) & Rdr = <6(ﬁ- R (@-R - F) > &R (E—9)

A probabilidade de que encontremos qualquer um dos N(N — 1)/2 pares de
particulas nos elementos de volume dR e d(R+7) é

> (57, R)6(7; — R — 7)) dRdr
i#]

Finalmente, somamos sobre todo o volume para encontrar a probabilidade de
encontrar pares deslocados de um vetor 7:

P (pares deslocados de 7) = /d?’RZ <5(ﬁ - E)CS(FJ - R- 7?)> (10)
i#]
e, efetuando a integral em R , obtemos
P (pares deslocados de 7) = Z(é(F] — 7 —=7)) (11)
i#]

A funcao de distribuicdo radial é definida como uma fungao proporcional a
distribuicao de pares, mas normalizada de maneira que seja igual a unidade
para o gas ideal:
= ) —
g(r) = C Ppares (réas ideal
Entao, de (E-11),
g(r) = C Ppares(r)

=CN(N-1) /dﬁ : /dFN §(fy — 7 —7) e Puldmd) 7y



- ﬁ( / drjl) (Far — 7) e PN z50 de (E-3)

j=2

ww)N
:CNmzmv

(/dr]1>exp -8 u({F, 7}

>
i,j#1,2

Para o gds ideal u({7;}) =0 (nio ha energia potencial), Zy = V¥ e o fator a
partir da produtéria acima é V=2, Entdo, para o gas ideal

%4

— _ -1 —
g(r)=CN(N —-1)V , portanto C = NN=T)

Finalmente, a funcao de distribuicao radial pode ser definida

o(r) N(NVD<Z 5(7) —a—f'>> (12)

E interessante, para nossos calculos futuros, escrever explicitamente a média
térmica.

g(r) = _1 /dr /drN Z(S P —T) —ﬁu({n})Z 1

i#£j

N
1% /dFl 11 /dFjlé(Fg — 7 —7)e el Z 1
j=2

portanto

V2 e T
g(r) = Eemm I1 </ dfjl) exp{ =B > ul{F}, ) p . (13)
03702
Vale a pena fazer algumas observagoes a respeito da funcao ¢(r) que acabamos
de definir

1. A dltima expressao mostra que o célculo de g(r) exija que efetuemos uma
soma sobre todas as configuracoes do sistema de N particulas em que duas
das particulas estao a uma distancia fixa r, isto é, o calculo é semelhante
ao da fungao de particao, apenas devemos excluir do mesmo algumas con-
figuragoes.

2. A fungao g(r) esta diretamente relacionada a flutuagoes e correlagoes de
densidade. A funcdo de distribuicao radial é diretamente proporcional &
funcdo de correlagdo de densidade, conforme mostramos no apéndice (A—
6) e as flutuagoes da densidade macroscépica (para um sistema aberto em
equilibrio) sdo diretamente proporcionais & integral no volume do sistema,
da fungao de distribuicao radial (A-5).



6 Funcao de distribuicao radial e funcoes ter-
modinamicas
As equagoes de estado termodindmicas podem ser escritas em fungao de g(r).

Escrevendo-as, estaremos descrevendo relagoes entre propriedades macroscépicas
e propriedades locais.

Energia potencial média

A energia potencial média < U > é definida por

N

U) = m I1 [/dﬁ;] U e~BUURY)

i=1

N

1 1 .
= = o~ Bu({Ti})
71 ( / dn) LS ulry)e

i#]

onde utilizamos o fato de que estamos adotando um modelo para as interagoes
em que a energia potencial é uma soma de energia de pares. Utilizando a simetria
dessas interagdes e utilizando varidveis relativas (E-3), podemos escrever

N(N -1 S
(u) = (QTN)V/dTmU(TZl)
/dﬁ@,l .. -/df'Nl e Uiz, |Tor =721 ])
portanto
N(N -1 S
)= 0= [arue) o) (14)
Pressao

A pressao pode ser obtida como derivada da energia livre de Helmholtz em
relagdo ao volume (ver ME-8).
ZN

oF
P=— (W)TN 5 onde F = —-kTinZ = —-kTIn m

Apenas a parte configuracional contribui para a pressao, isto é,

0
P=kT (Wzn ZN) . (15)

Vamos definir Zy = VNIy para separar a contribuicao independente das in-

teragoes
_ kTN n dlnly




e podemos reconhecer o primeiro termo como o de gas ideal e o segundo termo,
como decorrentes das interagoes.
Para reescrever o 20. termo, vamos efetuar a mudanca de varidveis

—

r

Vo (17)

INz/Odﬁl.../OdﬁN exp{—ﬁu (V1/3ﬁ1,...)} ,

eofator V™ foi absorvido na mudanca de varidveis. Apenas a energia torna-se
funcao do volume e podemos escrever

entao

N 1
Ol N - 1 OUij | _gu(sr 1yL/3
av =11 </0 dm) 5T gy | ¢ (18)
i

j=1

As derivadas dos termos de interacao de fases podem ser reescritas na forma,

8uij _ auij 8rij _ 8uij EV_Q/BTI“
ov 87"1‘]‘ ov 87‘@' 3 R

onde utilizamos (E-17). Substituindo esta expressao na integral (E-18), uti-
lizando a homogeneidade do sistema para escrever a soma sobre pares, voltando
as varidveis originais 7 e integrando sobre 7 , obtemos

N

1 8IN N(N — 1) / . 8u12 1 5 _ =2
— = _ d e | I dr; BU{7i;1)
In OV kT 712712 " j:S( 1) e

A produtdria de integrais é proporcional a fungao de distribuigdo radial g(r)
ver (E-13). Este tultimo resultado permite-nos identificar a pressao (E-16) com
a expressao

kBiT =n-+ A dT’ 7”547('7' s (19)

6.1 ¢(r) na la. aproximagao virial

Na primeira aproximacao da série para a pressao, isto é, considerando apenas a
contribuicao em ordem n, vimos que

p 2
_ — + 21

1 1
bQEﬁ/dﬂ /dfzfm:i/d??f(r) ;

onde, de (M-7),



com f(r) =e P — 1. Comparando as equacoes (E-19) e (M-21) até ordem

p? vemos que devemos ter

ba

ou

1
Fle P 1) = ——
/dT (e ) 3ksT /d

Lou
PO g

1
—— [dq
6ksT /

FT% g(r)

A integral da esquerda pode ser reescrita, fora V — oo,

[ar(emor 1)

Segue que, nesta aproximacao,

g(r)

47 / (e_ﬂ“ - 1) r2dr
0
o 3
dn / " ()
0 3

4 3 1 6’LL -B ()
_ - u(r) 4
) o)

1 ou
= | dpy == e Bun)
3ksT / "o €

3
A (6*5““) - 1) T
3

o~ U(r)/kgT

(23)

Esta resposta implica em que hd um tnico pico em ¢g(r), associado ao minimo
do potencial entre as duas particulas do aglomerado. Para ver os picos seguintes
precisamos ir além na expansao de aglomerados.

O que pode prever esta 1* aproximacao? Vamos analisar o caso das esferas

duras e o pogo quadrado.

(i) esferas duras

Para esferas duras, a probabilidade de encontrar duas esferas a menos de
um didmetro de distadncia é nula, mas para distancias maiores a proba-
bilidade é constante, isto é, nao ha estrutura e o comportamento é o do
gas ideal. Eo que deve ocorrer num sistema extremamente diluido. No
entanto, a consideragdo da primeira corregio a este cdlculo de g(r) ja
introduz um primeiro pico de estrutura, como veremos adiante. Esferas

duras, apesar de ausente a interacao atrativa, apresentam estrutura.

Figura 1
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(ii) pogo quadrado
Para um potencial de tipo fogo quadrado encontraremos um pico na regiao
do pogo, cuja altura depende da temperatura.

Qual o significado desta aproximagao? E importante notar que tornamos a
primeira corregao a pressao do gas ideal corresponde a considerar baizas densi-
dades, o) que é
diferente de considerar b;(j > 2) = 0, o que significaria desprezar a contribui¢ao
de configuragoes em que ha mais de duas particulas dentro da regiao de alcance
do potencial.

Por outro lado, podemos verificar que a primeira aproximacgao virial corre-
sponde a desprezar a contribuicdo para g(r) das (N-2) particulas. De (E-13)
podemos escrever

g(r12) — e Bulr2) . 1 : (F - 24&)
onde
V2
I= 7 drs .. ./df}\n exp {—Bu(rs))] + ...n(|Far — Far]) + ...}
(E — 24b)
Portanto

Infg(r12)] = —Bu(riz) +Inl(r2)

onde podemos reconhecer no primeiro termo a contribui¢ao da interagao entre
as particulas 1 e 2 e, no segundo, a contribuicao de outras particulas.

Nao ha um calculo exato da integral I. Existem basicamente dois esquemas
aproximativos para calcular esta integral,

— escrever uma equagcao diferencial para g(r), eliminando o célculo de Qy ,
e utilizar uma aproximagao em alguma ordem para o calculo da fungao
de distribuigao de m-particulas (n > 3). Esta é a aproximagao conhecida
como BGY.

— fazer uma expansao em “aglomerados” e retomar a série em densidades,
desprezando contribuigao dificeis de calcular (aproximagoes PY e HNC).

Neste texto, analisaremos o segundo tipo de abordagem, que, embora seja
menos justificado fisica ou matematicamente, produz resultados melhores que o
primeiro, e por isso tem sido adotado na literatura das ultimas décadas.

Duas dificuldades importantes devem ser apontadas em relacao a estes es-
quemas aproximativos:

e g(r) é bastante “robusto” em relagdo a diferentes potenciais, enquanto
a pressdo, por exemplo, é muito sensivel aos mesmos ( (u) depende de

. ou
/u(r) g(r), a pressao de /ra— g(r)).
r
e como g(r) é calculado de forma aproximada, as diferentes fungoes ter-
modinamicas calculadas sao frequentemente inconsistentes.



