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Considere um vetor A(f) que muda com o tempo

A mudanga em A(%) no intervalo t e t+4t é

— —

AA(t) = A(t + At) — A(t)

—

A(t + At) AA
Em completa analogia com o que fizemos para r

definimos a derivada de A por

A(t)
dA _ b A(t + At) — A(t)
dt At—0 At

novo vetor:

pequeno, grande e apontar em qualquer diregado !
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Taxa de Variacao de um Vetor

—

A pode mudar de magnitude & direcdo

Ml /AL AN = AAL + A4
—

— —

AAII s6 muda a magnitude de [Vl (ndo muda sua direcao)

A’//
A aumenta de tamanho
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Movimento Circular (aula 4)

dr — dr magnitude de r
- . Y p— p— - « —0 % T J_ S
r-v=0=r dt dt — é constante

LA e — 04 ° S ~
a unica mudanga possivel em 7" e devido a rotagao

yt .
Trajetoria € um circulo de raio constante ( 7 roda em torno da origem)
6 2 — —
a = —w*r como r-v=>0
s Lo di
— a4V =—"0
dt
_ 272 =2
> = —wTr-v=>0
X
dv o magnitude de U
> 1w
dt constante

ele so0 pode rodar também
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Taxa de Variagcdo de um Vetor

1A Qual a magnitude de % ?
d dt
Série de Taylor
d 1 d?
Flo —a0) = fao) + L0 (o gy ¢ LETE) (o gy

A0 A0 A0
sin( : 0) ~ sin0 + cos 0 ( : ())4—...%7 Al < 1

— |AA| & ZA% = ANAG
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A0

|AA)| 2 2 AT = AA0 é a velocidade angular de A’
no limite 1
AA Af do J
: 24 s _ A
At 0 M0 Ar| T At ar T
 |dA
| dt

assim como ) — ¢ no movimento circular uniforme

dr :Td(wt) e —

dt dt

como esperado !
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rotacdo & mudanga
de magnitude

—

At + At)

Recapitulando ...

AA=AA) + A4,

.
. ﬁ
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

RO
DA\\

)

causa mudanga  causa mudanca

/

de direcao de magnitude

para A\ suficientemente pequeno

A(t) AA | =ANG  |AA| = AA
dividindo por /¢ e tomando o limite de A{ — 0
dAL| _ ,do dAj| _ dA
di |~ T dt dt dt



rotagdo & mudanga
de magnitude

Recapitulando ...

AA=AA) + A4,

) )

causa mudanga  causa mudanca

A(t N At) /A ff de diregao de magnitude
- » - 4
N dt dt
A(t) }
dl{; — () se ff ndo rodar i.e. d_@ — ()
dt dt
dz‘Y I dA d A) —
- W — E WH — () se A ndo mudar de magnitude
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Propriedades (Mostre!)

d - do - dff
—(aA) = = -
dt( ) dt + dt
dt dt dt
d — — dAZ - dg
—(A- A )= — =24. —
— A A= ¢
d dA - - dB
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Movimento Circular em Coordenadas Polares

7or=7r?=2*(t) +y*(t) tand = J

A
Y ) T
é ] A N\ VaN
B Foi=0-0=1
R versores
j das coordenadas polares r-0 =0
fz 77(0) 7 T qualquer que seja t

Note que a dire¢do desses versoes varia com t !

Podemos expressa-los em termos dos versoes cartesianos (constantes no tempo)

F=cosfi+sinfj =r(0(t)) 0=wt
se uniforme

f=—sinfi+coshj =0(0(t))
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Movimento Circular em Coordenadas Polares

4 r =cosf1+sinf)
0l 0 = —sinfi+ cosdj
versores

das coordenadas polares

r(t) =x(t)i+y(t) ) em coordenadas polares

=rcosf(t)e+rsinf(t)) =rr

=r(t)7(0(t))

podem variar com o tempo (muda de modulo e de direg¢ao!)

A

rer
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Velocidade em Coordenadas Polares

cartesianas : ( t) . dx (t)
ood, e =T
v=—(z(t)i+yt))) =2@)i+yt)] (D

: _ay
polares y(t) = dt
U —

dcosf d  dsinf dbf

0 dt' " dp dt’

P =

— —sinf0i+coshi
=60

G=7rF+1r00
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Velocidade em Coordenadas Polares

P=600 6= b
dsinf df0  dcosfO dbf _

| — —cosf0i—sinfo;
a0 dt ' do  dt’ | /
— g7
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Velocidade em Coordenadas Polares

17:—(7~f) —7rr4+rr = cosf1+sinf )

—sinf 2+ cosf )

1) se
) — const. — (9 — () ——> velocidade é radial V=TT

o movimento é unidimensional em uma diregdo radial fixa

2) se
r = const. = r =0 —— velocidade é tangencial  — fr@é

como r é fixo o movimento fica vinculado ao circulo de raio r

para um movimento geral ambos podem mudar com t !
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Uma particula move-se em um circulo de raio b com velocidade
angular § = vt, « = const., b = const. Nesse caso temos

F(t) = br(0(t) = U(t)=b00 =bath

Y 4 ) apenas velocidade tangencial
v(t1) =bat, 6
g 7 do
( Ve w(t) - = at
T Lo
0(t) = 0(to) + / dt' §(¢)
to
t
— / dt’ at’
to
t? —t3
ZIZ‘ — (90 -+ Oé( 9 )

angulo inicial
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Exemplo Uma conta (migcanga) move-se ao longo do aro de uma roda com
velocidade constante u. A roda gira com velocidade angular uniforme

w = 0 Em t=0 o aro encontra-se ao longo do eixo x e a miganga encontra-se
na origem. Encontre a velocidade da miganga em qualquer tempo t

(a) em coordenadas polares
(b) em coordenadas cartesianas

y S . . dr ./ ,\ . ;
( % F=rt)F w(t) = =7 ()7

r(0) =0 6(0) =0 condigdes iniciais

t
,,z:ﬁ:u — T(t):r(t0:0)+/ dt' u = ul
dt to=0

r=utr

T(t) = i + utfo —uiutwd =, 7+ vg 0
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Exemplo Uma conta (migcanga) move-se ao longo do aro de uma roda com
velocidade constante u. A roda gira com velocidade angular uniforme

w = 0 Em t=0 o aro encontra-se ao longo do eixo x e a miganga encontra-se
na origem. Encontre a velocidade da miganga em qualquer tempo t

(a) em coordenadas polares

Y (b) em coordenadas cartesianas
W
( N r=x(t)i+y(t))
4 . =r(t)cosO(t) i+ r(t)sin () ]
dr A )
(t) = d—: = 0, (t) 7 + vy (1) 7
dx(t)  dr(t) dcos 6 db .
T t — — — —
Ve (1) g yr cos 0 + r(t) o = U cos f — utw sin 6
dy(t dr(t) . dsinf df _ ,, .
vy (t) = di) _ d(t) sin 0 + r(t) - dt—usmé’ utw cos 6
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Exemplo Uma conta (migcanga) move-se ao longo do aro de uma roda com
velocidade constante u. A roda gira com velocidade angular uniforme

w = 6 Em t=0 o aro encontra-se ao longo do eixo x e a micanga encontra-se
na origem. Encontre a velocidade da miganga em qualquer tempo t
Y 1 (a) em coordenadas polares
(b) em coordenadas cartesianas
W
( N r=ux(t)t+y(t))
4 - =r(t)cosO(t)i+r(t)sinb(t) )
S dr A A
i) =— = vz (1) 1+ vy(t)

= (ucosf — utwsin0)i + (usin f + utw cos 0) j

—

v(t) = (ucoswt — utw sin wt)? + (u sin wt + utw coswt) j
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Aceleragao em Coordenadas Polares

L dv d,.. . s d, .

a=— _dt( r+fr96’)—dt(vrr.+099)
=P+ 7P +700+1r00+100
P70 0+ 70 0 4 10 0)— 16 OF

= (¥ — 10%) 7 + (rf + 270

a7+ apl

aceleracdo linear na direcdo radial devido a mudanga de velocidade radial

aceleragdo centripeta

aceleracdo linear na direcdo tangencial devido a mudanca de magnitude da
velocidade angular

aceleragdo de Coriolis (real) presente quando ambos 7, ! mudam com t
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Voltemos ao problema da miganga rodando

P 3(t) =ur +utfo
Y 4 r=1u r =20 O=w 6=0
W 0 5 ..0 CA
( % i = (7"—r0®) 7 + (14 + 2/0) 0
T

— —utw? P+ 2w O

—a,T+apb

0(t) =wt
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T
p="
4 2
L U, 0
HZZ . /17‘ /Uzr
U, ~
Vg
— N T
- o N /Y - 0 = 3
Ug ) or
Uy i
' ,
v/ |z .
U 5 R R
0 v(t) =ur4+utfl =ur+utw
\/
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Movimento sem Acelera¢do Radial

Uma particula se move com ( — () (constante)

T(t) — Toeﬁt To, 5 sdo constantes

A

U(t) = Broe’'t + rowe”td

i= (¥ —r6%) 7+ (r6 + 270)

= (PR )i + 20

se 5 — TW  a parte radial da aceleragdo se anula
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