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Introducao ao Cap.2 — Membros Carregados Axialmente (2.1)
VariagOes nos comprimentos de membros carregados axialmente (2.2)

Variacdes no comprimento de barras ndo uniformes (2.3)

oW N

Estruturas estaticamente indeterminadas (2.4)

05/04/2022 PME-3210 / Mecéanica dos Sélidos | / Aula #05



Escola Politécnica da Universidade de SGo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

1. Introducéo ao Cap. 2 — Membros Carregados Axialmente

Componentes estruturais submetidos apenas a tensdao ou compressao sao
chamados de membros carregados axialmente.

As barras sélidas com eixos longitudinais retos sao usadas com frequéncia para
suportar carregamentos deste tipo e, como vimos anteriormente, para que haja
tracdao ou compressao pura, a linha de acao das forcas deve passar pelos centroides
da secao transversal. O capitulo 2 esta organizado nos seguintes topicos:

2.1 Introducao

2.2 VariagOes nos comprimentos de membros carregados axialmente
2.3 Variacdes nos comprimentos de barras nao uniformes

2.4 Estruturas estaticamente indeterminadas

2.5 Efeitos térmicos, erros de montagem ou fabricacdo e pré-deformacodes
2.6 TensOes em sec¢des inclinadas

2.7 Energia de deformagao

2.8 Carregamento impulsivo

2.9 Carregamento ciclico e fadiga

2.10 ConcentragOes de tensao

2.11 Comportamento nao linear

2.12 Analise elastoplastica
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Alguns Exemplos:

Fig.1: Trelica metalica formando uma cobertura: Fig.2: Torres de transmissao de energia elétrica:
barras sdao submetidas primordialmente a barras também submetidas principalmente a
esforcos de tracdao ou compressao esforcos de tragdao ou compressao.
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Mais Exemplos:

Fig.3: Colunas de sustentacdao de vaso para
armazenamento de gas (LNG) e barras para
contraventamento.

Fig.4: Dutos flexiveis e linhas de amarragao:
exemplos de estruturas onde os esfor¢os normais
sao predominantes.
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2. Variagbes nos comprimentos de membros carregados axialmente

Conceitos Fundamentais:
Relacao P x &, Rigidez (stiffness) e Flexibilidade (compliance)

Hipoteses:

1. Material possui comportamento elastico-linear;

2. H3a linearidade geométrica: pequenos deslocamentos,
pequenas deformacgdes e pequenas rotagdes;

3. Nao existem forgas dissipativas (atrito, p.ex.) de forma que a

% forca aplicada é totalmente entregue a estrutura.
M@ .
\

Considerando as hipdteses acima, é possivel demonstrar que
em muitos casos existe uma relacdo linear entre a forca

FIG. 2-2 Elongation of an axially loaded aplicada e o alongamento da barra:
spring P
P=k§ & §=_=fP

Denominamos: k =rigidez (stiffness) e f =flexibilidade (compliance)
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Deve-se observar que sempre havera um intervalo de valores (de forca e
deslocamento) para os quais as hipoteses estabelecidas deixardao de ser validas. E
importante ficar sempre atento e verificar se as premissas estabelecidas sao aceitaveis,

ou nao, diante dos resultados obtidos.

Por outro lado, também pode ocorrer que modificacdes na geometria da estrutura,
conforme o carregamento evolui, levem a um comportamento nao linear (em virtude
de alteracdes nas condi¢cdes de contato com outros corpos ou da estrutura consigo
mesma), ainda que o material permaneca no regime linear eldstico e existam
condicdes de linearidade geométrica (vide [2, 3, 4]).
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Barras Prismaticas

Seja a barra prismatica de comprimento L e darea de secdo transversal A (feita com
material homogéneo, isétropo e de comportamento elastico-linear, com maédulo de
elasticidade E dado). Consideremos que sobre a barra atue uma forga P cuja linha de
acao passa pelos centroides das se¢Oes transversais:

Configuracao de referéncia
(inicial ou nao deformada)

Configuracao final (atual ou
deformada)

FIG. 2-5 Elongation of a prismatic bar in
tension

Pede-se: Determinar a rigidez de mola da barra e o alongamento 6 em funcao dos
parametros fornecidos.
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Equilibrio:
Por consideracdes de equilibrio, percebe-se que a forca de reacdo no engastamento e
a forca normal (interna) em cada secao transversal da barra deve ser igual a P:

R — ¢
! X

1
S0
>

zFx=0 < P—-R=0 & R=P

R N(x) N b
%

N(x)=R=P N(x)=P
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Sugestdo: Ao fazer os diagramas de corpo livre das estruturas com cortes (a fim de
determinar os esforcos internos), sempre considere que a for¢ca normal interna N(x)
seja de tracdo, com vetor saindo da secao transversal, como indicado nas figuras
anteriores. Desta forma, se as equacgdes de equilibrio indicarem que o sinal é positivo,
isto significa que o sentido arbitrado estava correto e a forca normal interna é
realmente de tracdo. Se, por outro lado, as equacdes de equilibrio indicarem que o
sinal é negativo, isto significa que o sentido arbitrado inicialmente estava incorreto e a
forca normal interna é de compressao.

Relagdo Tensdo-Deformagdo:
Como temos um estado uniforme de tensdes e deformacdes em toda a barra:

E P E 0 P E4 o)
= & —=E—~ & P=(—
o Re ) L
EA 1 L ..
L : = — igi — _ —_—_ (flexibilidade)
0go k 7 (rigidez) e f Y =T
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E 0 alongamento da barra serd, portanto, dado por:

PL

62@

Observacoes:
1. Note que todas as formulas estao dimensionalmente corretas;
2. Note que a relacao entre a forca aplicada e o alongamento da barra é linear;

3. Ao substituir valores numéricos, utilize unidades adequadas (ex: kN/mm) ou notacao

cientifica para expressar os valores.

p A (E] l N 2 N
_ _m?’ _ N
Pf Ikl = L] m m
[P][L] N.m
EA _ _ -
tan(e) = k = - ST 7 R e
> m
o)

05/04/2022 PME-3210 / Mecéanica dos Sélidos | / Aula #05

11



Escola Politécnica da Universidade de SGo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

Qual a rigidez k£ de um fio de aco com diametrod =2 mm, L =1m, e E =200 GPa?

N N
E =200 GPa = 200x10° — = 2x1011 ———— = 2x10° = 2x10°MPa

m?2 10mm?2 mm?2

N
EA E md? 2¥10° 0 p(2mm)?

L L 4 _ 1000mm . 4

N N
k =200m— = 628— = 628 kN/m
mm mm
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3. Varia¢des no comprimento de barras ndo uniformes

Tipos de nao uniformidade:

Carregamento nao uniforme;
Propriedades (do material ou geométricas) ndao uniformes;

Carregamento e propriedades nao uniformes.

A A

slel— 4 A

p b
L, ‘% j
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Barras com carregamentos axiais em pontos intermediarios /

05/04/2022

Barras formadas por segmentos prismaticos

p Procedimento:
A
| ,l, 1. Identificar o numero de segmentos necessarios e
' identifica-los como segmentos 1, 2, ..., n;
2. Determinar as forgas normais internas (N, i = 1,2,...,n)
E| L em cada segmento utilizando cortes apropriados,
1 Py diagramas de corpo livre e equacdes de equilibrio;
B 3. Determinar as variagdes nos comprimentos de cada
segmento utilizando a relagao:
E, L, 5 N;L;
Y OEA
C ¥

4. Determinar a variacdao de comprimento da barra:
n n
. i=1 [ Al A

PME-3210 / Mecéanica dos Sélidos | / Aula #05 14

=1



Escola Politécnica da Universidade de SGo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

Exemplo: Determinar o alongamento da barra ABCD da figura abaixo em funcao
dos parametros: E, A, Pg, P, Py, L;, L, e L,.

A ‘ Solucgao:
p. L Passo 1. Observamos claramente a necessidade de
I ! dividir a barra em 3 segmentos:
B — .
Segmento 1: barra AB, de comprimento L,
L
¢ Segmento 2: barra BC, de comprimento L,
C —
I Segmento 3: barra CD, de comprimento L,
Pe
Ly
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Passo 2: Determinamos as for¢as normais internas (N, i = 1,2,3) em cada segmento
utilizando cortes apropriados, diagramas de corpo livre e equagdes de equilibrio

A T lNl Corte entre A e B (Figura b):
IPBL‘ TPB Ny =Pp+Pc—Pp
B| B N,
L 1 Corte entre B e C (Figura c):
C C & N N2 == PD + PC
I Fe l Fr l P
Ls Corte entre C e D (Figura d):
N3 = Pp

D

DT DT D
Pp Pp Pp

(@) (b) (©) (d)

ca
o
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Passo 3: Determinamos as variacdes nos comprimentos de cada segmento:

=N1L1=(PD+PC_PB)L1
17 EA EA

_ Nl _ (Pp+Pe)l,
27 EA EA

_Nsls _ (Pp)Ls
37 EA EA

Passo 4: Determinamos a variacao de comprimento da barra toda:

n
5= 26 (Pp + Pc — Pg)L4 (PD+PC)L2+(PD)L3
l EA EA EA

i=1
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FIG. 2-11 Bar with varying 5 L .
cross-sectional area and
varying axial force (a) (b) (©)

Isolando um elemento de comprimento infinitesimal dx cuja face esquerda dista x
da extremidade A e que esta submetido a uma forca normal interna N(x), teremos:

(G ds N f NG

200 Ee(x)=Ea = dS_EA(x) EA(x)
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Procedimento:

1. Identificar o numero de segmentos necessarios e identifica-los como segmentos 1, 2, ...

2. Determinar as forgas normais internas (N; = N;(x), i =1,2,...,n) em cada segmento
utilizando cortes apropriados, diagramas de corpo livre e equacdes de equilibrio;

3. Determinar as variagdes nos comprimentos de cada segmento utilizando a relacao:

L

[ Ni(x)
%= b[EiAi(x) dx

4. Determinar a variacdao de comprimento da barra:

n
5= 2&-
i=1
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4. Estruturas estaticamente indeterminadas

Considerando que as estruturas sejam formadas por elementos de rigidez elevada de tal
forma que cada membro possa ser imaginado como um corpo rigido (em uma primeira
aproximacao), podemos classifica-las de acordo com as condi¢cdes de equilibrio estatico
(estaticidade) em:

e Estruturas Hipostaticas: sdao as que possuem um numero de reacdes e de vinculos
internos insuficientes para garantir o equilibrio de todas suas partes em condi¢des
estaticas, o que possibilita a movimentacao de suas partes;

e Estruturas Isostdticas (ou estaticamente determinadas): sdao as que possuem um
numero de reacoes e de vinculos internos suficientes para garantir o equilibrio de todas
suas partes em condicdes estaticas, impedindo a movimentacao de suas partes. Neste
caso, a determinacao de todas as reacdes de apoio e dos esforcos internos de cada
parte é feita simplesmente com a aplicacao das equacdes de equilibrio estatico;

e Estruturas Hiperestaticas (ou estaticamente indeterminadas): sao as que possuem um
numero de reacdes e de vinculos internos acima do que seria suficiente para garantir o
equilibrio de todas suas partes. Neste caso, a movimentacao de todas suas partes
também fica impedida (como no caso das estruturas isostaticas), mas nao é possivel
determinar todas as reacdes de apoio e/ou dos esforcos internos utilizando apenas as
equacoes de equilibrio estatico.

05/04/2022 PME-3210 / Mecéanica dos Sélidos | / Aula #05
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Exemplos simples:

Estr. Hipostatica: movimento de rotagcdo em torno
do eixo que passa por A nao estd impedido. Hd um
namero de reagdes vinculares (2) inferior ao
minimo necessario para evitar MCR (3).

Estr. Isostdtica: todos os movimentos de corpo
rigido estao impedidos com um nimero minimo de
reagoes vinculares (3).

Estr. Hipostatica: embora o numero de reagdes
vinculares (3) tenha sido mantido igual ao do
exemplo anterior, a retirada de um vinculo interno
pela introducdao de uma articulacao ideal faz com
gue a estrutura se torne hipostatica e incapaz de
equilibrar o carregamento aplicado.

PME-3210 / Mecéanica dos Soélidos | / Aula #05
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Exemplos simples:

Estr. lsostatica: o engaste em A introduz um
numero suficiente de reacdes vinculares (3) de
modo a impedir o movimento de corpo rigido da
estrutura.

Estr. Hiperestatica: ha um numero suficiente de
reacOes vinculares (3) que impedem o MCR da
estrutura e tais reagdes podem ser facilmente
determinadas com as equacdes de equilibrio
estdtico, mas a introducao de um quadro fechado
torna a estrutura hiperestatica (ndo é possivel
determinar os esfor¢os internos no quadro apenas
com as equacgoes de equilibrio estatico).

Estr. Hiperestatica: todos os movimentos de corpo
rigido estdo impedidos mas com um numero de
reacOes vinculares (4) superior ao numero minimo
necessario (3).

PME-3210 / Mecéanica dos Sélidos | / Aula #05
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Outros exemplos simples:

- b

A
1P,
l P
B B
3 o
FIG. 2-14 Statically determinate bar FIG. 2-15 Statically indeterminate bar
(Barra estaticamente determinada) (Barra estaticamente indeterminada)
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Procedimento para a Analise de Estruturas Hiperestaticas

A analise de estruturas estaticamente indeterminadas é feita com a introducdo de um numero
adicional de equacdes que deve igualar o numero de incégnitas hiperestaticas. Tais equac¢des sao
denominadas equacdes de compatibilidade de deslocamentos. Por ora trataremos apenas de
estruturas submetidas a carregamentos axiais, mas o procedimento descrito pelos passos abaixo
é geral:

1. Determinar o grau de hiperestaticidade estrutural (g);

2. Transformar a estrutura hiperestatica original em uma estrutura isostatica equivalente (EIF)
através da “eliminacao” de n incoégnitas hiperestaticas (onde g = n é o grau de
hiperestaticidade estrutural encontrado no passo anterior). As incognitas hiperestaticas
passarao a ser vistas (na EIF) como carregamentos externos aplicados na estrutura;

3. Aplicar, se necessario, as equacdes de equilibrio estatico de modo que as rea¢des de apoio
da EIF escolhida fiquem expressas em funcdo de todas as cargas externas (incluindo as
incognitas hiperestaticas entre elas);

4. Aplicar condicoes de compatibilidade de deslocamentos (n vezes) para que o
comportamento da EIF seja igual ao da estrutura hiperestatica original;

5. Resolver o sistema de equacdes obtido para determinar as incognitas hiperestaticas.
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Exemplo: A barra ABC indicada na figura abaixo é formada pelos segmentos AC (de area A; e
comprimento L,) e CB (de area A, e comprimento L,). As se¢des A e B encontram-se engastadas,
e na interface C entre as barras é aplicada uma forca axial centrada de intensidade P. O mddulo
de elasticidade do material é E (sendo o mesmo para os dois segmentos).

Pede-se determinar as reagdes vinculares R, e R; e o deslocamento do ponto C.

%RA Solugao:
Al ] A~
! 1. O grau de hiperestaticidade estrutural é:
P
1
l =2-1=1
L AR £-. I
L2
B e __¥Y._
?RB (nimero de (nimero de equacgdes de
reagOes vinculares)  equilibrio estatico disponiveis)

FIG. 2-15 Statically indeterminate bar
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2. Uma EIF (estrutura isostatica fundamental) possivel pode ser obtida “eliminando-se o
engaste” em A e considerando que a reacao RA seja interpretada (para a EIF) como um
“esforco externo” aplicado:

[

A 3. A aplicacdo da equacao de equilibrio de forcas na direcao
vertical impde que: P
P Ll s RN
cC AVl ______ . RA‘I‘RB:P @( RBZP_RA 1
S o 7
L 2 Note que esta equacgdo nos diz que os “esfor¢os externos”
B da EIF (P e R,) podem variar livremente, mas a reagdo Ry

ndo, caso contrdrio o equilibrio ndo estard garantido!

5,

4. Para resolver o problema basta uma equacdo de compatibilidade de deslocamentos (ja que
o grau de hiperestaticidade estrutural é g = 1). Coerentemente com a EIF escolhida, a equacao
de compatibilidade de deslocamentos deve ser:
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Para resolver esta equacao é necessario determinar os esforcos solicitantes internos
(N; = N;(x),i=1, 2) em cada segmento, o que pode ser feito de forma simples, ja

qgue a estrutura “tornou-se isostatica”: AR
A

(N b N |

Resultam: _
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logo: MLy Ny _ o Raly  (Ra=P)lo _ RA(Ll g) _ L

=
EA, ' EA, A, A, A, A, A,

R, = il p
47 \A4,L, + AL,

Az Ly
Portanto: Rg=P—R, & Rp= P

AL + AL,

Para obter o deslocamento no ponto C, basta determinar o alongamento do trecho AC
ou o encurtamento do trecho CB: ambos serao iguais em valor absoluto (mas com
sinais contrarios):

N, L,
01 =%a >0 R,L L,L P

: PR Ly —L .
s _N2L2<0 ve T LT B4, <A2L1+A1L2>E
27 EA,
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