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Funcdes Exponenciais e Logaritmicas

Definicdo
Seja a> 0, a+# 1. A fungio f(x) = a* é chamada funcao
exponencial de base a.

Vejamos o que isso significa.

» Se x = n, um inteiro positivo, entdo 8" = aa--- 3.
N——
nvezes
» % =1.

» Se x = —n, com n um inteiro positivo, entdo a~" = -
a

> Se x = E, com p e g sdo inteiros e g > 0, entdo
q
aPld = /aP = (/a)P.
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Note que a base a > 0.
Faz sentido (—8)Y2? Ou melhor, podemos definir (—8)*.
Ex: (—8)'/3 = (—8)%/97 Verifique que n3o! Um é negativo e o

outro é positivo.

Ver videos curtos de Matematica Universitaria com o prof. Renan

Lima. Video 46 de limite e continuidade.
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Faz sentido 3V2 ? Seja x € Q.

Caso a > 1. Ent3o a* serd o unico nimero real cujas aproximacdes
por falta s3o as poténcias a", com r € Q, r < x e cujas
aproximacdes por excesso sdo as poténcias a°, com s € QQ, s > x.

Em outras palavras, a* satisfara:

r<x<s, com r,seQ = a" <a*<a.

Caso a < 1. Ent3o a* satisfara:

r<x<s, com r,seQ = a <a‘<a.
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Se olharmos o grafico da fungdo a*, com x € Q, entdo os buracos

correspondentes aos valores irracionais de x serdo preenchidos de
forma a se obter uma func3o crescente para todos os nimeros
reais. Ou seja, para x € R, a* = lim,_,, a" onde r é racional.

(Video 47 de matematica Universitaria, prof. Renan.)
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Proposicao (Propriedades)
Sejam a, b,x,y € R, com a e b positivos. Entio
(a) a1 = a*a¥. Ou seja, f(x+y) = f(x).f(y)
Ex: 32+1 — 3231
(b) (&%) = = ()"
(c) (ab)* = a*b~.
(d) Se a > 1, entdo a fungdo exponencial sera estritamente

crescente, ou seja, se x < y entdo a* < a”.

(e) Se0 < a< 1, entdo a fungdo exponencial sera estritamente

decrescente, ou seja, se x < y, entdo a* > a”.
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Exercicio: Esboce o grafico das funcdes exponenciais
1 X
f(x)=2% e gx)= (2> .

Note que g(x) = f(—x) portanto o grafico € um espelho em
relacdo ao eixo y.
Como a funcdo exponencial é ou crescente ou decrescente, existe a

func3o inversa sobre a sua imagem.
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Definicio
A funcdo inversa da funcdo exponencial é chamada funcao

logaritmica com base a e denotada por log, . Assim,

log,x =y — a = x.

Observacdo: Note que log, x estd definido para x >0, a>0e

a # 1. Alem disso satisfaz

log,(a*) = x, x€R, e a8 X = x x> 0.
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Proposicao (Propriedades)

Sejam a >0, a1, b >0, b # 1. S50 vélidas as propriedades:
(a) log, xy = log,x + log, y.

(b) log,x¥ = ylog, x.

(c) |0ga§ = log, x —log, y.

(d) Se a> 1, entdo a fungdo logaritmica sera estritamente

crescente, ou seja, se x < y, entdo log, x < log, y.

(e) Se0 < a < 1, entdo a funcdo logaritmica sera estritamente
decrescente, ou seja, se x < y, entdo log, x > log, y.

log, x

logpa’

(f) (Mudanga de base) log, x =
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Exercicio: Esboce o grafico da funcdes logaritmicas

f(x) = logy x e f(x) = |og% X.

A fun¢do exponencial de base e, f(x) = €*, em que e ~ 2,718281,

desempenha um papel importante no calculo.
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Definicdo
A fungdo logaritmica com base e é chamada logaritmo natural e

denotada por log, x = In x.

Observacgdo: Como In(e*) = x, tomando x = 1, temos Ine = 1.

Ha varias formas de se introduzir o nimero e. Adiante, definiremos
e como um limite. Depois, vamos definir o logaritmo natural
utilizando integrais, nesse caso, o nimero e serd o (nico nimero

satisfazendo Ine = 1.
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Comentario: Definimos a fung¢do exponencial a* de forma a
preencher os buracos no grafico de a*, com x € Q. Em outras
palavras, a funcdo exponencial & continua pela propria definicdo.

Portanto, sua fung¢do inversa log, x também é continua.
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Exemplo

» A funcio
In x

x2—1

é continua em (0,+00) \ {1}, ou seja, em (0,1) U (1, 400).

f(x) =

» Calcule o limite

lim exp(1 — {f) [R: e'/?].

x—1 1-—
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Lembrar também que podemos definir logaritmo natural como area:

1
/ds sex>1
1 S

In(x)=4¢ 0 sex =1
11
—/ gds sel<x<1

Ne=eutefstide=+8- mostra-se usando o fato acima que

: In(1 .
limy_o w =1 pelo Teorema do Confronto usando "area

retdngulo<area do In(14x) < area de outro retangulo maior.
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Exemplo

Onde a fungdo h(x) = In(1 + cos x) é continua?

Podemos escrever h(x) = f(g(x)), com f(x) =Inx e

g(x) =1+ cosx. Logo h é continua, pois é composi¢do de fun¢des
continuas.

Note que, In(1 + cos x) esta definida quando 1 + cosx > 0. Logo h

n3o esta definida quando cosx = —1, ou seja, quando

x = +mw,£3m7, ...
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