Fisica Estatistica de moléculas de interesse bioldgico

8 Termoestatistica: ensembles e termodinamica

Atomos, moléculas ou agregados de moléculas (que doravante denominaremos
particulas) ndao permanecem estacionarios, mas “passeiam” por diferentes posicGes,
acelerando ou freiando sob a a¢do das forcas que atuam entre os mesmos, “trocando” energia
entre si. Na teoria que se chama Fisica Estatistica, a sequéncia de “fotos” que constitui o
“filme” do movimento das particulas é “embaralhada” e a frequéncia de fotos iguais é
contabilizada. Para que?

Tempo de medida e médias térmicas O resultado de uma medida experimental, por
exemplo, da temperatura do conjunto de particulas, é, na verdade, uma média temporal sobre
as energias cinéticas de translacdo das moléculas,
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onde N é o niumero de particulas e At é o tempo de medida. Em geral, o tempo de medida é
muito maior (gostamos de dizer que é “infinitamente” maior) que o tempo de movimento das
particulas. Para atomos, podemos calcular esse tempo aproximadamente, imaginando que a
velocidade é dada pela relacdo <mv?/2> = 3kgT/2 (de onde vem essa relacdo?) e que distancia
tipica é da ordem de angstroms. Entdo, o tempo médio entre choques dos atomos deve ser da
ordem de 10 Bseg!

Questdo Obtenha este numero e verifique se o valor acima estd correto.

Durante o tempo de medida, as particulas passeiam por “infinitas” diferentes configuracdes.
Do ponto de vista da média, o que importa é a soma dos intervalos de tempo em que
permaneceu em cada configuracdo, independente da sequéncia temporal especifica. Isto &,
podemos reescrever a média temporal acima da seguinte forma
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onde dt, é o tempo total em que a particula permaneceu com configuragdo v. Assim,

podemos substituir a média temporal por uma média sobre frequéncias de configuragdes. A
hipdétese adotada pela fisica estatistica é de que, no tempo da medida, todas as configuragdes
possiveis ao sistema de particulas sao visitadas, permitindo-se substituir a média temporal por
uma média sobre todas as configuragdes possiveis, ou no jargao da fisica estatistica, efetuar
uma média no ensemble. O que constitui, também no jargdo da fisica estatistica, a hipdtese
ergddica, de que as médias temporais e as médias sobre todas as configuracGes sdo
equivalentes. Para tanto, é necessario apenas “inventar” uma distribuicdo de probabilidades
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p, = A—;’. E ai que entra a estatistica!

Probabilidades e ensembles Um dos postulados mais fundamentais da fisica estatistica é
que

em um sistema isolado, de energia E e volume V constantes, todas as configura¢des v

. . e, . . 1
possiveis, Q(E,V), sdo igualmente provaveis, isto é, p, (sistema isolado) = s

A partir deste postulado, podemos deduzir as distribuicdes de probabilidades para as
configuragdes de particulas sob outras condi¢ées termodinamicas. A mais conhecida é a
condicdo de banho térmico: o sistema analisado encontra-se contido em um volume rigido no
interior de um “grande” banho, com o qual troca energia através das paredes rigidas. O nosso
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“pequeno” sistema, de energia E, troca “pequenas” quantidades de energia com o sistema
“grande”, ou banho, de energia E., N0 qual estad imerso. Se os dois em conjunto constituem
globalmente um sistema isolado, com energia Eo=E.s+E, a hipdtese de equiprobabilidade para
o sistema global leva* a distribuicdo de probabilidades para o sistema “pequeno” conhecida
como distribuicdo de Boltzmann,
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em que E,, é a energia da configuracdo espacial v do sistema de N particulas.

No jargdo da fisica estatistica, o primeiro ensemble é o ensemble microcandnico e o segundo, o
ensemble canénico.

O postulado da equiprobabilidade para sistema isolado leva a estabelecer, para um
sistema imerso em banho térmico a probabilidade mais conhecida como “peso de Boltzmann”.
Mais precisamente,
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onde Z(T,V,N) é definida em termos da energia livre de Helmholtz F(T,V, N)através da
relacdo



F(T,V,N) = —kgTIn[Z(T,V,N)].

(2.3)

Devido a uma das propriedade das probabilidades, que define que a soma de probabilidades
de todos os eventos possiveis deve ser igual a um, a funcdo Z(T,V,N) pode ser interpretada
como uma “constante” de normalizagao,
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0 que permite que seja calculada para modelos especificos.

Na verdade, hd diversas possibilidades para o “banho termodindmico”.
temperatura, volume e nimero de particulas, (T,V, N), constantes. Mas podemos, ao invés,
manter temperatura, pressdo e nimero de particulas, (T,P,N), constantes, ou, em outro

caso, manter temperatura, volume e potencial quimico, (T, V, ), constantes.

(2.4)

Podemos manter

Para cada um desses casos, ou seja, para cada “banho termodinamico” especifico, é possivel
deduzir, a partir do postulado da equiprobabilidade de todas as configuragées v compativeis
com uma determinada energia E, volume V e numero de particulas N, probabilidades com
dependéncia exponencial para as configuracbes compativeis com os correspondentes banhos

termodinamicos. A tabela abaixo relne essas diferentes possibilidades.
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Em resumo, é possivel obter as propriedades termodinamicas de um modelo estatistico da

seguinte forma:




i Definido o banho termodinamico de interesse, definimos os estados microscdpicos ou
configura¢des v do modelo, bem como as varidveis que definem essas configuracdes:
(a) energias de cada configuragdo, E,,, para o ensemble candnico, ou
(b) energias e volumes de cada configuragdo, E, e V, , para o ensemble das pressdes,
ou
(c) energias e nimeros de particula de cada configuragao, E, e N,, , para o ensemble
grande-canodnico.

ii. Obtemos os potenciais termodinamicos correspondentes, a partir das fungées de
particdo energia correspondente.

iii. Obtemos as médias térmicas, ou no ensemble, das propriedades de interesse, nas
condicdes do banho termodinamico escolhido:
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Gds de rede nos ensembles microcandnico e grande-candnico

Vamos retomar o gas de rede para “experimentarmos” o uso de diferentes ensembles
termodinamicos.

O N particulas
V células
Q O Volume V=I7'v0

energia constante

Ensemble microcandnico Ja fizemos anteriormente o célculo da entropia, que é dada por
S(E = cte,V,N) = kgInQ2(E = cte,V,N) = kg{VInV = NInN — (V = N) In(V — N)}. (2.5)

Este resultado vem da expressdo para o nimero total de configuragGes espaciais das N
particulas em V células,
4

Q(E = cte,V,N) = 57—

(2.8)

e da utilizacdo da relagdo de Stirling para nimeros grandes,
InM - MInM — M, paraM inteiro e grande.

Podemos obter a pressdo e o potencial quimico a partir da entropia:
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Para a situacdo de baixa densidade, % « 1, obtemos
P  kgN u N
;=% e F=k31nv . (29)

Ensemble grande-candnico No ensemble grande-candnico, comegamos por escrever a
grande funcdo de particao

BT V.0 = Tyexp (- 252 (2.10)

Como em nosso modelo de gas de rede as particulas ndo interagem entre si, todas as
configuragdes possuem a mesma energia, e podemos escolher E,, = 0 para qualquer v. Entdo,
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Podemos reescrever a ultima somatdria na forma que nos permita utilizar nosso conhecimento
sobre séries geométricas
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e o potencial termodinamico é dado por
- _H
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Para comparar com os resultados obtidos no ensemble microcanonico, vamos obter as
equacodes de estado para a pressao:
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Ainda ndo é possivel comparar com com a expressao obtida no ensemble microcandnico, pois
precisamos substituir a dependéncia do potencial quimico pela dependéncia do nimero de
particulas. Vamos entdo obter a equacdo de estado para o niumero de particulas:



Como comparar com as equacoes de estado obtidas no ensemble microcan6nico?

Precisamos obter uma equacgao para y em fungao do nimero de particulas. Reescrevemos a
ultima equacgao:
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Dessa relagao, obtemos
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qgue podemos utilizar para obter a pressao,
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Compare essas expressdes com as expressdes para pressdo e potencial quimico obtidas no
ensemble microcanoénico.

9 E a energia cinética?

Em todos os modelos que analisamos, a energia cinética esteve ausente, e utilizamos apenas a
energia potencial de interacdo para efetuar os calculos. A energia cinética ndo é importante?



N3ao foi a identificacdo da temperatura como medida da energia cinética molecular média uma
das pedras fundantes da mecanica estatistica?

Na verdade, a relacdo entre temperatura absoluta e energia cinética média é fundamental.
Ocorre que, hos cdlculos, ela aparece de forma muito simples, o que faz com que deixemos
de menciona-la!

Vamos entender o motivo desse “apagamento” da energia cinética.

A discussao deste ponto é mais simples no ensemble candnico, na andlise de sistemas de
particulas cujas posices variam continuamente no espaco, e ndo em um reticulado, como nos
exemplos que vimos até aqui.

Descrigdo estatistica de um conjunto de N particulas, contidas em volume V,
em banho térmico a temperatura T

Para fazer esta descricdo, precisamos definir o que é uma configuracao neste espaco. Do ponto
de vista da mecénica, cada particula i possui velocidade v; e posi¢do 7;. Uma configurac&o, ou
estado microscopico, do sistema, é definido pelo conjunto de velocidade e posicdes,

{7 Vidizan-
A funcdo de particao, que definimos anteriormente como
Z(T,V,N) = Z ( EV)
) 1] - eXp kBT )
v

deve ser reescrita como uma integral sobre as posicdes e momentos. Para isso, definimos
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intervalos infinitesimais para as posi¢des, Ar; = (Ax;, Ay;, Az;), e para os momentos, Ap; =
(Apx,i, Ay 1, Ap;), © que nos permite escrever
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Além de especificarmos as configuragdes (ou estados microscdpicos) em termos de posigdes e
momentos das particulas, ha duas outras modificacbes em relacdo a expressdo anterior da
fungdo de particdo:

(i) Substituimos o simbolo que utilizamos até aqui para representar a fungdo de
particdo, Z(T,V,N), por Q(T,V,N). Vamos manter Z(T,V, N) para representar
apenas a contribuicdo da energia potencial para esta funcgdo.

.. . 1 , ~
(i) Introduzimos o fator ~; Para levar em conta o fato de que as particulas sdo

idénticas. Por exemplo, se trocamos entre as particulas 1 e 2 (por exemplo) suas
posicdes e momentos, obtemos uma nova configuracgdo, caso as particulas 1 e 2
tivessem rétulos, isto é, se pudéssemos distinguir entre elas. A teoria quantica nos
diz que as particulas sdo indistinguiveis, portanto temos que corrigir o calculo das



integrais, que colocam “etiquetas” nas particulas, pelo fator de permutacgdo entre

1
elas, —.
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Agora, utilizamos o principio da incerteza, da teoria quantica, para dimensionar os intervalos
de posicdo e momento,

Axi Apx,i ~h,
entdo podemos aproximar a funcdo de particao por
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Contribui¢ées da energia cinética

Para analisar a contribuicdo da energia cinética, escrevemos
A
> o> L -
B3 = ) T+ Bporlii),
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para os casos em que a energia de interacdo depende apenas das posi¢cdes. Nesta situacao, a
funcdo de particdo candnica fica dada por
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Observe que as duas contribuicBes, a da energia cinética e a da energia potencial, se separam,

Q(T,V,N)
1

= V173 (contribuicido da energia potencial)x (contribuigio da energia potencial).

Além disso, as integrais na energia cinética constituem integrais gaussianas e possuem solu¢do
simples:

2. 2. 2.
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A parte cinética da fungao de particdo candnica se fatora, de forma que podemos escrever
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Q(T,V,N) = — (szfBT)] x Z(T,V,N), (2.13)
em que
- - - Epo {Fl}
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constitui a contribuicdo das configuragGes espaciais e de sua energia potencial.

Para pensar: Utilize a ultima expressdo para a fungdo de parti¢do candnica e obtenha a
pressdo de um gds de particulas ndo interagentes, isto é, do gds ideal. Compare com o
resultado obtido para o gds de rede. Qual é a contribuicdo da parte cinética da energia
molecular para a pressdo?

Para finalizar, é interessante escrever as probabilidades

(i) de encontrar uma configuracdo qualquer de posicées e momentos,
(71,73, . Tn; D1, D2y - - Dy ), do sistema estudado em banho térmico:

1 e BE({Tip})

PTOb(Fl, Fz, . FN; ﬁl’ ﬁz, vee s ﬁN) = h3_N QT V.N) (215)
(ii) de encontrar uma configuragdo qualquer de posi¢oes, independentemente da
distribuicdo de momentos:
1 1 e BE{rip:d)
P b_>J_>J"'_> = - d-) e d-) T - .
rob (7,75, ... Ty) N1 f p1 J;/ by h3N Q(T,V,N)
eXp<_Ep;;{:i}>
= ——"t (2.16)

Z(T,V,N) !

em que somamos sobre todos os momentos possiveis das particulas, uma vez que sé estamos
interessados na probabilidade das posicoes.



