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Matemática -  

a Linguagem da Física III
Física I - Módulo I - Noções Básicas



Recapitulação
y

y(x)

y(x+�x)

x x+�x

�x

�y

=) y(x) = bx+ C

y(0) = C

constante arbitraria

dy

dx
= b

Tipo mais simples de Equação diferencial

x

x

y

y(x) = eax

dy

dx
= ay(x) =) y(x) = Ceax

Outro tipo de Equação diferencial
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y(0) = C



Cálculo Integral (em vôo de águia)
Inversão do Problema da Diferenciação

x

y

↵ x

A(x) ⌘ área

�A(x)

x+�x
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de fato A(x) e f(x) estão relacionadas

A0(x) = f(x)

A(x+�x)�A(x) = �A

�A ⇡ f(x)�x

lim
�x!0

�A

�x
=

dA

dx

= lim
�x!0

f(x)�x

�x
= f(x)



EXEMPLO I

EXEMPLO II
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x

a

f(x)

x↵

A0(x) =
A(x)

dx
= a = f(x)

A(x) = a(x� ↵)

x

f(x)

x↵

f(↵)

f(x)
f(x) = �x

A(x) =
1

2
x f(x)� 1

2
↵f(↵)

=
1

2
� x2 � 1

2
↵2�

A0(x) = �x = f(x)



Definimos a Integral F(x) de uma função f(x), escrevendo

f(x) =
dF

dx
F (x) =

Z
f(x) dx a menos de uma constante arbitraria C
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Z
xn dx =

xn+1

n+ 1
+ C

Z
ex dx = ex +C

= � cosx+C

Z
cosx dx

Z
sinx dx = sinx+C



Na Física temos nomes especiais para certas taxas de variação

velocidade (instantânea)

aceleração (instantânea)
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v(t) = lim
�t!0

x(t+�t)� x(t)

�t
=

dx(t)

dt

a(t) = lim
�t!0

v(t+�t)� v(t)

�t
=

dv(t)

dt
=

d

dt

dx(t)

dt
=

d2x(t)

dt2

taxa de variação do deslocamento com o tempo = velocidade

taxa de variação da velocidade com o tempo = aceleração



EXEMPLO em 1 D Movimento Uniforme

Renata Zukanovich Funchal                                                                                                          Aula 4

v(t) =
dx(t)

dt
= v0 v(t) = v0  (constante)

a(t) =
dv(t)

dt
= 0 aceleração nula

Z t

t0

v(t0)dt0 =

Z t

t0

dx(t0)

dt0
dt0 =

Z t

t0

dx(t0) = x(t)� x(t0)

= v0

Z t

t0

dt0 = v0(t� t0)

x(t) = x(t0) + v0(t� t0)

v(t)

tt0

v0

t

(área)x(t)� x(t0)



Passemos agora para 3 D

x

y
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0 ı̂
|̂

Considere uma partícula movendo-se em um plano

~r2 � ~r1

~r2 � ~r1 = (x(t2)� x(t1)) ı̂+ (y(t2)� y(t1)) |̂

deslocamento entre t1 e t2

~r2

posição da partícula no tempo t2

~r2(t2) = x(t2) ı̂+ y(t2) |̂

x(t2)

y(t2)

~r1

posição da partícula no tempo t1

~r1(t1) = x(t1)̂ı+ y(t1)|̂

x(t1)

y(t1)

formam uma base de 3 versores ı̂, |̂, k̂ ? entre si  no sistema de coordenadas Cartesiano

ı̂ · ı̂ = |̂ · |̂ = k̂ · k̂ = 1 ı̂ · |̂ = |̂ · k̂ = k̂ · ı̂ = 0 ı̂⇥ |̂ = k̂

k̂ �



Generalização: deslocamento de uma partícula entre t e t+𝛥t

x

y

~r(t)

x(t)

y(t)

~r(t+�t)

x(t+�t)

y(t+�t)

�~r

�y{
�x

{
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�~r = ~r(t+�t)� ~r(t)

= (x(t+�t)� x(t)) ı̂+ (y(t+�t)� y(t)) |̂

= �x ı̂+�y |̂

assim a velocidade da partícula que se move ao longo  

desse caminho é definida por

caminho

independente de sistema de coordenadas !

(equação vetorial)

ı̂
|̂
0

<latexit sha1_base64="iZhb43S0RJB/BF6M2Bw8EaRAD8c="></latexit>

~v(t) = lim
�t!0

�~r

�t
=

d~r

dt



No Sistema de Coordenadas Cartesiano
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vx(t) = lim
�t!0

�x(t)

�t
=

dx(t)

dt

vy(t) = lim
�t!0

�y(t)

�t
=

dy(t)

dt

a extensão para 3 D é trivial …

~r(t) = x(t) ı̂+ y(t) |̂+ z(t) k̂

~v(t) =
d~r(t)

dt
=

dx(t)

dt
ı̂+

dy(t)

dt
|̂+

dz(t)

dt
k̂

= vx(t) ı̂+ vy(t) |̂+ vz(t) k̂
vz(t) = lim

�t!0

�z(t)

�t
=

dz(t)

dt



Aceleração
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De forma similar

~a(t) = lim
�t!0

�~v

�t
=

d~v

dt
=

d

dt

✓
d~r

dt

◆
=

d2~r

dt2

independente de sistema de coordenadas !

(equação vetorial)

em coordenadas cartesianas

~a(t) =
dvx(t)

dt
ı̂+

dvy(t)

dt
|̂+

dvz(t)

dt
k̂

=
d2x(t)

dt2
ı̂+

d2y(t)

dt2
|̂+

d2z(t)

dt2
k̂



EXEMPLO I em 2 D Movimento de uma partícula em um plano

x

y
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considere uma partícula cuja posição é descrita por

~r(t) = A(e↵t ı̂+ e�↵t|̂) A,↵ 2 R

~v(t) =
d~r

dt
= A↵(e↵t ı̂� e�↵t |̂) vx = A↵e↵t

vy = �A↵e�↵t

v =
q
v2x + v2y = A↵(e2↵t + e�2↵t)1/2

ı̂
|̂

~r(0) = A(̂ı+ |̂)

A

A

~r(0)

~v(0) = A↵(̂ı� |̂)
~v(0)

~r(t)
~v(t)

(↵ > 0) : t ! 1 e↵t ! 1 e�↵t ! 0

~r(t) ! Ae↵t ı̂ ~v(t) ! ↵Ae↵t ı̂

0



EXEMPLO II em 2 D Movimento Circular Uniforme

x

y
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ı̂
|̂
0

r
!t

Considere uma partícula movendo-se no plano xy de acordo com

~r(t) = r cos(!t) ı̂+ r sin(!t) |̂

constantesr , !
x(t) = r cos(!t)

y(t) = r sin(!t) r = |~r| =
p
~r · ~r

trajetória é um círculo de raio r

a partícula de move de forma anti-horária em um círculo começando em t=0 em 

~r(0) = r ı̂

ela faz uma volta no tempo T tal que !T = 2⇡

! é a chamada velocidade angular (rad/s) T é o período



EXEMPLO II em 2 D

x

y

Movimento Circular Uniforme
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~r(t) = r cos(!t) ı̂+ r sin(!t) |̂

podemos mostrar que ~v ? ~r i.e. tangente à trajetória

ı̂
|̂
0

~v(t) =
d~r

dt
= �r!(sin!t ı̂� cos!t |̂)

~v(0) = r! |̂

~v · ~r = �r2! sin!t cos!t+ r2! sin!t cos!t= 0

|~v| = v = !r constante
~v~r



x

y

~a

~v

~r

Movimento Circular UniformeEXEMPLO II em 2 D
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~r(t) = r cos(!t) ı̂+ r sin(!t) |̂

~v(t) =
d~r

dt
= �r!(sin!t ı̂� cos!t |̂)

~a =
d~v

dt
= �r!2 cos!t ı̂� r!2 sin!t |̂

= �!2(r cos!t ı̂+ r sin!t |̂)

= �!2~r

a aceleração é radial e aponta no sentido inverso de ~r
esse tipo de aceleração é conhecida pelo nome de centrípeta



x

y

~v
~a

~r

Movimento Circular UniformeEXEMPLO II em 2 D
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~r(t) = r cos(!t) ı̂+ r sin(!t) |̂

~v(t) =
d~r

dt
= �r!(sin!t ı̂� cos!t |̂)

~a =
d~v

dt
= �r!2 cos!t ı̂� r!2 sin!t |̂

= �!2(r cos!t ı̂+ r sin!t |̂)

= �!2~r

a aceleração é radial e aponta no sentido inverso de ~r
esse tipo de aceleração é conhecida pelo nome de centrípeta



x

y

~v

~a
~r

Movimento Circular UniformeEXEMPLO II em 2 D
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~r(t) = r cos(!t) ı̂+ r sin(!t) |̂

~v(t) =
d~r

dt
= �r!(sin!t ı̂� cos!t |̂)

~a =
d~v

dt
= �r!2 cos!t ı̂� r!2 sin!t |̂

= �!2(r cos!t ı̂+ r sin!t |̂)

= �!2~r

a aceleração é radial e aponta no sentido inverso de ~r
esse tipo de aceleração é conhecida pelo nome de centrípeta



Solução Formal do Problema
A dinâmica do processo (se conhecida!), como logo veremos, possibilita encontrar a 
aceleração

~a ! ~v ! ~r
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integrando com relação ao tempo 

se conhecemos a aceleração a velocidade pode ser encontrada pela Equação Diferencial 

~a(t) =
d~v(t)

dt

�~v(t0 + 2�t)

suponha que queiramos encontrar ~v(t1) dado que a velocidade 
a velocidade inicial é ~v(t0) e a aceleração é ~a(t)

~v(t0)

~v(t1) �~v(t0 +�t) t1 � t0

�t = (t1 � t0)/n

dividimos o intervalo em n partes
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~v(t0)

~v(t1) �~v(t0 +�t)

�~v(t0 + 2�t)

~v(t1) ⇡ ~v(t0) +�~v(t0 +�t) +�~v(t0 + 2�t) + ...+�~v(t1)

�~v(t) ⇡ ~a(t)�tusando

tomando a componente x

vx(t1) ⇡ vx(t0) + ax(t0 +�t)�t+ ...+ ax(t1)�t

⇡ ~v(t0) + ~a(t0 +�t)�t+ ~a(t0 + 2�t)�t+ ...+ ~a(t1)�t

no limite n ! 1 (�t ! 0)
X

n

ax(t0 + n�t)�t !
Z

ax(t)dt

a aproximação fica exata e a soma

�t = (t1 � t0)/n
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logo

vx(t1) ⇡ vx(t0) + ax(t0 +�t)�t+ ...+ ax(t1)�t

no limite n ! 1 (�t ! 0)

vx(t1) = vx(t0) +

Z t1

t0

ax(t)dt e similarmente para

vy(t1), vz(t1)

Combinando tudo temos

~v(t1) = vx(t1) ı̂+ vy(t1) |̂+ vz(t1) k̂

= vx(t0)̂ı+

Z t1

t0

ax(t)dt ı̂+ vy(t0)|̂+

Z t1

t0

ay(t)dt |̂+ vz(t0)k̂ +

Z t1

t0

az(t)dt k̂

independente de sistema de coordenadas !

(equação vetorial)

~v(t) = ~v(t0) +

Z t

t0

~a(t0)dt0



EXEMPLO em 3 D Movimento em um campo gravitacional
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Suponha que um objeto mova-se livremente sob a influência do campo gravitacional 
perto da superfície da Terra.  Nesse caso g=const. Escolhendo z como eixo vertical

z
~a = �g k̂

se o objeto é solto em t = 0 com velocidade v0   temos  

vx(t) = vx(0) = v0x

vy(t) = vy(0) = v0y

vz(t) = vz(0)� g

Z t

0
dt0

= vz(0)� gt = vz0 � gt

~v(t) =
d~r(t)

dt
mesma equação diferencial que para a aceleração

mesma solução !



EXEMPLO em 3 D Movimento em um campo gravitacional
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Então

~r(t) = ~r(0) +

Z t

0
~v(t0)dt0

= x(0) + vx(0)t = x0 + v0xt

= y(0) + vy(0)t = y0 + v0yt

= z(0) + vz(0)

Z t

0
dt0 � g

Z t

0
t0dt0 = z0 + v0zt�

1

2
gt2

independente de sistema de coordenadas !

(equação vetorial)

em coordenadas cartesianas<latexit sha1_base64="bG5Ia6qZcsGgQ6RiG5Wmv7c3RwM=">AAACEXicbVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoMkQQm7QdSLEPTiMYJ5QBKX2ckkGTI7u8z0hoQlv+DFX/HiQRGv3rz5N04eB40WNBRV3XR3eaHgGmz7y0osLa+sriXXUxubW9s76d29qg4iRVmFBiJQdY9oJrhkFeAgWD1UjPieYDWvfz3xawOmNA/kHYxC1vJJV/IOpwSM5KZzwxzk8SUe5uw8PsZNLsGN7fF9DGM8cI2ZzTdPcBuybjpjF+wp8F/izEkGzVF205/NdkAjn0mggmjdcOwQWjFRwKlg41Qz0iwktE+6rGGoJD7TrXj60RgfGaWNO4EyJQFP1Z8TMfG1Hvme6fQJ9PSiNxH/8xoRdC5aMZdhBEzS2aJOJDAEeBIPbnPFKIiRIYQqbm7FtEcUoWBCTJkQnMWX/5JqseCcFYq3p5nS1TyOJDpAhyiHHHSOSugGlVEFUfSAntALerUerWfrzXqftSas+cw++gXr4xuIh5pY</latexit>

x(t) = x(0) +

Z t

0
vx(t

0) dt0

<latexit sha1_base64="qQgRUG3l3Ad5+3z3xyh30m6Ukj4=">AAACEXicbVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoMkQQm7QdSLEPTiMYJ5QBKX2ckkGTI7u8z0BpYlv+DFX/HiQRGv3rz5N04eB40WNBRV3XR3eaHgGmz7y0otLa+srqXXMxubW9s72d29ug4iRVmNBiJQTY9oJrhkNeAgWDNUjPieYA1veD3xGyOmNA/kHcQh6/ikL3mPUwJGcrOFuABFfInjgl3Ex7jNJbiJPb5PYIxHrjHzxfYJ7kLezebskj0F/kucOcmhOapu9rPdDWjkMwlUEK1bjh1CJyEKOBVsnGlHmoWEDkmftQyVxGe6k0w/GuMjo3RxL1CmJOCp+nMiIb7Wse+ZTp/AQC96E/E/rxVB76KTcBlGwCSdLepFAkOAJ/HgLleMgogNIVRxcyumA6IIBRNixoTgLL78l9TLJeesVL49zVWu5nGk0QE6RAXkoHNUQTeoimqIogf0hF7Qq/VoPVtv1vusNWXNZ/bRL1gf341kmls=</latexit>

y(t) = y(0) +

Z t

0
vy(t

0) dt0

<latexit sha1_base64="Nipmql5fzZ5qIT4zyIuCkJvhtsE=">AAACEXicbVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoMkQQm7QdSLEPTiMYJ5QBKX2ckkGTI7u8z0BpIlv+DFX/HiQRGv3rz5N04eB40WNBRV3XR3eaHgGmz7y0osLa+sriXXUxubW9s76d29qg4iRVmFBiJQdY9oJrhkFeAgWD1UjPieYDWvfz3xawOmNA/kHQxD1vJJV/IOpwSM5KZzoxzk8SUe5ew8PsZNLsGN7fF9DGM8cI2ZzTdPcBuybjpjF+wp8F/izEkGzVF205/NdkAjn0mggmjdcOwQWjFRwKlg41Qz0iwktE+6rGGoJD7TrXj60RgfGaWNO4EyJQFP1Z8TMfG1Hvqe6fQJ9PSiNxH/8xoRdC5aMZdhBEzS2aJOJDAEeBIPbnPFKIihIYQqbm7FtEcUoWBCTJkQnMWX/5JqseCcFYq3p5nS1TyOJDpAhyiHHHSOSugGlVEFUfSAntALerUerWfrzXqftSas+cw++gXr4xuSQZpe</latexit>

z(t) = z(0) +

Z t

0
vz(t

0) dt0



EXEMPLO em 3 D Movimento em um campo gravitacional

Renata Zukanovich Funchal                                                                                                          Aula 4

Se escolhemos a origem do sistema de coordenadas tal que

Podemos sempre escolher o sistema de coordenadas de forma que v0y = 0

(velocidade inicial no plano xz)

Então

x = v0xt

z =

✓
v0z
v0x

◆
x� g

2v20x
x2

<latexit sha1_base64="MzfTVtWKz2TOIaakfp5Lh5cCs9M=">AAACDnicbVA9SwNBEN3z2/gVtbRZDAGrcCeiNkLQxsJCwZhAEo69zd5lyd7usTsXE477BTb+FRsLRWyt7fw3buIVfj0YeLw3w8y8IBHcgOt+ODOzc/MLi0vLpZXVtfWN8ubWjVGppqxBlVC6FRDDBJesARwEayWakTgQrBkMziZ+c8i04Upewzhh3ZhEkoecErCSX67izoWSkeZRH4jW6hYDPsGdUBOajfJs6GfuKM/9csWtuVPgv8QrSAUVuPTL752eomnMJFBBjGl7bgLdjGjgVLC81EkNSwgdkIi1LZUkZqabTd/JcdUqPRwqbUsCnqrfJzISGzOOA9sZE+ib395E/M9rpxAedzMukxSYpF+LwlRgUHiSDe5xzSiIsSWEam5vxbRPbBRgEyzZELzfL/8lN/s177C2f3VQqZ8WcSyhHbSL9pCHjlAdnaNL1EAU3aEH9ISenXvn0XlxXr9aZ5xiZhv9gPP2CWuGnF8=</latexit>

=) t =
x

v0x

(arbitrario)

Porquê?

v0x x

v0z

~v0

<latexit sha1_base64="LNDIQMUnv1tUZ+hmLv6REQ3NEXE=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkR9Vj04rGK/YA2lM120y7dbMLuRKih/8CLB0W8+o+8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEikMuu63s7K6tr6xWdgqbu/s7u2XDg6bJk414w0Wy1i3A2q4FIo3UKDk7URzGgWSt4LRzdRvPXJtRKwecJxwP6IDJULBKFrpnjz1SmW34s5AlomXkzLkqPdKX91+zNKIK2SSGtPx3AT9jGoUTPJJsZsanlA2ogPesVTRiBs/m106IadW6ZMw1rYUkpn6eyKjkTHjKLCdEcWhWfSm4n9eJ8Xwys+ESlLkis0XhakkGJPp26QvNGcox5ZQpoW9lbAh1ZShDadoQ/AWX14mzWrFu6hU787Ltes8jgIcwwmcgQeXUINbqEMDGITwDK/w5oycF+fd+Zi3rjj5zBH8gfP5A0EejS8=</latexit>z

equação da trajetória

(não é o que chamamos de equação de movimento!)

<latexit sha1_base64="9F3fh87cYPSyKOfDCDjbaKtXncY=">AAACFXicbVDLSgMxFM34rPU16tJNsAgVpGSKqJtC0Y0LFxXsA9pSMmnahmaSIclUx6E/4cZfceNCEbeCO//G9LHQ1gMHDufcS3KPH3KmDULfzsLi0vLKamotvb6xubXt7uxWtIwUoWUiuVQ1H2vKmaBlwwyntVBRHPicVv3+5SivDqjSTIpbE4e0GeCuYB1GsLFWyz1uDChJ1DCLjmABIti4lqKrWLdnsFLyDt63UCG2fLBELTeDcmgMOC+8qciAKUot96vRliQKqDCEY63rHgpNM8HKMMLpMN2INA0x6eMurVspcEB1MxlfNYSH1mnDjlSWwsCx+3sjwYHWceDbyQCbnp7NRuZ/WT0ynfNmwkQYGSrI5KFOxKGRcFQRbDNFieGxFZgoZv8KSQ8rTIwtMm1L8GZPnheVfM47zeVvTjLFi2kdKbAPDkAWeOAMFMEVKIEyIOARPINX8OY8OS/Ou/MxGV1wpjt74A+czx9bqJ0Q</latexit>

~r(0) = 0 =) x0 = y0 = z0 = 0



EXEMPLO em 3 D Movimento em um campo gravitacional
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Vamos encontrar o valor máximo de z(x)

z =

✓
v0z
v0x

◆
x� g

2v20x
x2

v0x x

v0z

~v0

<latexit sha1_base64="LNDIQMUnv1tUZ+hmLv6REQ3NEXE=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkR9Vj04rGK/YA2lM120y7dbMLuRKih/8CLB0W8+o+8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEikMuu63s7K6tr6xWdgqbu/s7u2XDg6bJk414w0Wy1i3A2q4FIo3UKDk7URzGgWSt4LRzdRvPXJtRKwecJxwP6IDJULBKFrpnjz1SmW34s5AlomXkzLkqPdKX91+zNKIK2SSGtPx3AT9jGoUTPJJsZsanlA2ogPesVTRiBs/m106IadW6ZMw1rYUkpn6eyKjkTHjKLCdEcWhWfSm4n9eJ8Xwys+ESlLkis0XhakkGJPp26QvNGcox5ZQpoW9lbAh1ZShDadoQ/AWX14mzWrFu6hU787Ltes8jgIcwwmcgQeXUINbqEMDGITwDK/w5oycF+fd+Zi3rjj5zBH8gfP5A0EejS8=</latexit>z

<latexit sha1_base64="V4KfQBrZuYuEvqxwFf6KPJ2a4ps="></latexit>

dz

dx
=

✓
v0z
v0x

◆
� g

v20x
x = 0

<latexit sha1_base64="2rrBeHtiSg/Eu+CcjZ8PzFmHbWc=">AAACC3icbVC7TsMwFHV4lvIKMLJYrZCYqqRCwIJUwcJYJPqQmihyXKe1aieR7VQtUXYWfoWFAYRY+QE2/ganzQAtR7pXR+fcK/seP2ZUKsv6NlZW19Y3Nktb5e2d3b198+CwLaNEYNLCEYtE10eSMBqSlqKKkW4sCOI+Ix1/dJP7nTERkkbhvZrGxOVoENKAYqS05JmViZc6gkOOJtmVEwiE07GXWg9Z3idZlg4yz6xaNWsGuEzsglRBgaZnfjn9CCechAozJGXPtmLlpkgoihnJyk4iSYzwCA1IT9MQcSLddHZLBk+00odBJHSFCs7U3xsp4lJOua8nOVJDuejl4n9eL1HBpZvSME4UCfH8oSBhUEUwDwb2qSBYsakmCAuq/wrxEOlAlI6vrEOwF09eJu16zT6v1e/Oqo3rIo4SOAYVcApscAEa4BY0QQtg8AiewSt4M56MF+Pd+JiPrhjFzhH4A+PzB2dim+4=</latexit>

xmax =
v0zv0x

g

<latexit sha1_base64="Ref0HukoLHvmxvAkvG3QboCIZI4=">AAAB8nicdVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0jSqu2t6MVjBWsLaSib7aZdursJuxtpCf0ZXjwo4tVf481/47aNoKIPBh7vzTAzL0wYVdpxPqzCyura+kZxs7S1vbO7V94/uFNxKjFp45jFshsiRRgVpK2pZqSbSIJ4yEgnHF/N/c49kYrG4lZPExJwNBQ0ohhpI/mTftaTHHI0mfXLFcdu1GtVtwYd21lgTrzqmdeAbq5UQI5Wv/zeG8Q45URozJBSvuskOsiQ1BQzMiv1UkUShMdoSHxDBeJEBdni5Bk8McoARrE0JTRcqN8nMsSVmvLQdHKkR+q3Nxf/8vxUR/UgoyJJNRF4uShKGdQxnP8PB1QSrNnUEIQlNbdCPEISYW1SKpkQvj6F/5M7z3bPbe+mVmle5nEUwRE4BqfABRegCa5BC7QBBjF4AE/g2dLWo/VivS5bC1Y+cwh+wHr7BLzzkZE=</latexit>xmax

<latexit sha1_base64="AXAcFPUvrfQs/hPHgoW3p7S7erM=">AAAB8nicdVDLSsNAFJ34rPVVdelmsAiuQpJWbXdFNy4r2Ae0oUymk3bozCTMTMQa+hluXCji1q9x5984aSOo6IELh3Pu5d57gphRpR3nw1paXlldWy9sFDe3tnd2S3v7bRUlEpMWjlgkuwFShFFBWppqRrqxJIgHjHSCyWXmd26JVDQSN3oaE5+jkaAhxUgbqXc/SPuSQ47uZoNS2bHrtWrFrULHdubIiFc59erQzZUyyNEclN77wwgnnAiNGVKq5zqx9lMkNcWMzIr9RJEY4QkakZ6hAnGi/HR+8gweG2UIw0iaEhrO1e8TKeJKTXlgOjnSY/Xby8S/vF6iw5qfUhEnmgi8WBQmDOoIZv/DIZUEazY1BGFJza0Qj5FEWJuUiiaEr0/h/6Tt2e6Z7V1Xy42LPI4COARH4AS44Bw0wBVoghbAIAIP4Ak8W9p6tF6s10XrkpXPHIAfsN4+AcAPkZM=</latexit>zmax

<latexit sha1_base64="GcRf944R9Njom9CsI88IcJy87Vo="></latexit>

=) zmax =

✓
v0z
v0x

◆
v0zv0x

g
� g

2v20x

✓
v0zv0x

g

◆2
<latexit sha1_base64="r6hmAmWnjAad8hZWrJ6SXikdHhY=">AAACB3icdZDLSgMxFIYz9VbrbdSlIMEiuCpzqdqNUHTjsoK9QDsOmTTThmYuJJlCHWbnxldx40IRt76CO9/GTFtBRX8IfPznHE7O78WMCmkYH1phYXFpeaW4Wlpb39jc0rd3WiJKOCZNHLGIdzwkCKMhaUoqGenEnKDAY6TtjS7yentMuKBReC0nMXECNAipTzGSynL1/bOezxFOzSy1shmO3dS4zW6sLB1krl42KoZRM00b5mDaVWsK9rFhQ1NBrjKYq+Hq771+hJOAhBIzJETXNGLppIhLihnJSr1EkBjhERqQrsIQBUQ46fSODB4qpw/9iKsXSjh1v0+kKBBiEniqM0ByKH7XcvOvWjeRfs1JaRgnkoR4tshPGJQRzEOBfcoJlmyiAGFO1V8hHiIVhlTRlVQIX5fC/6FlVcyTinVVLdfP53EUwR44AEfABKegDi5BAzQBBnfgATyBZ+1ee9RetNdZa0Gbz+yCH9LePgGza5ne</latexit>

=
1

2

v20z
g

<latexit sha1_base64="9dFAn6/ksa1w1DIHJCkLYZsIub4="></latexit>

d2z

dx2
= � g

v20x
< 0 é máximo !



EXEMPLO em 3 D Movimento de uma Hélice

Renata Zukanovich Funchal                                                                                                          Aula 4

~r(t) = r cos(!t) ı̂+ r sin(!t) |̂
<latexit sha1_base64="c0+ZteUiKjf19e5gvUSq4Ct5l7M=">AAACAXicbVDJSgNBEO2JW4zbqBfBS2MQBCXMBFGPQS8eI5gFMkOo6XSSJj0L3TVCGOLFX/HiQRGv/oU3/8bOctDEB1U83quiu16QSKHRcb6t3NLyyupafr2wsbm1vWPv7tV1nCrGayyWsWoGoLkUEa+hQMmbieIQBpI3gsHN2G88cKVFHN3jMOF+CL1IdAUDNFLbPqCn1AOZ9IF6ZxTHzesD0kHbLjolZwK6SNwZKZIZqm37y+vELA15hEyC1i3XSdDPQKFgko8KXqp5AmwAPd4yNIKQaz+bXDCix0bp0G6sTEVIJ+rvjQxCrYdhYCZDwL6e98bif14rxe6Vn4koSZFHbPpQN5UUYzqOg3aE4gzl0BBgSpi/UtYHBQxNaAUTgjt/8iKpl0vuRal8d16sXM/iyJNDckROiEsuSYXckiqpEUYeyTN5JW/Wk/VivVsf09GcNdvZJ39gff4A1saUlw==</latexit>

+↵ t k̂

<latexit sha1_base64="cblK/Ff2d1PO9ajw3lvPiTO/bbE="></latexit>

~v(t) =
d~r

dt
= �r!(sin!t ı̂� cos!t |̂) + ↵ k̂

~a =
d~v

dt
= �r!2 cos!t ı̂� r!2 sin!t |̂

a equação de movimento é a mesma do movimento circular !

mas a equação da trajetória não !

<latexit sha1_base64="q0+TfJGDAerWiQu79QcPuuKT79c=">AAACB3icbVDJSgNBEO2Je9xGPQrSGAQvhpkg6kUQvXiMYFTIxKGnUxOb9DJ09wTCkJsXf8WLB0W8+gve/Bs7y8HtQcHjvSqq6iUZZ8YGwadXmpqemZ2bXygvLi2vrPpr61dG5ZpCgyqu9E1CDHAmoWGZ5XCTaSAi4XCddM+G/nUPtGFKXtp+Bi1BOpKljBLrpNjfOt6LlIAOua3hqAe00IO4iLTAGSdSDWK/ElSDEfBfEk5IBU1Qj/2PqK1oLkBayokxzTDIbKsg2jLKYVCOcgMZoV3SgaajkggwrWL0xwDvOKWNU6VdSYtH6veJgghj+iJxnYLYO/PbG4r/ec3cpketgskstyDpeFGac2wVHoaC20wDtbzvCKGauVsxvSOaUOuiK7sQwt8v/yVXtWp4UK1d7FdOTidxzKNNtI12UYgO0Qk6R3XUQBTdo0f0jF68B+/Je/Xexq0lbzKzgX7Ae/8CnTOZLQ==</latexit>

= �!2~rplano


