Matematica - )
a Linguagem da Fisica III

Fisica I - Madulo I - Nocoes Basicas

Renata Zukanovich Funchal



Recapitulagao

Tipo mais simples de Equagao diferencial

Renata Zukanovich Funchal

Aula 4



Calculo Integral (em voo de aguia)

Yt Inversdo do Problema da Diferenciagao

Alz + Az) — A(z) = AA

AA =~ f(z)Ax
AA dA

lim =& — 22
Arso Ar da

de fato A(x) e f(x) estao relacionadas

A(z) = f(x)
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EXEMPLO 1

Ay =20 — o= pa
a
Q x s
A@) = o f(z) — saf(a)

2
1 1
EXEMPLO II 7 _ g2 Loz
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Definimos a Integral F(x) de uma fungdo f(x), escrevendo

_dF
- dx

f (ZU) F(aj) — / f (ZI:‘) dCE a menos de uma constante arbitraria C

n—+1
/z”dmzx - C
n -+ 1

/6xd33 =" 4+ C

/Sina:dx — —cosx + C /Cosxdx = sinx + C

Renata Zukanovich Funchal Aula 4



Na Fisica temos nomes especiais para certas taxas de variagdo
velocidade (instantanea)

ot A —2(t)  da(t)
o(t) = Jim At ~ a

taxa de variagdo do deslocamento com o tempo = velocidade

aceleragao (instantanea)

v(t + At) — v(t) _ dv(t)  ddz(t) d*z(t)

) = 1i _
a(t) = lim At dt dt dt dt2

taxa de variagdo da velocidade com o tempo = aceleragado
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EXEMPLO em 1 D Movimento Uniforme

dx(t
U(t) — zgi ) — Vo v(t) = vo (constante)
_ dv(t) aceleragao nula

a(t) o= 0

/t: v(t")dt' = /tt d:;g’)dt’ = /t dr(t) = z(t) — x(to)

0 to
t v(t),
= U / dt/ — Vo (t _ tO) x(t) — x(tg) (area)
to Vo //
x(t) = z(to) + vo(t — to) y —,
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Passemos agora para 3 D

Considere uma particula movendo-se em um plano

M(te) = z(te) i+ y(t2)j

posicdo da particula no tempo t2

posicdo da particula no tempo t;

ri(t1) = x(t1)e + y(t1))

]%@ 0 i, x(tZ) :C(tl) >Qj

deslocamento entre t; e t2

ro — 71 = (x(t2) —x(t1)) 7+ (y(t2) —y(t1)) )

A

i, j, k  formam uma base de 3 versores J_ entre si no sistema de coordenadas Cartesiano

A A

ii=4-i=k-k=1 i-j=j-k=k-i=0 ixi=k
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Generalizagdo: deslocamento de uma particula entre t e t+4t

y‘ caminho
A7 = 7(t + At) — 7(t)
= (z(t+ At) —z(t)) 1+ (y(t + At) —y(1)) )
= Az1+ Ay
) x(t 7H—At)aj

Ax

assim a velocidade da particula que se move ao longo
desse caminho é definida por

_}(t) — lim AT L @ independente de sistema de coordenadas !
- At—0 A\t - dt (equagdo vetorial)
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No Sistema de Coordenadas Cartesiano

Ax(t) dx(t)

V(1) = lim =

At—0 At dt
o Ay(t)  dy(t)
oy(t) = lim —E= ==

a extensdo para 3 D é trivial ..

A

r(t) =z(t)r+yt)ij+=2()k

L, dr(t)  dxz(t)

=" = a
= v, () 7+ v, (t) ]+ v.(t) k

AN

7
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Aceleracgao

De forma similar

6 = 1 AT di d (dF\  dPF
T N0 At ot dt\dt) T a2

independente de sistema de coordenadas !
(equagdo vetorial)

em coordenadas cartesianas

, dv,(t) .  dv,(t) . dvu,(t) -
it) == Tty It
B de(t) , d2y(t) X dzz(t) ]%
12 a2 7T T ae

I
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G EREEE)]  Movimento de uma particula em um plano
A

Y (a>0):t—=00 e =00 e =0 7(0) = A(2 + j)

7(t) — Ae“i v(t) — aAde®?

> X
considere uma particula cuja posicdo é descrita por
7(t) = A(e“"? 4+ e~ *"7) A,aeR
. dr e ot — Aoe®
v(t) = = Aa(e® i — e ) Ve e t
dt v, = —Aae™“

V= \/0323 +U§ — Aa(62at 4 6—2at)1/2
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Movimento Circular Uniforme

Ut Considere uma particula movendo-se no plano xy de acordo com

_) PN

r(t) = rcos(wt) 2 4 rsin(wt) J

r(t) = r cos(wt)

r, w constantes

y(t) = rsin(wt) r — ‘77‘ —\7r.-r

trajetoria é um circulo de raio r

X

a particula de move de forma anti-horaria em um circulo comegando em t=0 em
r(0) =11

ela faz uma volta no tempo T tal que Wl = 27

(W & a chamada velocidade angular (rad/s) ‘[’ & o periodo
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Movimento Circular Uniforme

— A

r(t) = rcos(wt) 2 + rsin(wt) 7

A podemos mostrar que V17 e tangente a trajetoria
Yy S
. dr , A A
U(t) = — = —rw(sinwt ? — coswt j)
dt
v(0) =rw)
|17‘ — 1 — W7 constante
>

— — 2

V-r = —r°wsinwtcoswt + r2w sin wt cos wt = 0
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EXEMPLO II em 2 D Movimento Circular Uniforme

r(t) = rcos(wt) 2 + rsin(wt) 7

dr
v(t) = P —rw(sinwt ? — cos wt j)
y A
dv
a = o= —rw? coswt i — rw? sin wt j
2
] = —w?(rcoswt i + rsinwt )
' /6) — _wQ,F»
T

—

a aceleragdo é radial e aponta no sentido inverso de 7

esse tipo de aceleragdo é conhecida pelo nome de centripeta
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EXEMPLO II em 2 D Movimento Circular Uniforme

r(t) = rcos(wt) 2 + rsin(wt) 7

. dr’ , ) )
v(t) = — = —rw(sinwt? — coswt ))
y A dt
L dy > . >
a = 7 — —rw” coswtr — rw” smwt
R = —w?(rcoswt i + rsinwt )
\ »
) = —wT
¢
T

—

a aceleragdo é radial e aponta no sentido inverso de 7

esse tipo de aceleragdo é conhecida pelo nome de centripeta
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EXEMPLO II em 2 D Movimento Circular Uniforme

r(t) = rcos(wt) 2 + rsin(wt) 7

. dr , ) )
v(t) = — = —rw(sinwt? — coswt ))
y A dt
L du 5 ) 5 . )
a = 7 — —rw” coswtr — rw” smwt
= —w?(rcoswt i + rsinwt )
= —wWf
T

D

A
oY,
/"

a aceleragdo é radial e aponta no sentido inverso de 7

esse tipo de aceleragdo é conhecida pelo nome de centripeta
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Solugao Formal do Problema

A dinamica do processo (se conhecida!), como logo veremos, possibilita encontrar a

aceleragado
—> — —

a—UV —7T

se conhecemos a aceleragdo a velocidade pode ser encontrada pela Equagdo Diferencial

q(t) = dsz)

integrando com relagao ao tempo

suponha que queiramos encontrar ©/(t;) dado que a velocidade
™ a velocidade inicial é (fg) e a aceleragdo é ((t)
(t) Adlto +2A1)
At(to +At)  dividimos o intervalo t1 — o em n partes

?7(750) At = (tl — t())/n
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At = (tl —t())/n

Adi(to + 2A)
Aﬁ(to + At)

usando Av(t) ~ a(t)At

U(to)
3(t1) ~ B(to) + Ab(to + At) + ATt + 2A¢) + ... + Ad(t1)

~ U(tg) + d(tg + At)At + d(tg + 2AL) At + ... + a(t,) At
tomando a componente x

Ve (t1) = v (to) + az(to + A)AL + ... + a(t1) At

no limite 77 — OO (At — O) a aproximacao fica exata e a soma

Y ag(to + nAt) At — / a, (t)dt
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logo no limite 1 — 0o (At — 0)

Ve (t1) = v (to) + az(to + A)AL + ... + a(t1) At

i1
Uy (tl) — Ug (to) + / Qg (t)dt e similarmente para
b vy (t1), vz (t1)

Combinando tudo temos

A

17(t1) — Ux(tl) ) —+ Uy(tl)j+ Uz(tl) k

t1 th A 3 A
= vw(to)iJr/ ax(t)dti+vy(to)j+/ ay(t)dtj+vz(to)k+/ a,(t)dtk
to to to

t
7(t) = T(tn) + al(t’\dt' independente de sii'rema d? coordenadas !
0
, (equagado vetorial)
0
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2EICUER]  Movimento em um campo gravitacional

Suponha que um objeto mova-se livremente sob a influéncia do campo gravitacional
perto da superficie da Terra. Nesse caso g=const. Escolhendo z como eixo vertical

Z A

. P o —
se o0 objeto e solto em t = O com velocidade vo temos

Ve (1) = v2(0) = vy v,(t) = v,(0) — g/o dt’

vy (1) = v, (0) = voy = v,(0) — gt = v, — gt
L it
U(t) = mesma equacao diferencial que para a aceleragao
dt
=g mesma solugdo !
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Movimento em um campo gravitacional

Entao

F(t) ,,:*(O) _I_ / : ?7( t,) d t/ independente de sistema de coordenadas !

(equagdo vetorial)

em coordenadas cartesianas

(O) (0% (O)t — X0 Uowt

/
/ = y(0) + v, (0)t = yo + voyt
0+ [

v, (1

f
1

0) + v, (0 / dt’ —g/ t'dt’ = 2y + vg,t — = gt*

0 0 2
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Movimento em um campo gravitacional

Se escolhemos a origem do sistema de coordenadas tal que (arbitrario)

—

T(O):ijozy():Z():O

Podemos sempre escolher o sistema de coordenadas de forma que Vg, — U

(velocidade inicial no plano xz)  Porque?

Entao “1
X
T = Vgl — 1 = . |
1 o v .
2 = Vpyt — igt V02 /
>
Vozx X
[ Yoz ) 2
Z = T X equagdo da trajetoria
Vo 202 . . .
-t 0z  (ndo é o que chamamos de equagdo de movimento!)
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EXEMPLO em 3 D

Vamos encontrar o valor maximo de z(x)

Movimento em um campo gravitacional

> A
Vo2 g 2
Z = X 5 L
UOCB 21}033 <max B RO R
Vo .
— — 9 L — O Vg Lmax XL
dx V0 V5
d?z g 0
— T4 4 ° l
0200z —dCISZ 2 < e maximo !
Lmax — Ox
)
2 1 UQ
[ Yoz \ V02V0x 9 V02 V0x _ 0z
— Zmax — 9 2 o 9
/UOZB g v()aj g g
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EXEMPLO em 3 D Movimento de uma Hélice

A

7(t) = rcos(wt)? + rsin(wt) ) +atk

dr A
v(t) = = = —rw(sinwt? — coswt j) + a k
— dfl_))_ 2 t,\ 2 . t/\ 2_)
(= =W coswtl —rw sinwt ] = —*Fjan

a equagdo de movimento é a mesma do movimento circular !

mas a equacgdo da trajetoria ndo !
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