Fisica Estatistica de moléculas de interesse bioldgico

I. Termoestatistica
1. Gas, liquido e sélido

O objeto da Fisica Estatistica € descrever as propriedades macroscopicas de equilibrio
de conjuntos de atomos, decorrentes de seu conjunto de posicGes e velocidades, na auséncia
de fluxo de energia ou matéria (o que define equilibrio termodinamico).
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A distribuicdo espacial de moléculas em diferentes fases da matéria pode ser investigada
através de técnicas de espalhamento de raio-X e auxiliam na formulagdo de hipdteses sobre a
distribuicdo espacial de atomos e moléculas nas diferentes fases da matéria (figura de
http://www.xtal.igfr.csic.es/Cristalografia/welcome-en.html).

Propriedades da matéria em suas diversas fases podem ser obtidas experimentalmente e
constituem as propriedades macroscdpicas do coletivo de dtomos e moléculas. Duas das mais
simples sdo as que correspondem a pressdo de gases a temperatura e pressdao ambiente e o
calor especifico de sélidos, descritas matematicamente pelas relagdes


http://www.xtal.iqfr.csic.es/Cristalografia/welcome-en.html

PV =nRT
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onde n é o numero de mols e R a constante dos gases.

2. Transicdo de fase

As fases da matéria, ou seja, do mesmo conjunto de moléculas, surgem sob diferentes
condigdes de temperatura ou pressdo. Aumentando a pressdo a temperatura constante,
podemos transformar gas em liquido. Mantendo a pressdo constante, podemos transformar
liguido em gds, com o0 aumento da temperatura.

A figura ilustra uma compressdo isotérmica. Em baixa pressdo, o volume é grande e a
densidade é baixa. Aumentando a pressdao, a um certo ponto surge um menisco
separando duas regides de densidades diferentes: é a coexisténcia entre liquido e gas. O
volume diminui a pressdo constante, isto €, sem necessidade de aumentar a pressdo, com
a diminuicdo do volume gasoso e o aumento do volume liquido. Quando o menisco
desaparece, o volume sé diminui se a pressdao for aumentada.

Questdo Desenhe isotermas da pressGo em fun¢do do volume para a situacéo de coexisténcia
pressdo-volume.



Gas de Van der Waals No final do século XIX, Van der Waals prop0s que a transicdo liquido-gds

. ~ RT a ~ P / .
fosse descrita pela expressdo P = v (V)2 . Esta expressdao é até hoje base para a
N N

descricdo da coexisténcia de fases.

3. Fisica Estatistica e modelos

Os modelos da Fisica Estatistica para sistemas de moléculas baseiam-se em hipéteses a
respeito de caracteristicas das moléculas e de suas interagGes. Um tratamento estatistico do
conjunto de moléculas em interacdo leva ao cdlculo de propriedades macroscdpicas que sdo
comparadas com propriedades experimentais.

O inicio da fisica estatistica: modelo mecdnico para a pressdo do gds ideal

Muitos gases reais, em pressdo e temperatura ambiente, apresentam em
experimentos uma pressdo que pode ser descrita matematicamente pela rela¢do

pV =nRT,

onde n € o nimero de mols. Pode-se considerar que o modelo que estabeleceu a
"pedra fundamental” da fisica estatistica € o modelo cinético para gases que estd
em acordo com esta propriedade experimental. Vamos considerar a versdo mais
simples desse modelo:

(i) N “dtomos" deslocam-se livremente com velocidades iguais {v;}} nas 3
diregdes dos eixos coordenados em uma caixa cubica de aresta L;

(i)  os "dtomos” deslocam-se sem interagir (e portanto ndo se chocam entre
si, sendo "invisiveis" uns aos outros);

(iii)  os "dtomos” chocam-se com as paredes conservando sua energia cinética,
invertendo, portanto o sentido de seus movimentos;

Vamos propor um cdlculo da pressdo média exercida pelas moléculas em uma
das paredes, a parede 1:

for¢a média de uma molécula Uma molécula i que "viaja” em dire¢do a esta
parede com velocidade v;, bate e volta na parede, e sofre uma variagdo de
avi
dt’
pois a velocidade da molécula varia durante o choque. Mas como queremos

momento linear 2mv;. A for¢a na parede devido a esta molécula i € f; =m

calcular um efeito médio, vamos considerar o tempo entre duas colisées desta
molécula com a parede, 2L/vl., sendo v; uma velocidade constante. Entdo a for¢a

T . ) ;7 _ 2my; ?
média exercida por esta molécula na parede é f, = %/v‘ = m:’ :
Vi




pressdo média de N/3 moléculas Se temos N/3 moléculas se deslocando em

cada uma das 3 diregbes no volume V = L3, entdo a for¢ga média na parede 1 é
_ wN/3 . _oN/3mv} _mGN/3 2 _Nm 2 2 _ 1 @N/3_2
F1 = Zi=1 i _Zi=1Tl = f2i=1 v = 37 <ve >, Onde <ve>= N_/32i=1 v;. A
~ . F. N ~
pressdo na parede 1 ¢ p, =5 =73 % < v%>. Como a pressdo ha parede 1 deve
ser igual a pressdo em qualquer uma das outras paredes, entdo podemos

escrever

Nm

=——<v?>
Pmodelo vV 3

Pressdo experimental e pressdo do modelo Se comparamos a pressdo do gds

NnRT

~ e sy N
—~ com a pressdo do modelo cinético, pmodelozvg<v2 >,

poderemos considerar o modelo "bom” se pudermos identificar a temperatura
absoluta com alguma fragdo da energia cinética, isto é:

real, Ppexp =

m
nRT = N§<v2>

ou

m<v?> 3 nR 3
= = T: - kB T.

2 2 NNy 2

Mas como saber se o modelo € "bom"? E preciso que essa relagdo entre energia
cinética molecular média e temperatura apareg¢a também em outras
propriedades experimentais. E € o que acontece.

Energia média e calor especifico do modelo Em nosso modelo, moléculas ndo
interagem, portanto possuem apenas energia cinética e, portanto, a energia
média do sistema de N moléculas é dado por

2
N my;

m 3
<E>modelo=2i=1 2 :N?<v2>:NEkBT/

O calor especifico do sistema-modelo, a volume constante, é

3 3 3
NEkB=ENAkB=ER.

1(d_Q) _1ld<E> 1
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Em temperatura ambiente, muitos gases reais apresentam calor especifico a
volume constante dado por

3
CV,exp = E R.

Assim, as hipdteses do modelo levam a uma descrigdo coerente de duas
propriedades experimentais independentes.




Atomos, moléculas ou agregados de moléculas (que doravante denominaremos
particulas) ndo permanecem estacionarios, mas “passeiam” por diferentes posicoes,
acelerando ou freiando sob a acdo das forcas que atuam entre os mesmos, “trocando” energia
entre si. Na teoria que se chama Fisica Estatistica, a sequéncia de “fotos” que constitui o
“filme” do movimento das particulas é “embaralhada” e a frequéncia de fotos iguais é
contabilizada. Para que?

Tempo de medida e médias térmicas O resultado de uma medida experimental, por
exemplo, da temperatura do conjunto de particulas, é, na verdade, uma média temporal sobre
as energias cinéticas de translacdo das moléculas,

<5 NAtf Z adls

onde N é o numero de particulas e At é o tempo de medida. Em geral, o tempo de medida é
muito maior (gostamos de dizer que é “infinitamente” maior) que o tempo de movimento das
particulas. Para dtomos, podemos calcular esse tempo aproximadamente, imaginando que a
velocidade é dada pela relacdo <mv?/2> = 3kgT/2 (de onde vem essa relagdo?) e que distancia
tipica é da ordem de angstroms. Entdo, o tempo médio entre choques dos atomos deve ser da
ordem de 103seg!

Questdo Obtenha este numero e verifique se o valor acima estd correto.

Durante o tempo de medida, as particulas passeiam por “infinitas” diferentes configuragdes.
Do ponto de vista da média, o que importa é a soma dos intervalos de tempo em que
permaneceu em cada configuracdo, independente da sequéncia temporal especifica. Isto €,
podemos reescrever a média temporal acima da seguinte forma

muv? mv?(t) 1 muv? sty mvv mvv
<= im Z =5 20" =
2 Nat) g At 2
v

onde Ot, é o tempo total em que a particula permaneceu com configuragdo v. Assim,

podemos substituir a média temporal por uma média sobre frequéncias de configuracdes. A
hipétese adotada pela fisica estatistica é de que, no tempo da medida, todas as configuragdes
possiveis ao sistema de particulas sao visitadas , permitindo-se substituir a média temporal por
uma média sobre todas as configuragdes possiveis, ou no jargdo da fisica estatistica, efetuar
uma média no ensemble. O que constitui, também no jargdo da fisica estatistica, a hipdtese
ergddica, de que as médias temporal e as médias sobre todas as configuracdes sao
equivalentes. Para tanto, é necessario apenas “inventar” uma distribuicdo de probabilidades

Sty <. (et
py < A—;’. E ai que entra a estatistica!

Probabilidades e ensembles Um dos postulados mais fundamentais da fisica estatistica é
que



em um sistema isolado, de energia E e volume V constantes, todas as configura¢des v
1

possiveis, Q(E,V), sdo igualmente provaveis, isto é, p, (sistema isolado) = 5

A partir deste postulado, podemos deduzir as distribuicdes de probabilidades para as
configuragdes de particulas sob outras condi¢des termodinamicas. A mais conhecida é a
condicdo de banho térmico: o sistema analisado encontra-se contido em um volume rigido no
interior de um “grande” banho, com o qual troca energia através das paredes rigidas. O nosso

Eres

“pequeno” sistema, de energia E, troca “pequenas” quantidades de energia com o sistema
“grande”, ou banho, de energia E.s, no qual esta imerso. Se os dois em conjunto constituem
globalmente um sistema isolado, com energia Eo=E:s+E, a hipdtese de equiprobabilidade para
o sistema global leva* a distribuicdo de probabilidades para o sistema “pequeno” conhecida
como distribuicao de Boltzmann,

_Ey
e kT

py (sistema em banho térmico) =

em que E, é a energia da configuracdo espacial v do sistema de N particulas.

No jargdo da fisica estatistica, o primeiro ensemble é o ensemble microcanénico e o segundo, o
ensemble canénico.

*De acordo com o principio da equiprobabilidade para o sistema composto,

py = W Utilizamos a definigdo estatistica de entropia, para escrever
0

Sres(Eres) = kg In(2(E,,s)). Como a energia do sistema pequeno (ou do reservatdrio) ndo é
fixa, definimos sua energia interna como a energia média do mesmo: U =< E >. Efetuamos
uma expansdo da fungdo entropia do reservatorio em torno da energia média do sistema
pequeno, isto €,

Sres(Eres = Eo — E, + U = U)
~ Sres(Eres = Eo = U) + [0Sres/ 0Eres]l (g 05=Eo-0) (U = Ev) = Syes(Eres = Eo —U) + (1/T)(U — E,).
Substituindo na expressdo de p,, obtemos

kEI ln(pv) = Sres(Eres = EO - U) + (I/T)(U - Ev) - Stot(EO) = _S(U) + (1/T)(U - Ev)!

2 Lwy-ts
portanto p, = e ksTerV"TS) |




O postulado da equiprobabilidade para sistema isolado leva a estabelecer, para um
sistema imerso em banho térmico a probabilidade mais conhecida como “peso de Boltzmann”.
Mais precisamente,

E
exp (_k)TVT)

Z(T,V,N) ' (2.2)

Pconfiguracio (T, V,N constantes) =
onde Z(T,V,N) é definida em termos da energia livre de Helmholtz F(T,V,N)através da
relacdo

Z(T,V,N) = —kgT In(F(T,V,N)). (2.3)

No entanto, devido a uma das propriedade das probabilidades, que define que a soma de
probabilidades de todos os eventos possiveis deve ser igual a um, a fungdo Z(T,V,N) pode ser
interpretada como uma “constante” de normalizagao,

_Ev
2vby =2y eXp( kBVT) =1

zZ(Tv,N) '’ (2.4)

0 que permite que seja calculada para modelos especificos.

Uma vez definida a distribuicdo de probabilidades, as médias de diferentes grandezas no
sistema em banho térmico, ou, em linguagem mais técnica, no ensemble candénico, podem ser
calculadas. Por exemplo, a energia média serd dada por

<E>= Y, E,py, (2.5)
com p,, dado por (2.2) e (2.4).

Em resumo, é possivel obter as propriedades termodinamicas de um modelo estatistico da
seguinte forma:

i. Definimos os estados microscdpicos ou configuragées v do modelo, bem como as
energias de cada configuragdo, E,,.
ii. Calculamos a fung¢do de parti¢do Z(T,V,N) (Eq 2.4).
iii. Obtemos a energia livre de Helmholtz F(T,V,N) (Eq. 2.3) e as equagdes de estado de
interesse, a partir das derivadas parciais de F(T,V,N).
iv. Obtemos as médias térmicas, ou no ensemble, das propriedades de interesse, <...> (Eq.
2.5)



4. Termodindmica - breve revisdo

A Termodinamica é uma teoria do macroscépico, da matéria com dimensdes visiveis. Suas
varidveis correspondem a grandezas mensuraveis, e, portanto, dizem respeito ao
comportamento conjunto das particulas que compdem a matéria. A teoria estrutura-se em
termos de algumas leis relativas a energia (“A energia do universo é constante.”), a entropia
(“A entropia do universo cresce sempre.”) e a temperatura.

Relagdes entropia-energia Para fluidos simples, o reconhecimento de que o calor era uma
forma de energia levou a inclui-lo nas transformag¢Ges mecanicas, de forma que o teorema do
trabalho descrito na relacao

W = [} Fdx = AESY,

generalizado para o grande nimero de particulas que constitui o fluido, foi substituido pela
relacdo

AESS + AEP?" = W — calor absorvido,

ou, na forma mais conhecida, dU=dQ-dW. A nova interpretacdo do calor leva também a
invencdo da grandeza entropia, definida como dS=dQ/T, permitindo reescrever dU=TdS-pdV,
em que p é a pressdo do fluido e V o volume. Ao calor e ao trabalho podem ser adicionadas
outras variagdes que modificam a energia interna, como as decorrentes de propriedades
elétricas ou magnéticas. E, ainda, se nosso sistema, ao invés de um nuimero fixo de particulas,
N, contém um numero varidvel de particulas, podendo receber ou perder particulas, que
trazem ou levam energia, incluimos essa fonte de variagdo na expressao de dU:

dU = Tds — PdV +pudN

em que u recebe o nome de potencial quimico. As propriedades termodinamicas de equilibrio
de um fluido estdo, em geral, contidas na relagdo entre as quatro grandezas, energia interna U,
entropia S, volume V e nimero de particulas N, chamada de relagdo fundamental do fluido, e
expressa através das fungées entropia S(U,V,N) ou energia interna U(S,V,N) .

Variaveis intensivas e equagdes de estado Do ponto de vista matemdtico, portanto,
podemos interpretar as varidveis que chamamos de intensivas em termos de derivadas
parciais da entropia ou energia:

1_(65) P_((’)S) n (65)
T \oUu/yy’ T \aV/yny' T \oN/yy

ou

- ((’)U) p (6U> B <6U)
~\as)yn’ - v/ FT N/,



A identificacdo das varidveis que devem permanecer fixas, nas expressées das derivadas
parciais, parece ser desnecessaria e cansativa, mas, como veremos adiante, é importante, do
ponto de vista técnico, pois lidaremos com multiplas varia¢Ges das definicGes que acabamos
de discutir.

As equacOes para as varidveis intensivas, temperatura, pressdo e potencial quimica, sdo
chamadas de equacdbes de estado. Essas equacdes compreendem informacdo parcial sobre a
termodinamica do sistema em questdo, uma vez que sdo obtidas a partir de derivadas parciais
de relagées fundamentais.

Ener‘gias livres e en‘l’alpias As funcOes termodindmicas energia U(S,V,N) ou entropia
S(U,V,N) de um determinado sistema devem conter toda a informacdo termodinamica sobre
este sistema. Mas por que encontramos tantos outros potenciais termodinamicos utilizados na
literatura de termodinamica e fisica estatistica: a energia livre de Helmholtz, a energia livre de
Gibbs, a entalpia, o potencial grande-candnico... Na verdade, todos estes potenciais sdo
equivalentes, do ponto de vista de que descrevem as mesmas propriedades termodinamicas.
Para entender isso, vamos fazer uma digressao matematica.

Transformadas de Legendre* Uma func¢do y=y(x) descreve a relagcdo entre um conjunto de
pontos (x, y) no espag¢o x-y. Graficamente, a fun¢do é representada por alguma curva no
espaco x-y. No entanto, podemos descrever a mesma relacéo entre as coordenadas x e y destes
pontos em termos das tangentes a curva:

A cada ponto da curva, descrito por dois nimeros x ey, podemos associar uma reta tangente a
curva no mesmo ponto, sendo que cada tangente pode ser descrita também por dois numeros,
p e F, que sGo o coeficiente angular e o coeficiente linear da mesma. A reta tangente ao ponto

. .. ~ [7] - .
(Xo,Yo) pode ser descrita em termos de sua inclinagéo p = (%) e do coeficiente linear F. F e
X=Xq

p guardam a relagéo p = y‘;—_F, ou F =y, — px, . Assim, o conjunto de pontos (x,y) que
0

descreve a fungdo y(x) tem representagdo equivalente no conjunto de pontos (p,F) descrito
pela fungdo F(p). F(p) é denominada a transformada de Legendre de y(x).

* Na mecdnica, utiliza-se também a transformada de Legendre que relacionam as fung¢bes Lagrangiana e
Hamiltoniana, por exemplo, mas utiliza-se uma convengdo de sinal diferente.



Os potenciais termodinamicos, como as energias livres e a entalpia, sdo transformadas de
Legendre da energia interna U(S,V,N). Mas como a energia interna é fungdo de trés variaveis,
ha varias transformadas de Legendre possiveis:

energia livre de Helmholtz F(T,V,N) = U — ';—ZS ->  F(T,V,N)=U(T,V,N)-TS(T,V,N)
energia livre de Gibbs G(T,P,N) = F — ZTF/V > G(T,P,N)=F(T,P,N)+PV(T,P,N)
entalpia H(S,P,N) = U — 3—31/ -> H(S,P,N)=U(S,P,N)+PV(S,P,N)

potencial grande-candnico W(T,V,p) = F — Z—;N > WY(T,V,w)=G(T,V, p)- uN(T,V, p)

Com mais um pouco de matematica, podemos identificar as derivadas parciais dos potenciais
termodinamicos. Por exemplo, para a energia livre de Helmholtz, podemos escrever

dF = dU — TdS — SdT = —SdT — pdV + udN,

portanto

S(T,V,N) = — (:TF)V,N’ P(T,V,N) = — (;TF)T,N' u(T,V,N) = — (;TF)T,V'

Note que para obter a funcdo F(T,V,N) = U — TS, é necessario escrever a energia interna, U,

como funcdo de T, V, N, assim como a entropia, S, em funcdo de T,V, N. Ou seja, é necessario

inverter as equag¢des T(S,V,N) = (:TU) eU(S,V,N)=U(S(T,V,N),V,N).
V.N

E interessante, ao se trabalhar com a fisica estatistica, ter 8 m3o uma tabela de potenciais
termodinamicos, acompanhados de suas equag¢des de estado. No trabalho com modelos
estatisticos, a escolha do potencial termodinamico a ser calculado é feita por conveniéncia
matemadtica. Mas como todos os potenciais termodinamicos sdo equivalentes, isto é, contém
as mesmas informagées termodinamicas, como vimos, a escolha baseada em facilidade
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matemadtica ndo é um problema. No entanto, o cuidado com a informacgao precisa de quais sdo
as varidveis independentes, e com quais sdo as variaveis mantidas constantes ao tomar-se uma
derivada parcial, é fundamental, para manter a consisténcia dos calculos. E como ha tantas
possibilidades de organizacao dos dados termodinamicos, é interessante ter sempre a mao
uma tabela que organize essas possibilidade, como a que segue abaixo.

Nome do Potencial como diferencial do potencial equacoes de estado
potencial transformada de Legendre
termodinamico de outro potencial

S(T,V,N) = — (;TF)V,N

. d
ererga e de L F(T,V,N) dF = —SdT — pdV + pdN PTV.N) = - (5-)
= U(T,V,N)—TS(T,V,N) oy
WYV = (57),,
G
ST.PN) == (3)
energalvrede | G, p, ) dG = —SdT + VdP + pdN V(T,P,N) = ()
= F(T,V,N) + PV(T,P,N) G\
Wt P = (57),.,
OH
T(S,V,N) = — (F)PN
PV Ny = (2L)
Entalpia H(S,P,N) dH = TdS + VdP + pdN T,V,N) = (aT)S,N
= OH
U(S,P,N) + PV(S,P,N) (S, PN = (aT)sp

v
savw == (5),,
potencial grande- v
candnico ov

W(T,V, W) d¥ = —SdT — pdV — Ndp P,V =— (
=F(T,V,pn) — uN(T,V, p) ow
,Ll(T, v, I'l) = - (_

n

)o
),

TV
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5. A entropia estatistica e modelos de rede

A idéia de entropia torna-se mais concreta se pensamos em atomos e moléculas. Alias,
Clausius, que a inventou, e a identificou matematicamente com a expressdo dS=dQ/T, pensava
nos atomos. Mais tarde, Boltzmann tornou a definicdo microscépica precisa, ao associar a
entropia com o numero de configuragdes espaciais e de reparticdo de energia, Q, na relacao

S = kB In Q.

Vamos fazer um exercicio de utilizacdo das idéias revistas até agora através do estudo de dois
modelos estatisticos, o fluido de rede e o polimero ideal.

Gas de rede

O gas de rede é um modelo para um sistema de N particulas em que o volume V é dividido em
V células de igual tamanho voque ndo podem ser ocupadas por mais do que uma particula.

O N particulas
V células
QQ Volume V=I7v0

energia constante

A energia do modelo é constante, pois ndo ha interacées além da de volume excluido (uma
particula ndo pode ocupar o mesmo espago que outra). O nimero de configuragdes espaciais
do modelo depende do nimero de particulas N e do volume V:

4

#0510 = N'(V—-N)Y

A definicdo estatistica de entropia e um pouco de matematica nos permitem escrever a
relacdo fundamental do modelo

S(V,N) = kp{VInV —NInN — (V — N)In(V — N)}.
A pressao do modelo pode ser obtida a partir da derivada parcial da fungdo entropia:

Lo (2),, = kalin? (7 M)k = kol (1 -2

Vo

— _ks —
= In (1-p),
onde p é a densidade do gas.

N3o parece nada com a expressao da pressao de um gas! Mas podemos comparar isotermas
para os dois modelos:

12



gas ideal

I n
0 0,2 0,4 0,6 08 1

) densidade p

Questdo Obtenha uma expressdo aproximada para a densidade do gds de rede em densidade
bem baixa e compare com a expressdo da pressdo do gds ideal. Analise a representacdo grdfica
das duas pressdes em baixa densidade.

Liquido de rede

A fase liquida da matéria, como fase distinta da fase gasosa, s existe por conta das interagdes
atrativas entre moléculas. Vamos introduzir essas interagdes em nosso fluido de rede. A
interacdo comum a todas as moléculas e atomos é a intera¢do dipolo-dipolo induzido, que cai
rapidamente com a distancia, e que figura na literatura com diversos nomes, como van der
Waals ou London. No modelo de rede, esta interagdo é representada atribuindo-se uma
energia — a pares de primeiros vizinhos:

O N particulas

= V células

QQ Volume V=I7v0

pares de particulas vizinhas interagem com energia -&

Este modelo apresenta coexisténcia de fases e descreve muito bem a separacgdo de fases entre
liguido e gas nas proximidades do ponto critico. No entanto, a solugdo exata deste modelo é
extremamente complicada, além de ndo existir solu¢do analitica em trés dimensdes. O estudo
a seguir ilustra as dificuldades envolvidas e uma das aproximag¢des mais comuns no estudo de
modelos estatisticos: a aproximacdo de campo médio.
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6. Transigdo liquido - gas - modelos

Vamos considerar duas abordagens simples para o modelo de liquido de rede: (a) o calculo

exato para um sistema bem pequeno, e (b) uma aproximagdo para as interacGes entre as

particulas.

(a) Sistema pequeno Vamos considerar V = 4 e N = 2. As configuraces possiveis para o

pequeno sistema sdo

O O configuragdes de energia E=0

Q] 1O
0|0

O O
O O[O

configuracdes de energia E=-¢

Podemos escrever as probabilidades para as configuracdes de mesma energia em termos da

energia e da degenerescéncia correspondente

4€k;T 2 k;T
E = — = , E = O =
PE=~8)=——, p(E=0)=—,
Z = 4ekBT + 2.

Portanto, a energia média do pequeno sistema é

&

6 5T 2
<E>= 2 E,p, = (—¢) + (O)Z
v=1
ou
&
<E>= ez
4ekBT 42 2+e kBT
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Tarefa Considere um sistema de V.= 9 e N = 4. (i) Quantas configuracdes sdo possiveis?
(i) Quais os valores de energia possiveis e qual a degenerescéncia de cada um? (iv) Obtenha
uma expressdo para a energia média e represente num grafico <E> vs T. (v) Em que regido de
temperatura estaria a transi¢do liquido-gas?

(b) interagdes de longo alcance — o modelo de campo médio Uma aproximacgao do
modelo muito interessante é aquela em que se substitui a interacdo de primeiros
vizinhos por uma interacdo média entre todos os pares de particulas,
independentemente da distancia, dada por — g/V.

@)
O

: O @)
O OQ @) O
DQOQ ol o
ol 0] Qo GQ

Liguido de campo médio -

Liguido de rede - particulas

vizinhas se atraem com energia -& particulas se atraem com energia

—€ independente da distancia

Na configuracdo da figura da esquerda, para o liquido de rede, E = —4&. A energia depende

da configuracdo, como vimos no caso (a).

Na configurac¢do da figura, para o liquido de campo médio, E = —¢€ 13x12

, pois cada uma

das 13 particulas interage com todas as outras 12 particulas. O fator 2 corrige o fato de que
contamos duas vezes cada par de particulas. Note que a energia é a mesma, ndo importando
como estejam distribuidas as moléculas. Isto é, a energia do sistema independe da

configuracao.

Mas quanto vale €? O valor de € é escolhido de tal maneira que a energia dos dois modelos
seja a mesma na situacao de densidade 1.
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No modelo original, a energia da configuracdo “cheia” é E = —2Ne& = 2Ve, onde N = V. No

. N(N-1) _ NZ _
modelo modificado, E¢campo médio = — € x— & Para que Ecqampo médio = E,

_  4e
devemos ter € = v

Termodindmica do modelo de campo médio Temos para a energia do modelo de campo
médio
2

Ecampo médio (V; N) = - 7 &

paratodasas 2 = configuracdes. Portanto a entropia é dada por

V!
N!(V-N)!
Scampo médio(V,N) = kg{VInV —NInN — (V —N)In(V — N)}.
A energia livre fica
Fcampo médio = Ecampo médio ~ T Scampo médio
oF

E podemos calcular a pressdo a partir de P = o = —kgTIn (1 — p) — 2ep?.

. . o o P 7]
Tarefa (i) Verifique se esta fungdo para a pressdo apresenta coexisténcia (% =0).

.. . e s . d . . .
(ii) Determine a condi¢Go para ponto critico (a condigdo em que ZP_— 0 deixa de ser satisfeita.

v

(iv) Desenhe isotermas no plano P vs p.

(v) Obtenha as propriedades do modelo agora efetuando cdlculos a partir da fungdo
de partigdo e de sua relagdo com a energia livre. Verifique a consisténcia dos
resultados.

(vi) Compare a press@o deste modelo com a pressdo de Van der Waals.
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