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ZERO DE FUNCOES

AuLA 3: CONVERGENCIA ALTERNADA E MONOTONA E METODOS COM PRECISAO PRE-FIXADA
Convergéncia Alternada e Monétona.

Definicao 1. Seja (p,,) uma sequéncia em R. Dizemos que
1) A sequéncia ¢ mondtona se a condigao 1 1) ou 1 ii) é satisfeita:
1 1) Para todo n > 0, temos p, < ppy1. Assim, pg < p1 < pa < ....
1 ii) Para todo n > 0, temos pp4+1 < pp. Assim, ... < p2 < p1 < Po.

2) A sequéncia é alternada se uma das condigbes abaixo sdo satisfeitas:

2 i) Para todo n > 0, temos po, < Pont2 < ... < Pants < Pant1. Assim, pg < ps < ... < p3 < p1-

2 ii) Para todo n > 0, temos pa,t1 < Ponts < ... < Panta < Pan. Assim, p; < p3 < ... < p2 < po.
2 iii) Para todo n > 0, temos payt2 < Pon < ... < Papt+1 < Pont3. Assim, py < pp < ... < p1 < p3.
2 iv) Para todo n > 0, temos papt3 < pant1 < ... < Pan < Papt2. Assim, ps < p; < ... < pp < pa.

Proposicao 2. Seja g : I — R uma funcdo de classe C' definida num intervalo I C R que pode ser
ilimitado. Seja pg € I e (pn) a sequéncia definida como pny1 = g(pn), n > 0. Se a sequéncia estd bem
definida, entdo

i) Se ¢'(z) > 1, Vx € I, entdo a sequéncia € mondtona e diverge.

it) Se 0 < ¢'(x) < 1,Vx € I, e I = [a,b] é um intervalo fechado e limitado, entio a sequéncia €
mondtona e converge. Em particular, temos

Po<pr < ..<Pp<pPpy1<..<p
ou
P< .. <Pnt1 <pPp<..<p1<Dpo.-
iii) Se ¢'(x) < =1, Vx € I, entdo a sequéncia € alternada e diverge.
iv) Se —1 < ¢'(z) < 0, Vx € I, entdo a sequéncia € alternada e converge. Em particular, temos

Po <p2 < ... <Pap < Pang2 <. <P < < Papg3 < Pang1 < ... <p3<p1
ou
P1<p3 < .. <DPopt1 < Popg3 < ... <p< ... <popta < pPop <...<p2<Dpp.

Proposigdo 3. Seja g : [a,b] — R uma fungdo de classe C' tal que k := max,eqp |9’ ()] < 1.
Suponha que g tenha um ponto fizo p € [a,b] (ele é tinico, pois g'(x) # 1, para todo z € [a,b]).

a) Seja 6 :=min {p — a,b — p}, entdo se pg € [p—3,p+ 9], a sequéncia (p,) dada por ppi1 = g(pn),
n >0, estd bem definida (e, portanto, converge pelo teorema do ponto fizo).

b) Se ¢'(x) > 0, entdo para todo py € [a,b], a sequéncia (p,) dada por pni1 = g(pn), n > 0, estd
bem definida (e converge).

Observagao 4. Nas condigbes da Proposigao 3, vemos que se x € [a,b], entdo p sempre estd mais
proximo de g(z) do que de z (a nao ser quando p = z). De fato, pelo teorema do valor médio, temos

l9(z) —pl = l9(z) —g(p)| < k|z—p| < |z —p|.
Em particular, se a sequéncia (py), pnt1 = 9(pn), ¥n > 0, estiver bem definida, p,,41 sempre serd uma
aproximagao melhor de p do que p,, (a ndo ser quando p, = p).

Observagao 5. Pelo que vimos acima, se a sequéncia ¢ monoétona, entao qualquer escolha de pg nos

leva a uma sequéncia bem definida. Se a sequéncia for alternada, podemos ter problemas. No entanto,

pelo item a), se escolhermos py como o ponto a ou b que esteja mais proximo do ponto fixo p, entao a

sequéncia estara bem definida e convergira. Isto ocorre, pois, se p esta mais proximo de a do que de b,
1



ZERO DE FUNCOES 2

entdo entdo a € [p — J,p + d], pois p — & = a. Por outro lado, se p estd mais proximo de b do que de
a, entdo b € [p— 8, p + d], pois p+ § = b. Como saber qual extremidade, a ou b, esta mais proxima do
ponto fixo? Podemos usar a proposigao abaixo.

Proposigao 6. Seja g : [a,b] = R wma fungio de classe C' tal que k := max,ejq ¢’ ()] < 1.
Suponha que g tenha um (inico) ponto fizo p € [a,b].

i) Se g(“Ter) > GTH’, entao p estd mais préoximo de b que do que a.

ii) Se g(aT“’) < “T“’, entao p estd mais proximo de a que do que b.

Métodos com precisdo pré-fixada. Seja g : [a,b] — R uma funcdo de classe C' com um tnico
ponto fixo p.

Meétodo de ponto fixzo com precisio pré-fizrada com convergéncia mondtona (0 < g’ < 1):

Seja p o ponto fixo. Seja € > 0 tal que [p — 2¢,p + 2¢] C [a,b] e po > p (0 caso py < p é andlogo)

Paran > 0:

i) Se g(pn — 2¢) > p, — 2¢, entdo paramos o método e p,, — € é uma aproximagao do ponto fixo p
com erro < €.

ii) Se g(pn — 2€) < pn — 2€, entao ppy1 = g(pn — 2e).

Meétodo de ponto fizo com precisio pré-fizada com convergéncia alternada (—1 < ¢’ <0):

Seja p o ponto fixo. Vamos escolher py € [a,b] tal que a sequéncia (p,), Pnt1 = 9(pn), ¥n > 0,
esteja bem definida.

Paran > 0:

i) Se |g(pn) — Pn| < 2¢, entdo paramos o método e
erro < €.

11) Se |g(pn) _pn| > 2¢, entao Pn+1 = g(pn)-

Pntg(pn) 4 : 5
=52 ¢ uma aproximagao do ponto fixo p com



