
CONVERGÊNCIA MONÓTONA
E ALTERNADA .

⑦ DEFINIÇÃO DE SEQUÊNCIAS ALTERNADAS E MONÓTONAS

• CRITÉRIOS PARA DETERMINAR SE Pne , = glpn ) É ALTERNADA OU MONÓTONA E SE

CONVERGE OU NÃO
.

a. MÉTODOS COM PRECISÃO PRÉ - FIXADA PARA SEQUÊNCIAS ALTERNADAS E

MONÓTONAS .

PRÉ-REQUISITO : TEOREMA DO VALOR MÉDIO : SEJA f:[a. b)→ IR DE CLASSE C!

DEPENDE DE XEY .

ENTÃO PARA CADA p.ge/a,bJ,7O-EJ0,llTALQUEflpl-flqI--f'lptOlq-pDlp-ql .

COROLÁRIO : SE f :[a.b) → IR É DE classe C
'
E hi-nqxa.es/f'cxt/ ,

então lflp) - ftp.sh/p-q/,V-p,qela,b1.



CONVERGÊNCIA MONÓTONA E ALTERNADA

DEFINIÇÃO : DIZEMOS QUE UMA SEQUÊNCIA (pm ) Em R É :

1) MONÓTONA SE r.rspn-nspnlpn-is.r.CAT po .

f- - - - -
- - -

M"
É" jn

"

pm :p, p.

OU SE pol p ,
C

. . . lpn-ilpnlpn.nl . . .
- - - . -

=-- - - - -7mal
ja ja ja jmjnim.

2) ALTERNADA SE polpa Spys .! psrspzspi .
A1 )À

po pa pq po
,
Ps

y
PI

Ou p , spssp55.rs pyspaspo
J

AH
P, Psg Às py

"

pa

Ou post p, Cpis polpa Tpn
A- 3) e a

f. p:p , op.
>
À ira

OU pn < palpo Sp , Tpsspsi
AY)

. . .

>
.

s

pa pa
,
po p , É Às



|

Proposição : SERA ICIR UM INTERVALO ( PODE NÃO SER LIMITADO ) E

G : I → IR UMA FUNÇÃO DE CLASSE C ! SERA poe I TAL QUE

A SEQUÊNCIA pnt , = glpn ), MZO , ESTEJA BEM DEFINIDA E piaglpo)#po .

Assim
,

1) SE g) ( x ) ) 1 , HM EI, ENTÃO A SEQUÊNCIA É MONÓTONA DIVERGENTE .

µ INTERVALO
FECHADO E LIMITADO.

2) SE OS g) (x ) ( 1 , FREI -_ la , b), ENTÃO A SEQUÊNCIA É MONÓTONA CONVENENTE
.

3) SE g) In) C- / , Fne I , ENTÃO A SEQUÊNCIA É ALTERNADA DIVERGENTE.

4) SE -19 g) INITO, FREI , ENTÃO A SEQUÊNCIA É ALTERNADA CONVERGENTE.

DEMO : SUPONHA QUE g) 70 E p, e- glpol > po ,
ENTÃO glp , ) 7g Ipo) ⇒ pa > p, .

DA MESMA FORMA p, > pa .

Assim
, po Sp , Tpa Tpzs . . .

SE po ) p, ,
ENTÃO glpo ) ) glp, ) ⇒ pidpa .

DA MESMA FORMA
, padps .

Assim
, . . . Sp , Tpasp , Sp .

CONCLUÍMOS QUE lpn) É MONÓTONA .



irei
1) SUPONHA QUE g) 1×171 , TTNEI . j. p, p. p,

VAMOS SUPOR QUE p , > p. .
LOGO f :=p ,

-

po 70 .

µ
TEOREMA DO VALOR MÉDIO

Vemos Assim QUE pa -p ,
-
- glp . ) - ftp./--g'/p. + Olp. -pol) lp , - po )

↳ OEJO
, ll .

COMO g) 71 ,
CONCLUÍMOS QUE pa

-

p , 7 p , - p.
= f.

ASSIM
, pa - po = pa

-

p , + p,
-

po
? 28

.

POR INDUÇÃO
, USANDO o mesmo

ARGUMENTO , VEMOS QUE pn - po 7nF , ttn >0.1060 (pm) DIVERGE.

SE p , S po , USAMOS O MESMO ARGUMENTO .

2) SUPONHA QUE OSGYXITI , ttne F- la ,b)

COMO
g
"
É CONTÍNUA

,
I É FECHADO E LIMITADO E OS g)CXITI , FREI, concluímos

QUE %Af.gg/g'lxt:=h 91 .
ESTAMOS NAS CONDIÇÕES DO TEOREMA DO PONTO fixo

.

PORTANTO (
pr
) CONVERGE .

3.) SUPONHA QUE g) (x) C- 1 , Axel .
VAMOS SUPOR QUE p , > p. .

LOGO f :=p ,
-

po 70 .

MOE 30,1C

Vemos Assim QUE pa -p ,
-
- glp . ) - ftp./--g'/p. + Olp. -pol) lp , - po )↳ TEOREMA DO VALOR MÉDIO.

COMO gk - 1 ,
CONCLUÍMOS QUE pa

- pit p. - p , ⇒ palpo .



Assim
, pasp. Sp , .

O MESMO ARGUMENTO IMPLICA QUE p, Tpz .

POR INDUÇÃO
,
TEMOS . . . Tpn Tpa Tpa Tp , Tp , Tps T . . .

SE p, Tpo , O MESMO ARGUMENTO NOS LEVA A.Aps Sp, T polpas . . .

A SEQUÊNCIA lpn) DIVERGE , PORTANTO .

4) SUPONHA QUE - tsginso ,
Axel

.

VAMOS SUPOR QUE p , > p. .
LOGO f :=p ,

-

po 70 .

MOE 30,11

Vemos Assim QUE pa -p ,
-
- ftp.l-g/po)--g'/p. + Olp. -pol) lp , - po )

COMO -19g
"
TO

,
CONCLUÍMOS QUE pa -p , > po - p, ⇒ palpo E pa

-

p,
TO pasp,

Assim
, pospasp , . O MESMO ARGUMENTO IMPLICA QUE paspzsp, .

POR INDUÇÃO
,
TEMOS polpa Sp , T . . . Tp, Sp, Sp, .

É ALTERNADA !

SE p, Tpo , O MESMO ARGUMENTO NOS LEVA A pit palpas . - Tpn Tpa Tpa .

A SEQUÊNCIA (pn) PERTENCE
,
PORTANTO AO INTERVALO F- lpo , pit ,

ÕEPI , po ? COMO 1g
' / TI NESTE INTERVALO E

g
' É CONTÍNUA

,
TEMOS

h :-. Max IGYNII 51 . ESTAMOS NAS CONDIÇÕES DO TEOREMA DO
reo

PONTO FIXO .

Assim
, A SEQUÊNCIA CONVERGE. jaz
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CONVERGÊNCIA ALTERNADA (-1940)
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EXEMPLO : g
: R→ IR papo por glx) =P .

PONTOS FIXOS : O E 1

SE
po 71 ⇒ lpn ) DIVERCE

g) (x ) = 2x e JIIAI
, se ta p.

= 1 ⇒ (pm) CONVERGE PARA 1

]-1,11 , SEREI
-t.tl/p.Is1 ⇒ (pm) CONVERGE PARA O.{

J-p , -11 , SEXC -% p.
= - t ⇒ (pn) CONVERGE PARA 1 •

pos- l ⇒ (pm) DIVERGE .

* a

--⇒-g) c-1 .

- logico g) 71



SEJA g :[9, b)
→IR DE CLASSE C

"

TAL QUE A-
=L.jp/g'lxl/T1 E com um Único ) PONTO FIXO pela, bl. DADO

p. Ela , b ), QUANDO É QUE A SEQUÊNCIA (Pm) , pn" -_ glpn) , HNZO , ESTÁ BEM DEFINIDA ? (E
,
PORTANTO

,

CONVERGE PELO TEOREMA DO PONTO FIXO ) .
µµ→

[a, ptf]

Proposição : NAS CONDIÇÕES ACIMA : I I I Í É O INTERVALO .

OU

ta tmlpmotp → [peça,
[p- S, ptf] .

a) SEOA f mivlp - a, b-p } , ENTÃO, se poelp - f , p + f), A SEQUÊNCIA (pn) ESTÁ BEM DEFINIDA

↳ CONSEQUENCIA : . SE p ESTA

MAIS PRÓXIMO A a , PODEMOS
ESCOLHER

b) SE g)(X) 70 , ENTÃO PARA TODO p.
Ela

, b) ESTÁ BEM DEFINIDA . po
-
- a. SE p ESTÁ MAISPRÓXIMAb, PODEMOS ESCOLHER po = b.

DEMO : 4) VAMOS PROVAR POR INDUÇÃO QUE SE pn E [p- f,ptf) PARA ALGUM NZO
,
ENTÃO

glpnlefp - f,ptf] Cla , b) .
ISTO SEGUE DO TEOREMA DO VALOR MÉDIO , POIS

lglpn) -pttglpn ) - gipstsklpn -pilates .

b) VAMOS SUPOR QUE po >p
( po Tp É ANÁLOGO

)
. VAMOS MOSTRAR POR INDUÇÃO QUE SE

p tpm Tb , ENTÃO glpnlelp , pn] C la , b ) . Isto SEGUE DE

glpnl - p -- glpn )
-

glp )
-

_ ftp.iolpn-pblpn-p ) .

Assim
, gcpnl ? p

( pois g
" 70) E glpntspn ( pois g

'
s l)

.

Em PARTICULAR , TEMOS

PE . . . E pmipns . . .
E po

OBSERVAÇÃO : Iglx) - pt-tgcxl-glpllfhlx-plfln.pl ⇒ p + próximo
DE puro Que Depn



EXEMPLO : g :[1,23 → R papo por glxl
= Ê%

.

glp ) = 1.0612 . .
-

7 1
, g (2)

= O -70252 EXISTÊNCIA oh !

g
'
Ix) = - Ê÷p { SO UNICIDADE ok !

> - 1%7=-0.54144. .

SE
po

= 2
, então gtd) = 3¥ = 0.7098 . . . ¢ [ 1,2) ⇒ (pn) MAL DEFINIDO .

COMO SABER QUAL EXTREMIDADE ,
a OU lo

,
ESTÁ MAIS PRÓXIMA DO PONTO Fixo ?

PROPOSIÇÃO : SEJA g :[a , b)
→ IR DE CLASSE C

"

com PONTO FIXO E TAL QUE & : -1µmol, g)A) / Tl .

a) SE
g (¥1) 7 ¥ ,

ENTÃO p ESTÁ mais próximo A b DO QUE A a .

b) SE
g (¥1) T ¥ ,

ENTÃO p ESTÁ mais próximo A A DO QUE A b.

DEMO : a) SABEMOS QUE
p ESTÁ MAIS Próximo DE gla}) DO QUE DE a¥

.

Se
g
(¥ ) 70¥

ENTÃO p TEM QUE ESTAR ENTRE AÍ E b. LOGO b É O PONTO MAIS PRÓXIMO DE p ,

a p atada) b
• . se n . ABSURDO g (

"¥) t LONGE DE p.

.
4¥! OK !

a aia pé
b) MESMO ARGUMENTO .

Os

EXEMPLO ? Se g
(x ) = É÷

,
ENTÃO g

( 1. 5) = 0.84ns 1.5. LOGO o ponto Fixo ESTÁ mais

PRÓXIMO A 1
. PORTANTO

,
SE po =L, A SEQUÊNCIA (pr) ESTÁ BEM DEFINIDA E CONVERGE .



MÉTODO COM PRECISÃO PRÉFIXAPA

CONSIDEREMOS O CASO EM QUE po 7 p
/
po Tp É ANÁLOGO)

.

HIPÓTESESES : o

g
: [a

,
f) → IR DE CLASSE C

'
COM PONTO FIXO p .

• Os gins 1
, trela, b)

• E 70 É TAL QUE QUE [p-2C, p -12E) C la , b) .

ALGORITMO : SEJA po ) p . PARA NZO !

i ) SE glpn - 26/7 pn
- 29

.
Paramos ! SERA f.=p.

- E. ⇒ Ip - pise .

ii) SE glpn - 2 E) Tpn - 2C ,
então pn"

= glpn - 2H

ABAIXO PARAMOS com na
Y"

glpa-247 pa
- ZE

.

f- giro

-
,

e÷
mim
| À p r . p -

pááífpp pap, -2C p , pode poV 11 11

piglpa-24 glp, -24 gtpo-24

f- = pa
- E



EXEMPLO : QUEREMOS CALCULAR A .
COMO FAZÊ - lo ?

SEOA f. IR -7M DADO POR fin) = NA-2 .
LOGO M2 É UM ZERO DE f.

NOTE QUE n? 2 ⇐ fcx) = O ⇐ glx )
-

- x - flx ) = X

Assim
,
n É RAIZ DE f n É ponto Fixo DE gln) = x - na -12

MAS
g NÃO É BOA FUNÇÃO

, POIS g) In) = -2N -11T - 1 , PARA a 71 .

PORÉM
,
SE a #O , ENTÃO flx ) -_ O glx) = se - afcn) = X .

VAMOS ESCOLHER a = Í
.

LOGO gln )
= xt # (2- xd) E

g) In) = / - En .
NOTE QUE SE ME [0.5, 1. 5) , ENTÃO

.

{ Ix ) E [ 0.25, 0.751 .

LOGO Os g) A) TI , ta C- [ 0.25
, 1.5)

\

CONCLUSÃO : Fd É O ÚNICO PONTO FIXO DE
g
:[0.5, 1.5)→ IR .

/

A SEQUÊNCIA (pm ) , pnxieglpn ), CONVERGE ftp.E/O.5it5I
A CONVERGÊNCIA É MONÓTONA .



ESCOLHENDO E = 003



MÉTODO COM PRECISÃO PRÉFIXADA

CONSIDEREMOS O CASO EM QUE po ? p ( po Sp É ANÁLOGO) .

HIPÓTESESES : o

g
:[a , b) → IR DE CLASSE C

"
COM PONTO FIXO p .

• - ICGYXITO , Axe [ a , b)

ALGORITMO : SEJA po TAL QUE (pm) ESTEJA BEM DEFINIDA .
PARA NZO:

i ) SE Iglpn ) - pnl ELE . Paramos ! Sera q :-. "] ⇒ tp -PISE .

ii) SE lglpnl - pnl 724 ENTÃO pn "
e- glpnl

ABAIXO PARAMOS COM n
--2

glpa-247 pa
- ZE

. g-- n

÷

iii.
i i

: I I
I i : i i

"
i i f !

! i :
: I

:p : i !
' in ! i

! iii. , a
i

Ppp) ps , pa po

Patzps , p, -- glpa) .



EXEMPLO : Sera plx)
-
_ na -10.96N - 2.08 .

PARA ACHAR um zero DE

p , PODEMOS USAR A FUNÇÃO Cn ) = }%- .
DE FATO

,

Olcqtq f%7a.iq#q'+0.96q--2.08-plql=0 .

NOTE QUE 0/10.51=2%7--1.4246 . . .
705

0/1151=0.8455 . . . ç 1.5 } EXISTÊNCIA on !

0/4×1=-1%9%7 { TO 2. og
71 UNICIDADE ok !

> - ftp. = - 0.9757. .

COMO ¢ É DECRESCENTE
-1cg

"
⇒ SEQUÊNCIAS ALTERNADAS

⇒ (a) E [ 084,1431 C [0.5, 1.51

⇒ fpn ) ESTÁ BEM DEFINIDA
,
tt po .

OBSERVAÇÃO : AQUI a-- 0.5 E b-- 1.5 . Loco af -- 1 .

COMO (1) = 7¥ = 1.0612
. . - 71

, ENTÃO O PONTO FIXO p ESTÁ

MAIS PRÓXIMO A 1- 5. PORTANTO
,
CASO NÃO SOUBÉSSEMOS QUE ¢ LEVA [0.5, I. 5)

EM [0.5, 1.5 ) , PODERÍAMOS ESCOLHER po = 1,5 E SABERÍAMOS QUE lpn)

ESTÁ BEM DEFINIDA E CONVERGE .
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ZERO DE FUNÇÕES

Aula 3: Convergência alternada e monótona e métodos com precisão pré-fixada

Convergência Alternada e Monótona.

Definição 1. Seja (pn) uma sequência em R. Dizemos que
1) A sequência é monótona se a condição 1 i) ou 1 ii) é satisfeita:
1 i) Para todo n � 0, temos pn < pn+1. Assim, p0 < p1 < p2 < ....
1 ii) Para todo n � 0, temos pn+1 < pn. Assim, ... < p2 < p1 < p0.
2) A sequência é alternada se uma das condições abaixo são satisfeitas:
2 i) Para todo n � 0, temos p2n < p2n+2 < ... < p2n+3 < p2n+1. Assim, p0 < p2 < ... < p3 < p1.
2 ii) Para todo n � 0, temos p2n+1 < p2n+3 < ... < p2n+2 < p2n. Assim, p1 < p3 < ... < p2 < p0.
2 iii) Para todo n � 0, temos p2n+2 < p2n < ... < p2n+1 < p2n+3. Assim, p2 < p0 < ... < p1 < p3.
2 iv) Para todo n � 0, temos p2n+3 < p2n+1 < ... < p2n < p2n+2. Assim, p3 < p1 < ... < p0 < p2.

Proposição 2. Seja g : I ! R uma função de classe C1
definida num intervalo I ⇢ R que pode ser

ilimitado. Seja p0 2 I e (pn) a sequência definida como pn+1 = g(pn), n � 0. Se a sequência está bem

definida, então

i) Se g0(x) > 1, 8x 2 I, então a sequência é monótona e diverge.

ii) Se 0 < g0(x) < 1, 8x 2 I, e I = [a, b] é um intervalo fechado e limitado, então a sequência é

monótona e converge. Em particular, temos

p0 < p1 < ... < pn < pn+1 < ... < p

ou

p < ... < pn+1 < pn < ... < p1 < p0.

iii) Se g0(x) < �1, 8x 2 I, então a sequência é alternada e diverge.

iv) Se �1 < g0(x) < 0, 8x 2 I, então a sequência é alternada e converge. Em particular, temos

p0 < p2 < ... < p2n < p2n+2 < ... < p < ... < p2n+3 < p2n+1 < ... < p3 < p1

ou

p1 < p3 < ... < p2n+1 < p2n+3 < ... < p < ... < p2n+2 < p2n < ... < p2 < p0.

Proposição 3. Seja g : [a, b] ! R uma função de classe C1
tal que k := maxx2[a,b] |g0(x)| < 1.

Suponha que g tenha um ponto fixo p 2 [a, b] (ele é único, pois g0(x) 6= 1, para todo x 2 [a, b]).
a) Seja � := min {p� a, b� p}, então se p0 2 [p� �, p+ �], a sequência (pn) dada por pn+1 = g(pn),

n � 0, está bem definida (e, portanto, converge pelo teorema do ponto fixo).

b) Se g0(x) � 0, então para todo p0 2 [a, b], a sequência (pn) dada por pn+1 = g(pn), n � 0, está

bem definida (e converge).

Observação 4. Nas condições da Proposição 3, vemos que se x 2 [a, b], então p sempre está mais
próximo de g(x) do que de x (a não ser quando p = x). De fato, pelo teorema do valor médio, temos

|g(x)� p| = |g(x)� g(p)|  k |x� p| < |x� p| .
Em particular, se a sequência (pn), pn+1 = g(pn), 8n � 0, estiver bem definida, pn+1 sempre será uma
aproximação melhor de p do que pn (a não ser quando pn = p).

Observação 5. Pelo que vimos acima, se a sequência é monótona, então qualquer escolha de p0 nos
leva a uma sequência bem definida. Se a sequência for alternada, podemos ter problemas. No entanto,
pelo item a), se escolhermos p0 como o ponto a ou b que esteja mais próximo do ponto fixo p, então a
sequência estará bem definida e convergirá. Isto ocorre, pois, se p está mais próximo de a do que de b,

1



ZERO DE FUNÇÕES 2

então então a 2 [p � �, p + �], pois p � � = a. Por outro lado, se p está mais próximo de b do que de
a, então b 2 [p� �, p+ �], pois p+ � = b. Como saber qual extremidade, a ou b, está mais próxima do
ponto fixo? Podemos usar a proposição abaixo.

Proposição 6. Seja g : [a, b] ! R uma função de classe C1
tal que k := maxx2[a,b] |g0(x)| < 1.

Suponha que g tenha um (único) ponto fixo p 2 [a, b].
i) Se g(a+b

2 ) > a+b
2 , então p está mais próximo de b que do que a.

ii) Se g(a+b
2 ) < a+b

2 , então p está mais próximo de a que do que b.

Métodos com precisão pré-fixada. Seja g : [a, b] ! R uma função de classe C1 com um único
ponto fixo p.

Método de ponto fixo com precisão pré-fixada com convergência monótona (0 < g0 < 1):

Seja p o ponto fixo. Seja ✏ > 0 tal que [p� 2✏, p+ 2✏] ⇢ [a, b] e p0 > p (o caso p0 < p é análogo)
Para n � 0:
i) Se g(pn � 2✏) � pn � 2✏, então paramos o método e pn � ✏ é uma aproximação do ponto fixo p

com erro  ✏.
ii) Se g(pn � 2✏) < pn � 2✏, então pn+1 = g(pn � 2✏).

Método de ponto fixo com precisão pré-fixada com convergência alternada (�1 < g0 < 0):

Seja p o ponto fixo. Vamos escolher p0 2 [a, b] tal que a sequência (pn), pn+1 = g(pn), 8n � 0,
esteja bem definida.

Para n � 0:
i) Se |g(pn)� pn|  2✏, então paramos o método e pn+g(pn)

2 é uma aproximação do ponto fixo p com
erro  ✏.

ii) Se |g(pn)� pn| > 2✏, então pn+1 = g(pn).


