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Simbologia

Ԧ𝑟 = 𝑃 − 0 𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟 𝑝𝑜𝑠𝑖çã𝑜

Ԧ𝑣 𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟 𝑣𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒

Ԧ𝑎 𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟 𝑎𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎çã𝑜

𝑡 𝑡𝑒𝑚𝑝𝑜

ሶ𝜔 𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟 𝑎𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎çã𝑜 𝑟𝑜𝑡𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 𝑑𝑜 𝐶. 𝑅. (𝑜𝑢 𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟 𝑎𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎çã𝑜 𝑎𝑛𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑑𝑜 𝐶. 𝑅. )

𝜔 𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑟𝑜𝑡𝑎çã𝑜 𝑑𝑜 𝐶. 𝑅. (𝑜𝑢 𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟 𝑣𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑎𝑛𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑑𝑜 𝐶. 𝑅. )

Ԧ𝑣𝑃 𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟 𝑣𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑎𝑏𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑎 𝑑𝑜 𝑝𝑜𝑛𝑡𝑜 𝑃

Ԧ𝑣𝑃,𝑎𝑟𝑟 𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟 𝑣𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑑𝑒 𝑎𝑟𝑟𝑎𝑠𝑡𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑜 𝑝𝑜𝑛𝑡𝑜 𝑃

Ԧ𝑣𝑃,𝑟𝑒𝑙 𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟 𝑣𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑎 𝑑𝑜 𝑝𝑜𝑛𝑡𝑜 𝑃

Ԧ𝑎𝑃 𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟 𝑎𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎çã𝑜 𝑑𝑜 𝑝𝑜𝑛𝑡𝑜 𝑃

Ԧ𝑎𝑃,𝑎𝑟𝑟 𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟 𝑎𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎çã𝑜 𝑑𝑒 𝑎𝑟𝑟𝑎𝑠𝑡𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑜 𝑝𝑜𝑛𝑡𝑜 𝑃

Ԧ𝑎𝑃,𝑟𝑒𝑙 𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟 𝑎𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎çã𝑜 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑎 𝑑𝑜 𝑝𝑜𝑛𝑡𝑜 𝑃

Ԧ𝑎𝑃,𝐶𝑜𝑟 𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟 𝑎𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎çã𝑜 𝑑𝑒 𝐶𝑜𝑟𝑖𝑜𝑙𝑖𝑠 𝑑𝑜 𝑝𝑜𝑛𝑡𝑜 𝑃

𝜔𝑎𝑟𝑟 𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑟𝑜𝑡𝑎çã𝑜 𝑑𝑒 𝑎𝑟𝑟𝑎𝑠𝑡𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜(𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑟𝑜𝑡𝑎çã𝑜 𝑑𝑜 𝑟𝑒𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎𝑙 𝑚ó𝑣𝑒𝑙)

𝜔𝑟𝑒𝑙 𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑟𝑜𝑡𝑎çã𝑜 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜

ሶ𝜔𝑎𝑟𝑟 𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟 𝑎𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎çã𝑜 𝑟𝑜𝑡𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 𝑑𝑒 𝑎𝑟𝑟𝑎𝑠𝑡𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 (𝑑𝑜 𝑟𝑒𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎𝑙 𝑚ó𝑣𝑒𝑙)

ሶ𝜔𝑟𝑒𝑙 𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟 𝑎𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎çã𝑜 𝑟𝑜𝑡𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜

ሶ𝜔𝑅𝑒𝑠𝑎𝑙 𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟 𝑎𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎çã𝑜 𝑟𝑜𝑡𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 𝑑𝑒 𝑅𝑒𝑠𝑎𝑙
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Unidades no SI (Sistema Internacional de Unidades)

Ԧ𝑣 velocidade [m/s]

Ԧ𝑎 aceleração [m/s2]

𝜔 Vetor de rotação [rad/s]

ሶ𝜔 Vetor aceleração rotacional [rad/s2]

𝑥 Coordenada de posição, distância ou 
deslocamento

[m] metro
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Formulário

Ԧ𝑣𝑃 . 𝑃 − 𝑂 = Ԧ𝑣𝑂 . 𝑃 − 𝑂

Ԧ𝑣𝑃 = Ԧ𝑣𝑂 + 𝜔 ∧ 𝑃 − 𝑂

Ԧ𝑎𝑃 = Ԧ𝑎𝑂 +
ሶ𝜔 ∧ 𝑃 − 𝑂 + 𝜔 ∧ 𝜔 ∧ 𝑃 − 𝑂

ሶԦ𝑖 = 𝜔 ∧ Ԧ𝑖
ሶԦ𝑗 = 𝜔 ∧ Ԧ𝑗
ሶ
𝑘 = 𝜔 ∧ 𝑘

𝐸 − 𝐴 =
𝜔∧𝑣𝐴

𝜔 2 + 𝜆𝜔 , 𝜆 ∈ ℝ

Ԧ𝑣𝑃 = Ԧ𝑣𝑃,𝑎𝑟𝑟 + Ԧ𝑣𝑃,𝑟𝑒𝑙

Ԧ𝑎𝑃 = Ԧ𝑎𝑃,𝑎𝑟𝑟 + Ԧ𝑎𝑃,𝑟𝑒𝑙 + Ԧ𝑎𝑃,𝑐𝑜𝑟 Ԧ𝑎𝑃,𝑐𝑜𝑟 = 2𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ Ԧ𝑣𝑃,𝑟𝑒𝑙

ሶ𝜔𝑅𝑒𝑠𝑎𝑙 = 𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝜔𝑟𝑒𝑙
ሶ𝜔 = ሶ𝜔𝑎𝑟𝑟 +

ሶ𝜔𝑟𝑒𝑙 +
ሶ𝜔𝑅𝑒𝑠𝑎𝑙

𝜔 = 𝜔𝑎𝑟𝑟 + 𝜔𝑟𝑒𝑙
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Propriedade Fundamental dos Corpos Rígidos

𝑃(𝑡)

𝑂(𝑡)

𝑃 − 𝑂 = 𝑐𝑡𝑒

𝑃 − 𝑂

2 𝑃 − 𝑂 . ሶ𝑃 − ሶ𝑂 = 0

𝑃 − 𝑂 . 𝑃 − 𝑂 = 𝑐𝑡𝑒

Ԧ𝑣𝑃 − Ԧ𝑣𝑂 . 𝑃 − 𝑂 = 0

Ԧ𝑣𝑃 . 𝑃 − 𝑂 = Ԧ𝑣𝑂 . 𝑃 − 𝑂

Propriedade fundamental: 

“ A distância entre dois pontos de um corpo rígido não varia com o tempo”.

Corolário: “A projeção dos vetores velocidade de dois pontos quaisquer de um mesmo corpo rígido na 
direção da reta que os une é a mesma.”

Caso contrário o corpo estaria se esticando ou se encolhendo.

Ԧ𝑣𝑃
Ԧ𝑣𝑂
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Fórmula de Poisson ou Fórmula das velocidades relativas num C.R.

𝑃(𝑡)

𝑂(𝑡)

𝑃 − 𝑂 = 𝑐𝑡𝑒

𝑃 − 𝑂

2 𝑃 − 𝑂 . ሶ𝑃 − ሶ𝑂 = 0

𝑃 − 𝑂 . 𝑃 − 𝑂 = 𝑐𝑡𝑒

Ԧ𝑣𝑃 − Ԧ𝑣𝑂 = 𝜔 ∧ 𝑃 − 𝑂

Ԧ𝑣𝑃 = Ԧ𝑣𝑂 + 𝜔 ∧ 𝑃 − 𝑂

Ԧ𝑎𝑃 = Ԧ𝑎𝑂 +
ሶ𝜔 ∧ 𝑃 − 𝑂 + 𝜔 ∧ Ԧ𝑣𝑃 − Ԧ𝑣𝑂

Ԧ𝑎𝑃 = Ԧ𝑎𝑂 +
ሶ𝜔 ∧ 𝑃 − 𝑂 + 𝜔 ∧ 𝜔 ∧ 𝑃 − 𝑂

Fórmula de Poisson dos 
vetores velocidade num C.R.

Fórmula de Poisson dos 
vetores aceleração num C.R.

ሶ𝜔 vetor aceleração rotacional do corpo rígido (ou vetor aceleração angular do C.R.)

𝜔
ሶ𝜔

𝜔 vetor de rotação do corpo rígido (ou vetor velocidade angular do C.R.)

ሶ𝜔 =
𝑑𝜔

𝑑𝑡
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𝑘

Ԧ𝑗Ԧ𝑖
𝑂

𝑃

(𝑃 − 𝑂) = 𝑥Ԧ𝑖 + 𝑦Ԧ𝑗 + 𝑧𝑘

Ԧ𝑣𝑃 − Ԧ𝑣𝑂 = 𝑥 ሶԦ𝑖 + 𝑦 ሶԦ𝑗 + 𝑧
ሶ
𝑘 (1)

Ԧ𝑣𝑃 = Ԧ𝑣𝑂 + 𝜔 ∧ 𝑃 − 𝑂

Ԧ𝑣𝑃 − Ԧ𝑣𝑂 = (𝜔𝑥Ԧ𝑖 + 𝜔𝑦 Ԧ𝑗 + 𝜔𝑧𝑘) ∧ 𝑥Ԧ𝑖 + 𝑦Ԧ𝑗 + 𝑧𝑘

Ԧ𝑣𝑃 − Ԧ𝑣𝑂 = (𝑧𝜔𝑦 − 𝑦𝜔𝑧)Ԧ𝑖 + (𝑥𝜔𝑧 − 𝑧𝜔𝑥)Ԧ𝑗 + (𝑦𝜔𝑥 − 𝑥𝜔𝑦)𝑘

Ԧ𝑣𝑃 − Ԧ𝑣𝑂 = 𝑥 𝜔𝑧 Ԧ𝑗 − 𝜔𝑦𝑘 + 𝑦 𝜔𝑥𝑘 − 𝜔𝑧Ԧ𝑖 + 𝑧 𝜔𝑦Ԧ𝑖 − 𝜔𝑥 Ԧ𝑗 2

ሶԦ𝑖 = (𝜔𝑧 Ԧ𝑗 − 𝜔𝑦𝑘)

ሶԦ𝑗 = (𝜔𝑥𝑘 − 𝜔𝑧Ԧ𝑖)
ሶ
𝑘 = (𝜔𝑦Ԧ𝑖 − 𝜔𝑥 Ԧ𝑗)

⟹

ሶԦ𝑖 = 𝜔 ∧ Ԧ𝑖
ሶԦ𝑗 = 𝜔 ∧ Ԧ𝑗
ሶ
𝑘 = 𝜔 ∧ 𝑘

Derivadas temporais de uma base vetorial

Seja uma base vetorial associada a um sistema de coordenadas preso a um corpo rígido 
que se move no espaço:

Pode-se escrever:

Derivando em relação ao tempo:

Pela fórmula de Poisson:

Igualando (1) e (2):

𝜔
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Interpretação dos vetores de rotação e aceleração rotacional

𝜃(𝑡)

𝑂
𝑃

𝑥

𝑦

𝑧

𝑃 − 𝑂 = RcosθԦ𝑖 + 𝑅𝑠𝑒𝑛𝜃Ԧ𝑗

Ԧ𝑣𝑃 = ሶ𝜃R −𝑠𝑒𝑛θԦ𝑖 + 𝑐𝑜𝑠𝜃Ԧ𝑗

Ԧ𝑎𝑃 = − ሷ𝜃𝑅𝑠𝑒𝑛𝜃 + ሶ𝜃2R𝑐𝑜𝑠θ Ԧ𝑖 + ሷ𝜃𝑅𝑐𝑜𝑠𝜃 − ሶ𝜃2𝑅𝑠𝑒𝑛𝜃 Ԧ𝑗

𝑃 − 𝑂 = 𝑅𝑢

Ԧ𝑣𝑃 = 𝑅 ሶ𝑢𝑢 = 𝑐𝑜𝑠𝜃Ԧ𝑖 + 𝑠𝑒𝑛𝜃Ԧ𝑗

Ԧ𝜏 = −𝑠𝑒𝑛𝜃Ԧ𝑖 + 𝑐𝑜𝑠𝜃Ԧ𝑗

ሶ𝑢 = ሶ𝜃 Ԧ𝜏

ሶԦ𝜏 = − ሶ𝜃𝑢

Ԧ𝑣𝑃 = ሶ𝜃𝑅 Ԧ𝜏

(admitindo 𝑅 constante)

𝑅

Ԧ𝑎𝑃 = ሷ𝜃𝑅 Ԧ𝜏 − ሶ𝜃2𝑅𝑢

Por cinemática do ponto, em coordenadas cartesianas:

Por cinemática do ponto, em coordenadas polares:

Ԧ𝑎𝑃 = ሷ𝜃𝑅 Ԧ𝜏 + ሶ𝜃𝑅 ሶԦ𝜏
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𝜃(𝑡)

𝑂
𝑃

𝑥

𝑦

𝑧

𝜔 = ሶ𝜃𝑘

Ԧ𝑣𝑃 = ሶ𝜃𝑅 Ԧ𝜏

𝑅

Por cinemática do C.R, em coordenadas cartesianas:

Por cinemática do C.R., em coordenadas polares:

Sendo o módulo do vetor de rotação do C.R. igual à velocidade angular do 
mesmo.
Sendo a direção do vetor de rotação a direção do eixo em torno do qual ele 
está girando.
Sendo o sentido do vetor de rotação dado pela regra da mão direita.
Assim:

ሶ𝜔 = ሷ𝜃𝑘

Ԧ𝑣𝑃 = Ԧ𝑣𝑂 + 𝜔 ∧ 𝑃 − 𝑂

Ԧ𝑣𝑃 = 0 + ሶ𝜃𝑘 ∧ RcosθԦ𝑖 + 𝑅𝑠𝑒𝑛𝜃Ԧ𝑗

Ԧ𝑣𝑃 = ሶ𝜃R −𝑠𝑒𝑛θԦ𝑖 + 𝑐𝑜𝑠𝜃Ԧ𝑗

Ԧ𝑣𝑃 = Ԧ𝑣𝑂 + 𝜔 ∧ 𝑃 − 𝑂

Ԧ𝑣𝑃 = 0 + ሶ𝜃𝑘 ∧ R𝑢

Ԧ𝑎𝑃 = Ԧ𝑎𝑂 +
ሶ𝜔 ∧ 𝑃 − 𝑂 + 𝜔 ∧ 𝜔 ∧ 𝑃 − 𝑂

Ԧ𝑎𝑃 = 0 + ሷ𝜃𝑘 ∧ 𝑃 − 𝑂 + ሶ𝜃𝑘 ∧ ሶ𝜃𝑘 ∧ 𝑃 − 𝑂

Ԧ𝑎𝑃 = − ሷ𝜃𝑅𝑠𝑒𝑛𝜃 + ሶ𝜃2R𝑐𝑜𝑠θ Ԧ𝑖 + ሷ𝜃𝑅𝑐𝑜𝑠𝜃 − ሶ𝜃2𝑅𝑠𝑒𝑛 Ԧ𝑗

Ԧ𝑎𝑃 = Ԧ𝑎𝑂 +
ሶ𝜔 ∧ 𝑃 − 𝑂 + 𝜔 ∧ 𝜔 ∧ 𝑃 − 𝑂

Ԧ𝑎𝑃 = 0 + ሷ𝜃𝑘 ∧ 𝑃 − 𝑂 + ሶ𝜃𝑘 ∧ ሶ𝜃𝑘 ∧ 𝑃 − 𝑂

Ԧ𝑎𝑃 = ሷ𝜃𝑅 Ԧ𝜏 − ሶ𝜃2𝑅𝑢

𝜔 ሶ𝜔

Interpretação dos vetores de rotação e aceleração rotacional 
(continuação)

𝑢

Ԧ𝜏
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Atos de movimento

Definição: Ato de movimento é uma descrição instantânea do movimento do C.R.

Podemos imaginar como sendo uma fotografia dos vetores velocidade dos diversos pontos do C.R.

Não confundir “movimento” com “ato de movimento”. Quando se fala em “movimento” se subentende a decorrência
de um intervalo de tempo enquanto o “ato de movimento” é um “instantâneo”.

São 4 os atos de movimento possíveis:

• Ato de movimento nulo➔ quando os vetores velocidade de todos os pontos do C.R são nulos.

• Ato de movimento translatório ➔ quando os vetores velocidade de todos os pontos do C.R são iguais entre si e
diferentes do vetor nulo.

• Ato de movimento rotatório ➔ quando os vetores velocidade dos C.R. são tais que tudo se passa como se, caso
esse ato persistisse no tempo, o C.R. estivesse descrevendo um movimento de rotação em torno de um eixo fixo.
Neste caso é possível identificar um conjunto de pontos solidário ao C.R com velocidade nula, este conjunto de
pontos sendo uma linha reta e constituindo o eixo de rotação. Todos os demais pontos do C.R tem vetor
velocidade não nulo, ortogonais ao eixo de rotação e com módulo linearmente proporcional à distância de cada
ponto ao eixo.

• Ato de movimento helicoidal ➔ quando adiciona-se ao ato rotatório uma componente de velocidade na direção
do eixo de rotação. Tudo se passa, caso esse ato persistisse no tempo, como se o corpo descrevesse um
movimento helicoidal. Este é o ato de movimento mais geral possível. Em cada instante do movimento mais geral
de um corpo é possível identificar-se o eixo em torno do qual o ato de movimento helicoidal está
instantaneamente acontecendo.
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Eixo helicoidal instantâneo

Ԧ𝑣𝐸 = ℎ𝜔 = Ԧ𝑣𝐴 + 𝜔 ∧ 𝐸 − 𝐴

𝐸 − 𝐴 ∧ 𝜔 = Ԧ𝑣𝐴 − ℎ𝜔

Ԧ𝑥 ∧ 𝑢 = Ԧ𝑣 Ԧ𝑥 =
𝑢 ∧ Ԧ𝑣

𝑢 2
+ 𝜆𝑢 , 𝜆 ∈ ℝ

𝐸 − 𝐴 =
𝜔∧𝑣𝐴

𝜔 2 + 𝜆𝜔 , 𝜆 ∈ ℝ

Admitindo a existência do eixo helicoidal instantâneo, todos os pontos que pertençam
a ele tem mesma velocidade e ainda estas velocidades têm a própria direção do eixo,
em outras palavras, têm a direção do vetor de rotação:

Havendo solução para esta equação vetorial está demonstrada a existência do eixo
helicoidal instantâneo.

Este tipo de equação vetorial já foi resolvido anteriormente:

Os pontos "𝐸“ formam uma reta paralela ao vetor de rotação e constituem o eixo helicoidal instantâneo.

Assim:

𝐸∗
𝐴

𝜔

𝐸∗∗

Ԧ𝑣𝐸

Ԧ𝑣𝐸

Ԧ𝑣𝐸

Ԧ𝑣𝐸

𝐵

Ԧ𝑣𝐴

Ԧ𝑣𝐵

(Onde h é um escalar qualquer
utilizado para que a velocidade dos
pontos E seja paralela ao vetor de
rotação).
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Exercício 1

Ԧ𝑣𝐴 = Ԧ𝑣𝑂 + 𝜔𝑒 ∧ 𝐴 − 𝑂

𝐴

𝑂

𝐵

𝐶

ൗ𝐿 2

𝐿

𝜔𝑒

𝜔𝑠

Ԧ𝑖 Ԧ𝑗

𝑘

Dado o mecanismo formado pela manivela OA de entrada, pela biela AB e pela manivela de saída
BC, sendo 𝜔𝑒 constante a velocidade angular de entrada, pede-se, para a posição mostrada na
figura, a velocidade angular 𝜔𝑠.

Ԧ𝑣𝐴 = 0 + 𝜔𝑒𝑘 ∧ ൗ𝐿 2 Ԧ𝑖

Ԧ𝑣𝐴 = 𝜔𝑒 ൗ𝐿 2 Ԧ𝑗

Ԧ𝑣𝐵 = Ԧ𝑣𝐶 + 𝜔𝑠 ∧ 𝐵 − 𝐶

Ԧ𝑣𝐵 = 0 + 𝜔𝑠𝑘 ∧ 𝐿Ԧ𝑖

Ԧ𝑣𝐵 = 𝜔𝑠𝐿Ԧ𝑗

Ԧ𝑣𝐵 = Ԧ𝑣𝐴 + Ω𝑏𝑖𝑒𝑙𝑎 ∧ 𝐵 − 𝐴

Ԧ𝑣𝐵 = Ԧ𝑣𝐴 + Ω𝑥Ԧ𝑖 + Ω𝑦 Ԧ𝑗 + Ω𝑧𝑘 ∧ ൗ𝐿 2 Ԧ𝑖 + 𝐿Ԧ𝑗 − 𝐿𝑘

𝜔𝑠𝐿Ԧ𝑗 = 𝜔𝑒 ൗ𝐿 2 Ԧ𝑗 + Ω𝑥Ԧ𝑖 + Ω𝑦 Ԧ𝑗 + Ω𝑧𝑘 ∧ ൗ𝐿 2 Ԧ𝑖 + 𝐿Ԧ𝑗 − 𝐿𝑘
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Exercício 1 (continuação)

𝐴

𝑂

𝐵

𝐶

ൗ𝐿 2

𝐿

𝜔𝑒

𝜔𝑠

Ԧ𝑖 Ԧ𝑗

𝑘

𝜔𝑠𝐿Ԧ𝑗 = 𝜔𝑒 ൗ𝐿 2 Ԧ𝑗 + Ω𝑥Ԧ𝑖 + Ω𝑦 Ԧ𝑗 + Ω𝑧𝑘 ∧ ൗ𝐿 2 Ԧ𝑖 + 𝐿Ԧ𝑗 − 𝐿𝑘

𝜔𝑠 Ԧ𝑗 =
𝜔𝑒

2
Ԧ𝑗 + Ω𝑥𝑘 + Ω𝑥 Ԧ𝑗 −

Ω𝑦

2
𝑘 − Ω𝑦Ԧ𝑖 +

Ω𝑧

2
Ԧ𝑗 − Ω𝑧Ԧ𝑖

−Ω𝑦 − Ω𝑧 = 0

Ω𝑥 +
Ω𝑧

2
= 𝜔𝑠 −

𝜔𝑒

2

Ω𝑥 −
Ω𝑦

2
= 0

Ω𝑦 = −Ω𝑧

Ω𝑥 =
Ω𝑦

2
= −

Ω𝑧

2

Ω𝑥 +
Ω𝑧

2
= 0

Assim: 𝜔𝑠 =
𝜔𝑒

2
Observação: O movimento da biela está

indeterminado pois a rotação própria em torno

de AB é livre, assim Ω𝑏𝑖𝑒𝑙𝑎 não pode ser

determinado.
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Movimento Plano – Centro Instantâneo de Rotação (CIR)

Definição: Define-se movimento plano quando as velocidades de todos os pontos estão contidas num mesmo plano,
definido como o plano do movimento.

Nesta situação os vetores de rotação serão sempre perpendiculares ao plano do movimento e o eixo helicoidal
instantâneo passa a ser um eixo instantâneo de rotação, pois este não tem mais componente de velocidade segundo
a direção dele próprio.

O ato de movimento mais geral no movimento plano deixa de ser um ato de movimento helicoidal e passar a ser um
ato de movimento de rotação.

O eixo helicoidal instantâneo passa a ser um eixo instantâneo de rotação. Os pontos deste eixo tem velocidade
instantaneamente nula.

O traço deste eixo instantâneo de rotação no plano do movimento é o chamado centro instantâneo de rotação (CIR).

𝜔

𝐶𝐼𝑅
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Movimento Plano – Centro Instantâneo de Rotação (CIR)

𝜔(𝑡)

𝐶𝐼𝑅(𝑡)

O movimento plano geral é um
movimento roto-translatório, isto é
o eixo de rotação pode se
transladar, em direção qualquer do
plano. O CIR é INSTANTÂNEO!

Eixo de rotação fixo é um caso
particular!

𝜔(𝑡 + Δ𝑡)

𝐶𝐼𝑅(𝑡 + Δ𝑡)

𝐴(𝑡)

𝐵(𝑡)

𝐴(𝑡 + Δ𝑡)

𝐵(𝑡 + Δ𝑡)



Prof. Leandro V. da S. Macedo – PME 3100 Mecânica 1 - Notas de Aula – Cin. dos Corpos Rígidos – Revisão 9     Página 17

Movimento Plano – Centro Instantâneo de Rotação (CIR)
Determinação Geométrica do CIR

𝐶𝐼𝑅

𝐴 𝐶𝐼𝑅

𝐴

𝐵
𝐵

𝐶𝐼𝑅 𝑛𝑜 𝑖𝑛𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑜
(𝑎𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑚𝑜𝑣𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜

𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑙𝑎𝑡ó𝑟𝑖𝑜)

𝐴

𝐵

𝐶
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Movimento Plano – Centro Instantâneo de Rotação (CIR)
Determinação Geométrica do CIR

𝐶𝐼𝑅

Disco que rola sem 
escorregar sobre 
superfície fixa:

𝐶𝐼𝑅

Disco que rola e 
escorrega sobre 
superfície fixa:

Disco que rola e 
escorrega patinando 
sobre superfície fixa:

𝐶𝐼𝑅

CIR está no ponto 
de contato com a 
superfície.

CIR está abaixo da 
superfície.

CIR está acima da 
superfície.

𝜔 𝜔 𝜔
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Exercício 2

𝐴

𝐵

𝐴 𝐶𝐼𝑅

𝐵

A escada apoiada na parede vertical escorrega no chão para a
direita, sendo conhecida a velocidade da extremidade B, “𝑣”
constante, para a direita. Pede-se o vetor de rotação da escada, o
vetor velocidade e o vetor aceleração da extremidade A.

𝐿

𝜃

⟹ 𝜔 =
𝑣

𝐿𝑠𝑒𝑛𝜃
⟹ 𝜔 =

𝑣

𝐿𝑠𝑒𝑛𝜃
𝑘

Ԧ𝑣𝐴 = 𝜔 ∧ 𝐴 − 𝐶𝐼𝑅 =
𝑣

𝐿𝑠𝑒𝑛𝜃
𝑘 ∧ −𝐿𝑐𝑜𝑠𝜃Ԧ𝑖 ⟹ Ԧ𝑣𝐴 = −𝑣𝑐𝑜𝑡𝑎𝑔𝜃Ԧ𝑗

ሶ𝜔 =
𝑑𝜔

𝑑𝑡
= −

𝑣 ሶ𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃

𝐿𝑠𝑒𝑛2𝜃
𝑘 𝑚𝑎𝑠 ሶ𝜃 = −𝜔 ⟹ ሶ𝜔 =

𝑣2𝑐𝑜𝑠𝜃

𝐿2𝑠𝑒𝑛3𝜃
𝑘

Ԧ𝑎𝐴 = Ԧ𝑎𝐵 +
ሶ𝜔 ∧ 𝐴 − 𝐵 + 𝜔 ∧ 𝜔 ∧ 𝐴 − 𝐵

Ԧ𝑣𝐵 = 𝑣Ԧ𝑖

Ԧ𝑣𝐵

Ԧ𝑣𝐴

𝜃

𝐿

Ԧ𝑣𝐵 = 𝑣Ԧ𝑖 = Ԧ𝑣𝐶𝐼𝑅 + 𝜔 ∧ 𝐵 − 𝐶𝐼𝑅 = 0 + 𝜔𝑘 ∧ −𝐿𝑠𝑒𝑛𝜃Ԧ𝑗 = 𝜔𝐿𝑠𝑒𝑛𝜃Ԧ𝑖
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Exercício 2 (continuação)

𝜔 =
𝑣

𝐿𝑠𝑒𝑛𝜃
𝑘 ሶ𝜔 =

𝑣2𝑐𝑜𝑠𝜃

𝐿2𝑠𝑒𝑛3𝜃
𝑘

Ԧ𝑎𝐴 = Ԧ𝑎𝐵 +
ሶ𝜔 ∧ 𝐴 − 𝐵 + 𝜔 ∧ 𝜔 ∧ 𝐴 − 𝐵

Ԧ𝑎𝐴 = 0 +
𝑣2𝑐𝑜𝑠𝜃

𝐿2𝑠𝑒𝑛3𝜃
𝑘 ∧ 𝐿 −𝑐𝑜𝑠𝜃Ԧ𝑖 + 𝑠𝑒𝑛𝜃Ԧ𝑗 +

𝑣2

𝐿2𝑠𝑒𝑛2𝜃
𝑘 ∧ 𝑘 ∧ 𝐿 −𝑐𝑜𝑠𝜃Ԧ𝑖 + 𝑠𝑒𝑛𝜃Ԧ𝑗

Ԧ𝑎𝐴 =
𝑣2𝑐𝑜𝑠𝜃

𝐿𝑠𝑒𝑛3𝜃
−𝑐𝑜𝑠𝜃Ԧ𝑗 − 𝑠𝑒𝑛𝜃Ԧ𝑖 +

𝑣2

𝐿𝑠𝑒𝑛2𝜃
𝑐𝑜𝑠𝜃Ԧ𝑖 − 𝑠𝑒𝑛𝜃Ԧ𝑗

⟹ Ԧ𝑎𝐴 = −
𝑣2

𝐿𝑠𝑒𝑛𝜃
𝑐𝑜𝑡𝑎𝑔2𝜃 + 1 Ԧ𝑗

Ԧ𝑎𝐴 =
𝑣2

𝐿𝑠𝑒𝑛𝜃
−
𝑐𝑜𝑠2𝜃

𝑠𝑒𝑛2𝜃
− 1 Ԧ𝑗 +

𝑣2

𝐿𝑠𝑒𝑛2𝜃
−𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑐𝑜𝑠𝜃 Ԧ𝑖
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Exercício 2 (continuação) solução alternativa pela geometria

𝐴

𝐵

𝐿

𝜃

𝑥 = 𝐿𝑐𝑜𝑠𝜃

ሶ𝑥 = 𝑣 = −𝐿 ሶ𝜃𝑠𝑒𝑛𝜃

⟹

𝜔 =
𝑣

𝐿𝑠𝑒𝑛𝜃
𝑘𝑚𝑎𝑠 ሶ𝜃 = −𝜔 ⟹

ሶ𝜃 = −
𝑣

𝐿𝑠𝑒𝑛𝜃

𝜔 = 𝜔𝑘

𝑦 = 𝐿𝑠𝑒𝑛𝜃

ሶ𝑦 = 𝐿 ሶ𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 ⟹ ሶ𝑦 = 𝑣𝑐𝑜𝑡𝑎𝑔𝜃

𝑚𝑎𝑠 Ԧ𝑣𝐴 = − ሶ𝑦Ԧ𝑗 ⟹ Ԧ𝑣𝐴 = −𝑣𝑐𝑜𝑡𝑎𝑔𝜃Ԧ𝑗

Ԧ𝑎𝐴 =
𝑑𝑣𝐴

𝑑𝑡
=

𝑑(−𝑣𝑐𝑜𝑡𝑎𝑔𝜃Ԧ𝑗)

𝑑𝑡
= − ሶ𝜃𝑣 −𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2𝜃 Ԧ𝑗 =

𝑣2

𝐿𝑠𝑒𝑛𝜃
−𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2𝜃 Ԧ𝑗

⟹ Ԧ𝑎𝐴 = −
𝑣2

𝐿𝑠𝑒𝑛𝜃
1 + 𝑐𝑜𝑡𝑎𝑔2𝜃 Ԧ𝑗
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Exercício 2 (continuação) solução alternativa pela propriedade 

fundamental do C.R.

𝐴

𝐵

𝐿

𝜃

Ԧ𝑣𝐴. 𝐴 − 𝐵 = Ԧ𝑣𝐵 . 𝐴 − 𝐵

𝑣𝐴. 𝑠𝑒𝑛𝜃 = 𝑣𝐵 . 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑣𝐴 = 𝑣𝐵𝑐𝑜𝑡𝑎𝑔𝜃

Ԧ𝑣𝐴 = −𝑣𝑐𝑜𝑡𝑎𝑔𝜃Ԧ𝑗
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Exercício 3
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Exercício 4

Ԧ𝑣𝐴 = Ԧ𝑣𝐶𝐼𝑅 + 𝜔 ∧ 𝐴 − 𝐶𝐼𝑅 = 0 + 𝜔1𝑘 ∧ 𝑅1Ԧ𝑗 = −𝜔1𝑅1Ԧ𝑖

Ԧ𝑣𝐵 = Ԧ𝑣𝐶𝐼𝑅 + 𝜔2 ∧ 𝐵 − 𝐶𝐼𝑅 = 0 + 𝜔2𝑘 ∧ −𝑅2Ԧ𝑖 = −𝜔2𝑅2Ԧ𝑗
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Exercício 5
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Exercício 6
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Exercício 6 (continuação)

Ԧ𝑣𝐴 = 𝜔𝐴 ∧ 𝐴 − 𝐷 = 𝜔𝐴𝑘 ∧ 𝑟Ԧ𝑖

Ԧ𝑣𝐴 = Ω ∧ 𝐴 − 𝑂 = Ω𝑘 ∧ 𝑅 + 𝑟 Ԧ𝑖 = Ω 𝑅 + 𝑟 Ԧ𝑗

𝜔𝐴𝑟Ԧ𝑗 = Ω 𝑅 + 𝑟 Ԧ𝑗

Ω =
𝜔𝐴𝑟

𝑅 + 𝑟 Ω =
𝜔𝐴𝑟

𝑅 + 𝑟
𝑘

Ԧ𝑣𝐵 = Ω ∧ 𝐵 − 𝑂 = Ω𝑘 ∧ 𝑅 − 𝑟 Ԧ𝑗 = −Ω 𝑅 − 𝑟 Ԧ𝑖

Ԧ𝑣𝐵 = −
𝜔𝐴𝑟 𝑅 − 𝑟

𝑅 + 𝑟
Ԧ𝑖

Ԧ𝑣𝐴 = 𝜔𝐴𝑟Ԧ𝑗

Ԧ𝑣𝐵 = 𝜔𝐵 ∧ 𝐵 − 𝐶 = 𝜔𝐵𝑘 ∧ −𝑟Ԧ𝑗 = 𝜔𝐵𝑟Ԧ𝑖

−
𝜔𝐴𝑟 𝑅 − 𝑟

𝑅 + 𝑟
Ԧ𝑖 = 𝜔𝐵𝑟Ԧ𝑖 𝜔𝐵 = −

𝜔𝐴 𝑅 − 𝑟

𝑅 + 𝑟

𝜔𝐵 = −
𝜔𝐴 𝑅 − 𝑟

𝑅 + 𝑟
𝑘
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Ԧ𝑎𝐴 = −
𝜔𝐴
2𝑟2

𝑅 + 𝑟
Ԧ𝑖

Ԧ𝑣𝐴 = 𝜔𝐴𝑟Ԧ𝑗

ሶԦ𝑗 = Ω ∧ Ԧ𝑗 =
𝜔𝐴𝑟

𝑅 + 𝑟
𝑘 ∧ Ԧ𝑗 = −

𝜔𝐴𝑟

𝑅 + 𝑟
Ԧ𝑖

Ԧ𝑎𝐴 =
𝑑 Ԧ𝑣𝐴
𝑑𝑡

=
𝑑(𝜔𝐴𝑟Ԧ𝑗)

𝑑𝑡
= 𝜔𝐴𝑟

ሶԦ𝑗

Alternativa: Ԧ𝑎𝐴 = Ԧ𝑎𝑂 +
ሶ
Ω ∧ 𝐴 − 0 + Ω ∧ Ω ∧ 𝐴 − 𝑂

Ԧ𝑎𝐴 = 0 + 0 +
𝜔𝐴𝑟

𝑅 + 𝑟

2

𝑘 ∧ 𝑘 ∧ 𝑅 + 𝑟 Ԧ𝑖

Ԧ𝑎𝐴 = −
𝜔𝐴
2𝑟2

𝑅 + 𝑟
Ԧ𝑖

Ԧ𝑎𝐷 = Ԧ𝑎𝐴 +
ሶ𝜔𝐴 ∧ 𝐷 − 𝐴 + 𝜔𝐴 ∧ 𝜔𝐴 ∧ 𝐷 − 𝐴

Ԧ𝑎𝐷 = −
𝜔𝐴
2𝑟2

𝑅 + 𝑟
Ԧ𝑖 + 0 + 𝜔𝐴

2𝑘 ∧ 𝑘 ∧ −𝑟 Ԧ𝑖

Ԧ𝑎𝐷 =
𝜔𝐴
2𝑅𝑟

𝑅 + 𝑟
Ԧ𝑖

Exercício 6 (continuação)
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Exercício 7



Prof. Leandro V. da S. Macedo – PME 3100 Mecânica 1 - Notas de Aula – Cin. dos Corpos Rígidos – Revisão 9     Página 30

Exercício 7 (continuação)
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v

O

B

i


j


k


A

R
2

R

QUESTÃO (3,5 pontos): Considere uma bobina com um cabo enrolado conforme mostrado na figura. O raio de enrolamento é 2R e o raio 
de rolamento é R. Sabendo que não há escorregamento entre a bobina e o suporte fixo e que o cabo é tracionado horizontalmente com 
velocidade constante v, pede-se:

a) O CIR e o vetor de rotação da bobina
b) A velocidade do centro geométrico da bobina
c) A aceleração do ponto A da bobina
d) Dizer se o cabo está enrolando ou

desenrolando. Justifique.

Exercício 8
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Questão (3,5 pontos) No sistema mostrado na figura, a polia de centro fixo A tem raio R e a polia de centro fixo B tem raio 2R. Estas

polias estão em contato com uma correia, sendo que o mesmo ocorre sem escorregamento. Sabe-se que o vetor de rotação da polia
com centro A é constante. Os contatos do disco rígido de centro C com a correia (em Q) e com a superfície fixa (em P) também ocorrem
sem escorregamento. O raio do disco vale 2R e o centro C do mesmo está articulado a uma barra dobrada em forma de L, na qual a
distância EC e CD valem 4R. Sabendo que o movimento do ponto D ocorre sempre na vertical, pede-se:

a) O vetor de rotação da polia de centro B.
b) A velocidade do centro de disco C e a velocidade angular deste disco.
c) A aceleração do ponto Q pertencente ao disco e do ponto Q pertencente à correia
d) Determinar graficamente a posição do CIR da barra em L.
e) A velocidade do ponto E

Exercício 9
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Exercício 10



Prof. Leandro V. da S. Macedo – PME 3100 Mecânica 1 - Notas de Aula – Cin. dos Corpos Rígidos – Revisão 9     Página 35



Prof. Leandro V. da S. Macedo – PME 3100 Mecânica 1 - Notas de Aula – Cin. dos Corpos Rígidos – Revisão 9     Página 36

Exercício 11
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Exercício 11 (continuação)
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Exercício 12
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Exercício 12 (continuação)
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A barra move-se no interior da cavidade de seção semi-circular de raio R. A extremidade B da barra tem 
velocidade de módulo constante v e desliza sobre a superfície. Outro ponto apoia-se sobre a borda em C 
conforme indicado. Pede-se:
a) indicar o C.I.R da barra;
b) a velocidade e aceleração angulares da barra;
c) o vetor velocidade e o vetor aceleração do ponto de contato da barra com a borda. 

Exercício 13
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Ԧ𝑣𝐵 = 𝑣𝑠𝑒𝑛𝜃𝑢 + 𝑣𝑐𝑜𝑠𝜃 Ԧ𝜏

𝑢

Ԧ𝜏

Ԧ𝑣𝐶 = 𝑣𝐶𝑢

𝐶 − 𝐵 = −2𝑅𝑐𝑜𝑠𝜃𝑢

Ԧ𝑣𝐵 ∙ (𝐶 − 𝐵) = Ԧ𝑣𝐶 ∙ (𝐶 − 𝐵)

𝑣𝐶 = 𝑣𝑠𝑒𝑛𝜃 Ԧ𝑣𝐶 = 𝑣𝑠𝑒𝑛𝜃𝑢

Ԧ𝑣𝐶 = Ԧ𝑣𝐵 +𝜔𝑘 ∧ (𝐶 − 𝐵)

𝑣𝑠𝑒𝑛𝜃𝑢 = 𝑣𝑠𝑒𝑛𝜃𝑢 + 𝑣𝑐𝑜𝑠𝜃 Ԧ𝜏 + 𝜔𝑘 ∧ (−2𝑅𝑐𝑜𝑠𝜃𝑢)

⟹ 𝜔 =
𝑣

2𝑅
𝜔 =

𝑣

2𝑅
𝑘 ሶ𝜔 = 0

Ԧ𝑎𝐶 = Ԧ𝑎𝐵 +
ሶ𝜔 ∧ 𝐶 − 𝐵 + 𝜔 ∧ 𝜔 ∧ 𝐶 − 𝐵

𝜃 𝜃

Ԧ𝑎𝐵 =
𝑑𝑣𝐵

𝑑𝑡
= 𝑣 ሶ𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃𝑢 + 𝑣𝑠𝑒𝑛𝜃 ሶ𝑢 − 𝑣 ሶ𝜃𝑠𝑒𝑛𝜃 Ԧ𝜏 + 𝑣𝑐𝑜𝑠𝜃 ሶԦ𝜏

A expressão da velocidade de B é válida durante o movimento e não só 
instantaneamente, então podemos derivá-la em relação ao tempo:

ሶ𝜃 = −𝜔 = −
𝑣

2𝑅

ሶ𝑢 = 𝜔 ∧ 𝑢 =
𝑣

2𝑅
𝑘 ∧ 𝑢 =

𝑣

2𝑅
Ԧ𝜏

ሶԦ𝜏 = 𝜔 ∧ Ԧ𝜏 =
𝑣

2𝑅
𝑘 ∧ Ԧ𝜏 = −

𝑣

2𝑅
𝑢

Ԧ𝑎𝐵 = −
𝑣2

2𝑅
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑢 +

𝑣2

2𝑅
𝑠𝑒𝑛𝜃 Ԧ𝜏 +

𝑣2

2𝑅
𝑠𝑒𝑛𝜃 Ԧ𝜏 −

𝑣2

2𝑅
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑢

Ԧ𝑎𝐵 =
𝑣2

𝑅
(−𝑐𝑜𝑠𝜃𝑢 + 𝑠𝑒𝑛𝜃 Ԧ𝜏)

Ԧ𝑎𝐶 = Ԧ𝑎𝐵 +
ሶ𝜔 ∧ 𝐶 − 𝐵 + 𝜔 ∧ 𝜔 ∧ 𝐶 − 𝐵

Ԧ𝑎𝐶 =
𝑣2

𝑅
−𝑐𝑜𝑠𝜃𝑢 + 𝑠𝑒𝑛𝜃 Ԧ𝜏 + 0 +

𝑣

2𝑅

2

𝑘 ∧ 𝑘 ∧ (−2𝑅𝑐𝑜𝑠𝜃𝑢)

Ԧ𝑎𝐶 =
𝑣2

𝑅
−
1

2
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑢 + 𝑠𝑒𝑛𝜃 Ԧ𝜏

Ԧ𝑣𝐵 = 𝜔𝑘 ∧ (𝐵 − 𝐶𝐼𝑅)

alternativa
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Ԧ𝑣𝐶 = 𝑣𝑠𝑒𝑛𝜃𝑢

Obtêm-se um resultado errado!

Isto porque a expressão obtida para a velocidade de C é válida apenas para o instante em que C é o ponto de contato com a borda.

Não é um resultado válido para um intervalo de tempo, de forma tal que ele pudesse ser derivado!

Ԧ𝑎𝐶 =
𝑣2

𝑅
−
1

2
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑢 + 𝑠𝑒𝑛𝜃 Ԧ𝜏

𝑑𝑣𝐶

𝑑𝑡
= 𝑣 ሶ𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃𝑢 + 𝑣𝑠𝑒𝑛𝜃 ሶ𝑢

ሶ𝜃 = −𝜔 = −
𝑣

2𝑅

ሶ𝑢 = 𝜔 ∧ 𝑢 =
𝑣

2𝑅
𝑘 ∧ 𝑢 =

𝑣

2𝑅
Ԧ𝜏

𝑑 Ԧ𝑣𝐶
𝑑𝑡

= −
𝑣2

2𝑅
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑢 +

𝑣2

2𝑅
𝑠𝑒𝑛𝜃 Ԧ𝜏

𝑑 Ԧ𝑣𝐶
𝑑𝑡

=
𝑣2

𝑅
−
1

2
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑢 +

1

2
𝑠𝑒𝑛𝜃 Ԧ𝜏

E se tentássemos derivar em relação ao tempo a expressão da velocidade de C para obter a sua aceleração?



Prof. Leandro V. da S. Macedo – PME 3100 Mecânica 1 - Notas de Aula – Cin. dos Corpos Rígidos – Revisão 9     Página 43

Exercício 14
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Exercício 14 (continuação
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Composição de movimentos

Existem situações onde é mais fácil descrever o movimento de um corpo fazendo-se uma 
composição de movimentos conhecidos que podem mais facilmente serem descritos.

Veja o exemplo abaixo. Temos um disco que gira em torno de um eixo fixo Oz. Articulado na borda 
dele há uma barra que oscila em relação ao disco no plano Ozy.

Descrever o movimento da
extremidade P da barra diretamente
pode ser tornar uma tarefa difícil.

Ela pode ser facilitada empregando-se a
técnica de composição de movimentos.

Pode-se compor o movimento de
rotação do disco com o movimento de
oscilação da barra.
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P

CO

z

y

𝜃

Ω

Composição de movimentos
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Composição de movimentos

Seja um ponto 𝑃 pertencente a um corpo de interesse.
Seja um referencial 𝑆′ dito móvel.
Seja um referencial 𝑆 dito fixo ou absoluto.

Admite-se que o corpo se mova em relação a ambos os referenciais.
Admite-se conhecido o movimento do corpo em relação ao referencial móvel.
Admite-se conhecido o movimento do referencial móvel em relação ao referencial fixo.

Deseja-se conhecer o movimento do corpo em relação ao referencial fixo.

Define-se:

Movimento relativo: é o movimento do corpo de interesse em relação ao referencial móvel.
Movimento de arrastamento: é o movimento do corpo suposto solidário ao referencial móvel, 
sendo “arrastado” por este, e visto, obviamente, por um observador no referencial fixo.
Movimento absoluto ou resultante: é o movimento do corpo visto por um observador no 
referencial fixo.

OBS: Na cinemática, simples descrição matemática do movimento, a escolha de referenciais móveis ou fixos é 
completamente arbitrária. Já na dinâmica não, lá referenciais fixos ou absolutos, ditos inerciais, são aqueles onde 
são válidas as leis de Newton.
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Composição de movimentos

𝑃𝑆′
𝑆

Ԧ𝑖 Ԧ𝑗

𝑘

𝑘′

𝑗′𝑖′

𝑂

𝑂′

Pode-se escrever: 𝑃 − 𝑂 = 𝑃 − 𝑂′ + (O′ − O)

Ԧ𝑣𝑃 = Ԧ𝑣𝑂′ + 𝑥′
ሶ
𝑖′ + 𝑦′

ሶ
𝑗′ + 𝑧

ሶ
′𝑘′ + ሶ𝑥′𝑖′ + ሶ𝑦′𝑗′ + ሶ𝑧′𝑘′

𝜔𝑎𝑟𝑟 𝜔𝑟𝑒𝑙 Seja 𝜔𝑎𝑟𝑟 o vetor de rotação do referencial 
móvel, visto por um observador no referencial 
fixo, chamado vetor de rotação de 
arrastamento.

Seja 𝜔𝑟𝑒𝑙 o vetor de rotação do corpo de 
interesse visto por um observador no 
referencial móvel, chamado vetor de rotação 
relativo.

𝑃 − 𝑂 = 𝑥′𝑖′ + 𝑦′𝑗′ + 𝑧′𝑘′ + (𝑂′ − 𝑂)

Ԧ𝑣𝑃 = Ԧ𝑣𝑂′ + 𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝑃 − 𝑂′ + ሶ𝑥′𝑖′ + ሶ𝑦′𝑗′ + ሶ𝑧′𝑘′

Ԧ𝑣𝑃 = Ԧ𝑣𝑂′ + 𝑥′𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝑖
′ + 𝑦′𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝑗

′ + 𝑧′𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝑘
′ + ሶ𝑥′𝑖′ + ሶ𝑦′𝑗′ + ሶ𝑧′𝑘′

Ԧ𝑣𝑃 = Ԧ𝑣𝑂′ + 𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝑥
′𝑖′ + 𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝑦

′𝑗′ +𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝑧
′𝑘′ + ሶ𝑥′𝑖′ + ሶ𝑦′𝑗′ + ሶ𝑧′𝑘′
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Composição de movimentos

𝑃𝑆′
𝑆

Ԧ𝑖 Ԧ𝑗

𝑘

𝑘′

𝑗′𝑖′

𝑂

𝑂′

𝜔𝑎𝑟𝑟 𝜔𝑟𝑒𝑙

Seja 𝜔𝑎𝑟𝑟 o vetor de rotação do referencial 
móvel, visto por um observador no referencial 
fixo, chamado vetor de rotação de 
arrastamento.

Seja 𝜔𝑟𝑒𝑙 o vetor de rotação do corpo de 
interesse visto por um observador no 
referencial móvel, chamado vetor de rotação 
relativo.

Ԧ𝑣𝑃 = Ԧ𝑣𝑂′ + 𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝑃 − 𝑂′ + ሶ𝑥′𝑖′ + ሶ𝑦′𝑗′ + ሶ𝑧′𝑘′

Ԧ𝑣𝑃 = Ԧ𝑣𝑃,𝑎𝑟𝑟 + Ԧ𝑣𝑃,𝑟𝑒𝑙

Lei de composição de vetores velocidade:
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Composição de movimentos

Ԧ𝑣𝑃 = Ԧ𝑣𝑂′ + 𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝑃 − 𝑂′ + ሶ𝑥′𝑖′ + ሶ𝑦′𝑗′ + ሶ𝑧′𝑘′

Ԧ𝑎𝑃 = Ԧ𝑎𝑂′ +
ሶ𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝑃 − 𝑂′ +𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ Ԧ𝑣𝑃 − Ԧ𝑣𝑂′ + ሷ𝑥′𝑖′ + ሷ𝑦′𝑗′ + ሷ𝑧′𝑘′ + ሶ𝑥′

ሶ
𝑖′ + ሶ𝑦′

ሶ
𝑗′ + ሶ𝑧′

ሶ
𝑘′

Ԧ𝑎𝑃 = Ԧ𝑎𝑂′ +
ሶ𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝑃 − 𝑂′ + 𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝑃 − 𝑂′ + ሶ𝑥′𝑖′ + ሶ𝑦′𝑗′ + ሶ𝑧′𝑘′ +

+ ሷ𝑥′𝑖′ + ሷ𝑦′𝑗′ + ሷ𝑧′𝑘′ + ሶ𝑥′𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝑖
′ + ሶ𝑦′𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝑗

′ + ሶ𝑧′𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝑘
′

Ԧ𝑎𝑃 = Ԧ𝑎𝑂′ +
ሶ𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝑃 − 𝑂′ + 𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝑃 − 𝑂′ + 𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ Ԧ𝑣𝑃,𝑟𝑒𝑙 +

+ ሷ𝑥′𝑖′ + ሷ𝑦′𝑗′ + ሷ𝑧′𝑘′ + 𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ Ԧ𝑣𝑃,𝑟𝑒𝑙

Ԧ𝑎𝑃 = Ԧ𝑎𝑂′ +
ሶ𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝑃 − 𝑂′ + 𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝑃 − 𝑂′ + ሷ𝑥′𝑖′ + ሷ𝑦′𝑗′ + ሷ𝑧′𝑘′ + 2𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ Ԧ𝑣𝑃,𝑟𝑒𝑙

Ԧ𝑎𝑃 = Ԧ𝑎𝑃,𝑎𝑟𝑟 + Ԧ𝑎𝑃,𝑟𝑒𝑙 + Ԧ𝑎𝑃,𝑐𝑜𝑟

Lei de composição de vetores aceleração:

Ԧ𝑎𝑃,𝑐𝑜𝑟 = 2𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ Ԧ𝑣𝑃,𝑟𝑒𝑙 Aceleração de Coriolis
ou aceleração complementar
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Composição de movimentos

𝑃𝑆′
𝑆

Ԧ𝑖 Ԧ𝑗

𝑘

𝑘′

𝑗′𝑖′

𝑂

𝑂′

𝜔𝑎𝑟𝑟 𝜔𝑟𝑒𝑙

𝑄

Ԧ𝑣𝑃,𝑟𝑒𝑙 = Ԧ𝑣𝑄,𝑟𝑒𝑙 + 𝜔𝑟𝑒𝑙 ∧ 𝑃 − 𝑄

Ԧ𝑣𝑃,𝑎𝑟𝑟 = Ԧ𝑣𝑄,𝑎𝑟𝑟 + 𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝑃 − 𝑄

Ԧ𝑣𝑃 = Ԧ𝑣𝑄 + 𝜔 ∧ 𝑃 − 𝑄

Ԧ𝑣𝑃 = Ԧ𝑣𝑃,𝑎𝑟𝑟 + Ԧ𝑣𝑃,𝑟𝑒𝑙

Ԧ𝑣𝑃 = Ԧ𝑣𝑄 +𝜔 ∧ 𝑃 − 𝑄 = Ԧ𝑣𝑄,𝑎𝑟𝑟 +𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝑃 − 𝑄 + Ԧ𝑣𝑄,𝑟𝑒𝑙 + 𝜔𝑟𝑒𝑙 ∧ 𝑃 − 𝑄

Ԧ𝑣𝑃 = Ԧ𝑣𝑄 +𝜔 ∧ 𝑃 − 𝑄 = Ԧ𝑣𝑄,𝑎𝑟𝑟 + Ԧ𝑣𝑄,𝑟𝑒𝑙 + (𝜔𝑎𝑟𝑟 + 𝜔𝑟𝑒𝑙) ∧ 𝑃 − 𝑄

Ԧ𝑣𝑃 = Ԧ𝑣𝑄 + 𝜔 ∧ 𝑃 − 𝑄 = Ԧ𝑣𝑄 + (𝜔𝑎𝑟𝑟 +𝜔𝑟𝑒𝑙) ∧ 𝑃 − 𝑄

𝜔 = 𝜔𝑎𝑟𝑟 +𝜔𝑟𝑒𝑙Lei de composição de vetores de rotação:
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Composição de movimentos

Lei de composição de vetores aceleração rotacional:

Ԧ𝑎𝑃,𝑟𝑒𝑙 = Ԧ𝑎𝑄,𝑟𝑒𝑙 +
ሶ𝜔𝑟𝑒𝑙 ∧ 𝑃 − 𝑄 + 𝜔𝑟𝑒𝑙 ∧ 𝜔𝑟𝑒𝑙 ∧ 𝑃 − 𝑄

Ԧ𝑎𝑃,𝑎𝑟𝑟 = Ԧ𝑎𝑄,𝑎𝑟𝑟 +
ሶ𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝑃 − 𝑄 + 𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝑃 − 𝑄

Ԧ𝑎𝑃 = Ԧ𝑎𝑄 +
ሶ𝜔 ∧ 𝑃 − 𝑄 + 𝜔 ∧ 𝜔 ∧ 𝑃 − 𝑄

Ԧ𝑎𝑃 = Ԧ𝑎𝑃,𝑎𝑟𝑟 + Ԧ𝑎𝑃,𝑟𝑒𝑙 + Ԧ𝑎𝑃,𝑐𝑜𝑟

Ԧ𝑎𝑃,𝑐𝑜𝑟 = 2𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ Ԧ𝑣𝑃,𝑟𝑒𝑙

ሶ𝜔 = ሶ𝜔𝑎𝑟𝑟 +
ሶ𝜔𝑟𝑒𝑙 + 𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝜔𝑟𝑒𝑙

ሶ𝜔𝑅𝑒𝑠𝑎𝑙 = 𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝜔𝑟𝑒𝑙 Aceleração rotacional de Resal

ሶ𝜔 = ሶ𝜔𝑎𝑟𝑟 +
ሶ𝜔𝑟𝑒𝑙 +

ሶ𝜔𝑅𝑒𝑠𝑎𝑙

Resolvendo de forma análoga à feita para a lei de composição de vetores de rotação, obtém-se:
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Ԧ𝑎𝑃,𝑐𝑜𝑟 = 2𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ Ԧ𝑣𝑃,𝑟𝑒𝑙

ሶ𝜔𝑅𝑒𝑠𝑎𝑙 = 𝜔𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝜔𝑟𝑒𝑙

A aceleração de Coriolis e a aceleração rotacional de Resal são termos de 
correção que aparecem na técnica de composição de movimentos, para a 
lei de composição de vetores de aceleração e a lei de composição de 
vetores aceleração rotacional, respectivamente.
São termos que dependem da interação entre o movimento de 
arrastamento e relativo.

Observem que:

Aceleração de Coriolis se anula quando:
- velocidade relativa for nula;
- ou velocidade relativa for paralela ao vetor de rotação do referencial 

móvel;
- ou referencial móvel estiver em ato de movimento translatório (vetor 

de rotação do referencial móvel for nulo).

A Aceleração rotacional de Resal se anula quando:
- vetor de rotação relativo for nulo;
- ou vetor de rotação relativo for paralelo ao vetor de rotação do 

referencial móvel;
- ou o referencial móvel estiver em ato de movimento translatório (vetor 

de rotação do referencial móvel for nulo).

Composição de movimentos
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P

CO

z

y

𝜃

Ω

Composição de movimentos

O que fazer para enxergar o movimento relativo?
Suba no referencial móvel!

O que fazer para enxergar o movimento de arrastamento?
Observando a partir do referencial fixo, cole, solde, o corpo de 
interesse no referencial móvel e o veja sendo “arrastado” por 
ele!

Observador no 
referencial móvel.

Observador no 
referencial fixo.
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Exercício – C.M. 1

𝐚𝐎,𝐚𝐫𝐫
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Exercício – C.M. 1 (continuação)

ሶ𝜔𝑎𝑏𝑠 = Ω ሶ𝜃Ԧ𝑗𝜔𝑎𝑏𝑠 = Ω𝑘 + ሶ𝜃Ԧ𝑖

Ԧ𝑎𝑃 = Ԧ𝑎𝐶 +
ሶ𝜔𝑎𝑏𝑠 ∧ 𝑃 − 𝐶 + 𝜔𝑎𝑏𝑠 ∧ 𝜔𝑎𝑏𝑠 ∧ 𝑃 − 𝐶

Ԧ𝑣𝑃 = Ԧ𝑣𝐶 + 𝜔𝑎𝑏𝑠 ∧ 𝑃 − 𝐶

Ԧ𝑣𝐶 = Ԧ𝑣𝑂 + Ω𝑘 ∧ 𝐶 − 𝑂 = 0 + Ω𝑘 ∧ 𝑅Ԧ𝑗 = −Ω𝑅Ԧ𝑖

Ԧ𝑣𝑃 = −Ω𝑅Ԧ𝑖 + Ω𝑘 + ሶ𝜃Ԧ𝑖 ∧ 𝐿 𝑐𝑜𝑠𝜃Ԧ𝑗 + 𝑠𝑒𝑛𝜃𝑘

Ԧ𝑣𝑃 = −Ω𝑅Ԧ𝑖 − Ω𝐿𝑐𝑜𝑠𝜃Ԧ𝑖 + ሶ𝜃𝐿𝑐𝑜𝑠𝜃𝑘 − ሶ𝜃𝐿𝑠𝑒𝑛𝜃Ԧ𝑗

De forma alternativa, podemos aplicar a fórmula de Poisson 
diretamente no movimento absoluto:

Ԧ𝑎𝐶 = Ԧ𝑎𝑂 +
ሶ
Ω ∧ 𝐶 − 𝑂 + Ω ∧ Ω ∧ 𝐶 − 𝑂

Ԧ𝑎𝑃 = .....

Ԧ𝑎𝐶 = .....
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Exercício – C.M. 1 (continuação)

ሶ𝜔𝑎𝑏𝑠 = Ω ሶ𝜃Ԧ𝑗

𝜔𝑎𝑏𝑠 = Ω𝑘 + ሶ𝜃Ԧ𝑖

De forma alternativa, podemos obter o vetor aceleração rotacional por 
derivação em relação ao tempo do vetor de rotação:

ሶ𝜔𝑎𝑏𝑠 =
𝑑𝜔𝑎𝑏𝑠

𝑑𝑡

ሶ𝜔𝑎𝑏𝑠 = ሶ𝜃 ሶԦ𝑖 = ሶ𝜃Ω𝑘 ∧ Ԧ𝑖
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Ԧ𝑣𝑃 = Ԧ𝑣𝑂 +𝜔𝑎𝑏𝑠 ∧ 𝑃 − 𝑂

Ԧ𝑣𝑃 = 0 + Ω𝑘 + ሶ𝜃Ԧ𝑖 ∧ (𝑅 + 𝐿𝑐𝑜𝑠𝜃)Ԧ𝑗 + 𝐿𝑠𝑒𝑛𝜃𝑘

Ԧ𝑣𝑃 = Ω𝑘 + ሶ𝜃Ԧ𝑖 ∧ (𝑅 + 𝐿𝑐𝑜𝑠𝜃)Ԧ𝑗 + 𝐿𝑠𝑒𝑛𝜃𝑘

Ԧ𝑣𝑃 = −Ω 𝑅 + 𝐿𝑐𝑜𝑠𝜃 Ԧ𝑖 + ሶ𝜃 𝑅 + 𝐿𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑘 − ሶ𝜃 𝐿𝑠𝑒𝑛𝜃 Ԧ𝑗

Seria errado aplicar Poisson no movimento absoluto 
para P e O, pois eles não pertencem ao mesmo C.R!

Exercício – C.M. 1 (continuação)
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Exercício – C.M. 2
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− 2𝜔𝑣𝑘

Exercício – C.M. 2 (continuação)

Ԧ𝑣𝐷,𝑎𝑟𝑟 = Ԧ𝑣𝑂 + 𝜔𝑎𝑏𝑠 ∧ 𝐷 − 𝑂

Ԧ𝑣𝐷,𝑎𝑟𝑟 = 0 + 𝜔Ԧ𝑗 ∧ 𝑏Ԧ𝑖 = −𝜔𝑏𝑘
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Exercício – C.M. 3
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Ԧ𝑣𝑃,𝑟𝑒𝑙 = −𝜔𝑅𝑘

Ԧ𝑣𝑃 = (−𝜔𝑅 − Ω𝐿)𝑘

= 2ΩԦ𝑗 ∧ (−𝜔𝑅)𝑘 ⇒ Ԧ𝑎𝑃,𝑐𝑜𝑟 = −2Ω𝜔𝑅Ԧ𝑖

Exercício – C.M. 3 (continuação)

Observação: 
P está em uma posição particular, 
alinhado com o eixo Oy, assim, 
aqui NÃO podemos derivar o 
resultado obtido para a 
velocidade para encontrar a 
aceleração porque o resultado 
obtido para a velocidade não é 
genérico para uma posição 
qualquer mas sim apenas para 
esta posição em particular!
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Exercício – C.M. 4
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De forma alternativa pode-se chegar nos vetores velocidade e aceleração absolutos do ponto B aplicando-se Poisson 
diretamente no movimento absoluto, uma vez que se tenha os vetores de rotação e aceleração rotacional já calculados:

Ω = 𝜔𝑘 + ሶ𝜃Ԧ𝑖Ω = 𝜔𝑎𝑟𝑟 + 𝜔𝑟𝑒𝑙

ሶ
Ω = ሶ𝜔𝑎𝑟𝑟 +

ሶ𝜔𝑟𝑒𝑙 +
ሶ𝜔𝑅𝑒𝑠𝑎𝑙

ሶ
Ω = 0 + ሷ𝜃Ԧ𝑖 + 𝜔𝑘 ∧ ሶ𝜃Ԧ𝑖

ሶ
Ω = ሷ𝜃Ԧ𝑖 + 𝜔 ሶ𝜃Ԧ𝑗

Ԧ𝑣𝐴 = Ԧ𝑣𝑂 + 𝜔𝑘 ∧ 𝐿 𝑐𝑜𝑠𝜑0 Ԧ𝑗 + 𝑠𝑒𝑛𝜑0𝑘 = −𝜔𝐿𝑐𝑜𝑠𝜑0Ԧ𝑖

Ԧ𝑎𝐴 = Ԧ𝑎𝑂 + ሶ𝜔𝑘 ∧ (𝐴 − 𝑂) + 𝜔𝑘 ∧ 𝜔𝑘 ∧ 𝐿 𝑐𝑜𝑠𝜑0Ԧ𝑗 + 𝑠𝑒𝑛𝜑0𝑘 = 0 + 0 − 𝜔2𝐿𝑐𝑜𝑠𝜑0 Ԧ𝑗 = −𝜔2𝐿𝑐𝑜𝑠𝜑0Ԧ𝑗

Ԧ𝑣𝐵 = Ԧ𝑣𝐴 + Ω ∧ 𝐵 − 𝐴 = −𝜔𝐿𝑐𝑜𝑠𝜑0Ԧ𝑖 + (𝜔𝑘 + ሶ𝜃Ԧ𝑖) ∧ 𝑎(𝑠𝑒𝑛𝜃Ԧ𝑗 − 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑘)

OBS: Não podemos aplicar diretamente a Fórmula de Poisson para B e O no movimento absoluto porque eles não pertencem ao mesmo C.R. Isto só é possível de ser 
feito no movimento de arrastamento, quando “prendemos” o corpo de interesse no referencial móvel e aquele é “arrastado” por este.

Ԧ𝑣𝐵 = −𝜔(𝐿𝑐𝑜𝑠𝜑0 − 𝑎𝑠𝑒𝑛𝜃)Ԧ𝑖 + ሶ𝜃𝑎(𝑐𝑜𝑠𝜃Ԧ𝑗 + 𝑠𝑒𝑛𝜃𝑘)

= −𝜔2𝐿𝑐𝑜𝑠𝜑0 Ԧ𝑗 + ሷ𝜃Ԧ𝑖 + 𝜔 ሶ𝜃Ԧ𝑗 ∧ 𝑎 𝑠𝑒𝑛𝜃Ԧ𝑗 − 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑘 + (𝜔𝑘 + ሶ𝜃Ԧ𝑖) ∧ (𝜔𝑘 + ሶ𝜃Ԧ𝑖) ∧ 𝑎 𝑠𝑒𝑛𝜃Ԧ𝑗 − 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑘

Ԧ𝑎𝐵 = Ԧ𝑎𝐴 +
ሶ
Ω ∧ 𝐵 − 𝐴 + Ω ∧ Ω ∧ 𝐵 − 𝐴 =

Ԧ𝑎𝐵 = −2𝜔 ሶ𝜃𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃Ԧ𝑖 + ሷ𝜃𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃 − ሶ𝜃2𝑎𝑠𝑒𝑛𝜃 − 𝜔2 𝐿𝑐𝑜𝑠𝜑0 + 𝑎𝑠𝑒𝑛𝜃 Ԧ𝑗 + ( ሷ𝜃𝑎𝑠𝑒𝑛𝜃 + ሶ𝜃2𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑘

Exercício – C.M. 4 (continuação)
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De forma alternativa ainda, pode-se chegar no vetor aceleração de B fazendo uma derivada do vetor velocidade de B.

Ԧ𝑣𝐵 = −𝜔(𝐿𝑐𝑜𝑠𝜑0 − 𝑎𝑠𝑒𝑛𝜃)Ԧ𝑖 + ሶ𝜃𝑎(𝑐𝑜𝑠𝜃Ԧ𝑗 + 𝑠𝑒𝑛𝜃𝑘)

Ԧ𝑎𝐵 = −2𝜔 ሶ𝜃𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃Ԧ𝑖 + ሷ𝜃𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃 − ሶ𝜃2𝑎𝑠𝑒𝑛𝜃 − 𝜔2 𝐿𝑐𝑜𝑠𝜑0 + 𝑎𝑠𝑒𝑛𝜃 Ԧ𝑗 + ( ሷ𝜃𝑎𝑠𝑒𝑛𝜃 + ሶ𝜃2𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑘

Exercício – C.M. 4 (continuação)

Ԧ𝑎𝐴 =
𝑑 Ԧ𝑣𝐵
𝑑𝑡

Observação: aqui SIM podemos 
derivar o resultado obtido para a 
velocidade para encontrar a 
aceleração porque o resultado 
obtido para a velocidade é 
genérico para uma posição 
qualquer teta!
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Exercício – C.M. 5
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Exercício – C.M. 5 (continuação)
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Exercício – C.M. 6
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Exercício – C.M. 6 (continuação)
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O prisma inclinado da figura desloca-se sobre uma superfície fixa com velocidade constante “W”. A barra está
articulada no ponto A que se desloca sobre uma guia para a esquerda com velocidade constante “v”. Determinar a
velocidade do ponto B da barra que se arrasta sobre o prisma.

rel,Barr,BB vvv


+=

( )jsenicosviWv relB


+−+=

)AB(v)AB(v BA −=−


( )  )jcosisen(jsenicosviW)jcosisen(iv rel
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+
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+

−
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Utilizando a técnica de composição de movimentos, adotando 
o prisma como referencial móvel:

Exercício – C.M. 7
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Exercício – C.M. 8
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Exercício – C.M. 8 (continuação)
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Ԧ𝑗

3𝑟

𝐶

2𝑣Ԧ𝑖

𝐴

Na figura os discos concêntricos são solidários.
A barra ABmove-se horizontalmente com velocidade 
constante v.
Não há escorregamento em D.
Um fio flexível e inextensível é enrolado no diâmetro menor 
e tem velocidade absoluta igual a 2v como mostrado na 
figura.
Adote a barra como referencial móvel e utilize a base 
vetorial mostrada na figura, solidária à barra, para expressar 
os vetores. 
Para este exercício, constante na lista de exercícios 2, pediu-
se:

- o vetor velocidade relativa do ponto D do disco;
- o vetor velocidade absoluta do ponto D do disco;
- o vetor de rotação absoluto do disco;
- o vetor 𝐶𝐼𝑅𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜 − 𝐷 ;
- o vetor aceleração de arrastamento, relativo, de Coriolis e 
absoluto do ponto D do disco.

𝑟

𝐵𝐷𝑣

𝐸

Complementarmente pede-se então, para 𝒗 = 𝟏𝟎𝒎/𝒔 e 
𝒓 = 𝟏𝒎 :

a) O vetor velocidade de arrastamento do ponto D do 
disco;

b) O vetor de rotação de arrastamento do disco;
c) O vetor de rotação relativo do disco;
d) O vetor velocidade absoluta do ponto C;
e) O vetor aceleração absoluta do ponto C;
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Ԧ𝑗

3𝑟

𝐶

2𝑣Ԧ𝑖

𝐴

𝑟

𝐵
𝐷

𝑣

Ԧ𝑣𝐷,𝑟𝑒𝑙 = 0

Ԧ𝑣𝐷,𝑎𝑟𝑟 = −𝑣Ԧ𝑖

Ԧ𝑣𝐷 = Ԧ𝑣𝐷,𝑎𝑟𝑟 + Ԧ𝑣𝐷,𝑟𝑒𝑙 Ԧ𝑣𝐷 = −𝑣Ԧ𝑖

Ԧ𝑣𝐸 = Ԧ𝑣𝐷 + 𝜔𝑎𝑏𝑠 ∧ 𝐸 − 𝐷

2𝑣Ԧ𝑖 = −𝑣Ԧ𝑖 + 𝜔𝑎𝑏𝑠𝑘 ∧ 4𝑟Ԧ𝑗

3𝑣Ԧ𝑖 = −4𝑟𝜔𝑎𝑏𝑠Ԧ𝑖

𝜔𝑎𝑏𝑠 = −
3𝑣

4𝑟
𝜔𝑎𝑏𝑠 = −

3𝑣

4𝑟
𝑘

𝐶𝐼𝑅𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜 − 𝐷 =
4𝑟

3
Ԧ𝑗

𝑣

𝑎
=

2𝑣

4𝑟 − 𝑎

𝑎 =
4𝑟

3

2𝑣

𝑎
𝑣

𝐸

Ԧ𝑣𝐶 = Ԧ𝑣𝐷 +𝜔𝑎𝑏𝑠 ∧ 𝐶 − 𝐷

Ԧ𝑣𝐶 = −𝑣Ԧ𝑖 −
3𝑣

4𝑟
𝑘 ∧ 3𝑟Ԧ𝑗

Ԧ𝑣𝐶 =
5𝑣

4
Ԧ𝑖

𝜔𝑎𝑟𝑟 = 0

𝜔𝑟𝑒𝑙 = −
3𝑣

4𝑟
𝑘

Ԧ𝑣𝐶,𝑟𝑒𝑙 = Ԧ𝑣𝐷,𝑟𝑒𝑙 +𝜔𝑟𝑒𝑙 ∧ 𝐶 − 𝐷

Ԧ𝑣𝐶,𝑟𝑒𝑙 = 0 −
3𝑣

4𝑟
𝑘 ∧ 3𝑟Ԧ𝑗

Ԧ𝑣𝐶,𝑟𝑒𝑙 =
9𝑣

4
Ԧ𝑖

Ԧ𝑣𝐶,𝑎𝑟𝑟 = −𝑣Ԧ𝑖
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Ԧ𝑗

3𝑟

𝐶

2𝑣Ԧ𝑖

𝐴

𝑟

𝐵
𝐷

𝑣
Ԧ𝑎𝐷,𝑎𝑟𝑟 = 0

Ԧ𝑎𝐶,𝑎𝑟𝑟 = 0

Ԧ𝑎𝐷,𝑟𝑒𝑙 =
27𝑣2

16𝑟
Ԧ𝑗

2𝑣

𝑎
𝑣

𝐸

Ԧ𝑎𝐶 = 0

𝜔𝑟𝑒𝑙 = −
3𝑣

4𝑟
𝑘

Ԧ𝑎𝐷,𝑐𝑜𝑟 = 0

Ԧ𝑎𝐶,𝑐𝑜𝑟 = 0

Ԧ𝑎𝐶,𝑟𝑒𝑙 = 0

Ԧ𝑎𝐷,𝑟𝑒𝑙 = Ԧ𝑎𝐶,𝑟𝑒𝑙 +
ሶ𝜔𝑟𝑒𝑙 ∧ 𝐷 − 𝐶 + 𝜔𝑟𝑒𝑙 ∧ 𝜔𝑟𝑒𝑙 ∧ 𝐷 − 𝐶

Ԧ𝑣𝐶 =
5𝑣

4
Ԧ𝑖

Ԧ𝑎𝐷,𝑟𝑒𝑙 = 0 + 0 +
9𝑣2

16𝑟2
𝑘 ∧ 𝑘 ∧ −3𝑟Ԧ𝑗

Ԧ𝑎𝐷 =
27𝑣2

16𝑟
Ԧ𝑗

Ԧ𝑎𝐷 = Ԧ𝑎𝐷,𝑎𝑟𝑟 + Ԧ𝑎𝐷,𝑟𝑒𝑙 + Ԧ𝑎𝐷,𝐶𝑜𝑟
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Ԧ𝑣𝐷,𝑎𝑟𝑟 = −𝑣Ԧ𝑖

𝜔𝑎𝑟𝑟 = 0

𝜔𝑟𝑒𝑙 = −
3𝑣

4𝑟
𝑘

Ԧ𝑣𝐶 =
5𝑣

4
Ԧ𝑖

Ԧ𝑎𝐶 = 0

Ԧ𝑣𝐷,𝑎𝑟𝑟 = −10Ԧ𝑖 [ Τ𝑚 𝑠]

𝜔𝑟𝑒𝑙 = −
30

4
𝑘 [ Τ𝑟𝑎𝑑 𝑠]

Ԧ𝑣𝐶 = 12,5Ԧ𝑖 [ Τ𝑚 𝑠]

𝒗 = 𝟏𝟎𝒎/𝒔 𝒓 = 𝟏𝒎
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