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Ementa

Abaixo segue a ementa do novo curso de pos-graduagdo aprovado no dia 18 de junho.

OBJETIVO:

O curso tem como meta introduzir conceitos de andlise funcional visando aplicagoes concretas
ao estudo de EDPs. Nao é um curso padrao de analise funcional, ji& que nao temos a intengao de
fazer uma apresentacao de todos os topicos geralmente apresentados nestes cursos. Nosso objetivo é
fazer uma apresentacdo mais curta, porém completa, dos resultados da teoria de espacgos de Hilbert
separaveis necessérios para lidar de forma rigorosa com as equagoes diferenciais parciais (EDPs) lineares
consagradas: Laplace, calor e onda. Essas aplicagoes, em geral, nao sao vistas nos cursos introdutorios
de analise funcional.

JUSTIFICATIVA:

Nosso intuito é oferecer um curso para que alunos de diversas areas adquiram um conhecimento
minimo de anéalise funcional e, a0 mesmo tempo, saibam como esses conceitos podem ser aplicados. O
material estudado deve auxiliar os alunos que forem trabalhar com EDPs (e EDPs numéricas) a darem
0s primeiros passos em seus projetos de pesquisa.

CONTEUDO:

1) Espagos de Hilbert separaveis: Base ortonormal, Projegdo ortogonal, funcionais lineares e fun-
¢oes bilineares continuas (Teorema de Riesz e de Lax-Milgram), Convergéncia forte e fraca, Operadores
limitados e compactos, Teorema espectral para operadores auto-adjuntos e compactos.

2) Espacos L?. Aplicagdo: série e transformada de Fourier.

3) Espagos de Sobolev H*, k € Ny, em intervalos de R. Aplica¢do: problema de Sturm-Liouwville.

4) Espacos de Sobolev H* k € Ny, em abertos de R™. Aplicacio: problema de Poisson com
condigoes de Dirichlet (usaremos a formulag¢io variacional).

5) Operadores auto-adjuntos com resolvente compacto. Aplica¢io: equagao do calor e da onda.

FORMA DE AVALIAGAO:
Provas (eventualmente listas)
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2) L. Evans, Partial Differential Equations, AMS.
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CAPITULO 1

Trés EDPs fundamentais

Dentre as intmeras equagoes diferenciais parciais (EDPs) que modelam fendémenos fisicos, foca-
remos nosso curso principalmente em trés delas: A equagao de Laplace/Poisson, a equacio da onda
e a equagao do calor. Acreditamos que o estudo de alguns de resolucdo para essas equacoes sao
fundamentais para a compreensao de diversas outras equagoes diferenciais parciais aplicadas.

Vamos dedicar esse primeiro capitulo a dedugao dessas equagoes. Nao estaremos tao interessados
em deixar as contas totalmente rigorosas, mas somente dar uma ideia de como tais equagoes surgem.
Uma intuigao sobre aspectos fisicos de EDPs ajudam a entender melhor a teoria e evitam de torna-la
uma sucessao de resultados desconectados. Afinal, uma boa parte da teoria de EDPs surgiu para
entender qualitativamente solucoes de equagoes diferenciais e usar essa compreensao para o estudo de
problemas fisicos, geométricos entre tantos outros.

1.1. Equagao do calor
A equacgdo do calor em sua forma mais simples é dada pela expressao abaixo:

ou
ot

em que k > 0 é o coeficiente de difusao térmica. Para facilitar, as vezes consideramos k = 1.
A variavel t > 0 corresponde ao tempo e z = (z1, ..., &, ) a0 espago e pertence a um aberto U C R"™.

A fungao u : [0,00[xU — R & chamada de solugao da equagao do calor. Na expressao acima, o operador
de Laplace A, também chamado de Laplaciano, age apenas nas variaveis x, ou seja,

(t,z) = kEAu(t, x),

" 0%u
Au(t,z) = Z @(t,x).
i=1 7

Vamos agora deduzir a equagao do calor. Seguiremos de maneira proxima o livro do Larsson e
Thomee.

1.1.1. Dedugao da equagao do calor. Seja U C R™ um aberto. Vamos supor que U represente
um corpo. Gostariamos de deduzir uma equagao que descrevesse a temperatura do corpo ao longo do
tempo.

Nosso argumento se baseara na conservagao de energia. Desta forma, em cada aberto Uy C U de
classe C'!, temos a seguinte lei:

“A taxa de variacao da energia total em Uy é igual ao fluxo de energia que entra em Uy mais a
taxa de calor produzido por fontes de energia em Ujp.”

Para escrever a lei acima de maneira matematicamente precisa, iremos denotar por:

1) e para a densidade de energia (lembramos que em unidades do sistema internacional, e tem
unidade J/m?).

2) j para o vetor do fluxo de energia (J/(m?s)).

3) f(x,t) para a densidade de energia gerada pelas fontes de calor por segundo (J/(m3s)).

Assim temos que
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on e(z,t)dx é a energia total em Uj.
- fan jlx,t).v(z)dr ¢é o fluxo de energia que entra em Up.
on f(z, t)dx é a energia por segundo poduzida em Uy devido as fontes internas.

Note o sinal — em — f(‘)UO j(z,t).v(z)dz é necessario, pois, como a normal v aponta para fora, se
quisermos o fluxo para dentro, precisamos colocar o sinal menos.
Assim, o balanco de energia se torna:

e(z,t)dx = 7/8U jlx,t).v(z)de + g f(z, t)dx.

dt Jy,

Gostarfamos, no entanto, de achar uma equagao para a temperatura, que serd denotada por u (tem
unidade K no sistema internacional). Para tanto, vamos supor que a temperatura e a densidade de
energia sejam proporcionais em cada ponto. Seja p(x) a densidade do material (em unidades Kg/m?).
Assim, assumiremos que e(t,z) = o(z)p(z)u(t, z), em que a fungdo o é chamada de densidade de calor
especifico e depende do material do qual o corpo consiste.

Lembrando que o gradiente aponta para a direcao de maior crescimento, é razodvel supor valida a
lei de Fourier: o fluxo de calor aponta na direcao em que a temperatura esta decrescendo mais. Assim,
existe uma fungao positiva K, chamada de condutividade térmica, tal que j(z,t) = —K(x)Vu(z,t).
A fungdo K também dependera do material. Juntando tudo, obtemos

d

—/ p(x)o(x)u(t,z)dr =

dt Ju, aU,
Usando o teorema da divergéncia e supondo suficiente regularidade para passar a derivada para

dentro da integral, concluimos que

/UO <p(a:)0(x)aal;(x,t) -V - (K(z)Vu(z,t)) — f(a?,t)) dz =0

para todo Uy C U de classe C!. Assim, chegamos & seguinte equacdo para z € U e t > 0:

Ou x,t) = _ 1 g x)Vu(x @t
3t "D = et Y K@Vl )+ ey

A equacgao do calor como a conhecemos é obtida supondo que a densidade de calor especifico, a
densidade do material e a condutividade sao constantes. Assim, obtemos

@(x,t) = kAu(z,t) + Uipf(zvt)-

K(x)Vu(z,t).v(r)dx + ; flz, t)dx.

ot
A constante k = p% é chamada de coeficiente de difusibilidade.

OBSERVAGAO 1. Modelos ainda mais realistas poderiam considerar que o calor especifico e a
condutividade dependem também da temperatura, isto é, o0 = o(z,u(x)) e K = K(x,u(x)). Neste
caso, somos levados naturalmente a problemas parabélicos quasilineares.

1.1.2. Condigoes de contorno e iniciais. Para resolver esta equagao, ainda precisamos de
condigoes de contorno e condigoes iniciais. Vamos considerar o caso em que U C R™ é um aberto
limitado e suficientemente regular (de classe C?, por exemplo). Discutiremos a regularidade com
cuidado mais a frente do curso.

Vamos denotar por OU a fronteira do aberto U C R™.*As condicdes de contorno mais comuns sao

1) w(t,z) =0emoU a temperatura é zero na fronteira.
2) j(t,z) - v(z) =0emdU nao ha fluxo de calor na fronteira: O sistema é isolado.
3) j(t,x) -v(z) =Au(t,z)emdU o fluxo de calor é proporcional a temperatura.

Wamos denotar uma bola de centro e raio r > 0, o conjunto B,(z) = {y € R™ : |y — z| < r}. Lembramos
que U C R™ é um conjunto aberto se para todo « € U, sempre existe » > 0 tal que B,(z) C U. A fronteira OU ¢é
o conjunto dos pontos para os quais para todo € > 0, o conjunto Be(z) tem sempre elementos de U e de U¢, em que
U¢={x€R":2z ¢ U} éo conjunto complementar de U.
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A primeira condi¢do é chamada de Dirichlet. A segunda de Neumann e equivale a % =0, em

que v é a normal que aponta para fora de JU. A terceira condigao é a condi¢do de Robin e equivale
u

a 5, = —Au. Se u for suficientemente regular, a derivada direcional %(x) pode ser definida como

%(m) = Vu(z) - v(x).

E importante ressaltar que mesmo com as condi¢oes de contorno, a equagao ainda nao estéd bem
colocada. De fato, se lembrarmos do curso de EDO, entao sabemos que uma equagao diferencial
ordinéria do tipo v’ (t) = f(¢,u(t)) precisa de uma condicao inicial. Com a equacao do calor, o analogo
ocorre: precisamos conhecer u(0, z) para todo x € U para determinar a solugdo de maneira tnica.

Com todas essas condigoes, a equagao do calor (colocando as constantes fisicas como sendo iguais
a um) se torna:

gt(tz) = Au(t,z)+ f(t,z), z€Ut>0
Bu(t,z) = 0, z €Ut >0,
u(0,2) = wug(x), zelU

em que B corresponde a uma das trés condi¢gdes de contorno. As fungoes f e ug sdo fungoes dadas no
problema.

1.2. Equacao da onda

A equagao da onda em sua forma mais simples é dada pela expressao abaixo:

2
O t,0) = vt ),

em que v > 0 é a velocidade da onda. Muitas vezes tomamos v = 1 para facilitar a analise. Novamente
o Laplaciano age apenas nas variaveis x € U.

A variavel t € R corresponde ao tempo e x = (z1, ..., T, ) 20 espago e pertence a um aberto U C R™.
A funcéo u : R x U — R é chamada de solugao da equagdo da onda. Comparada a equagao do calor,
vemos que a Unica diferenca é que a derivada no tempo é de ordem um na equagao do calor e de ordem
dois na equacao da onda. Essa pequena diferenga faz com que as solugoes das duas equagoes tenham
propriedades muito distintas. Em particular, uma solugao da equagao do calor é em geral apenas
definida para t > 0 ao passo que na equacao da onda ela é geralmente definida para todo ¢ em R.

Abaixo vamos dar duas situacoes fisicas em que a equagdo da onda aparece naturalmente: no
estudo de ondas numa corda e na teoria do eletromagnetismo.

1.2.1. Equagao da onda numa corda. Vamos fazer uma rapida deducao da equagdo de onda.
Consideremos uma onda numa corda. O deslocamento transversal da corda (perpendicular a corda em
repouso) sera denotado por u(t,z). O ponto x € I C R, I um intervalo, corresponde a um ponto da
corda. A variavel ¢t corresponde ao tempo. Faremos as seguintes suposigoes:

i) A corda é perfeitamente flexivel (assim, um ponto da corda sobe e desce, mas sempre se mantém
na coordenada x).

ii) A massa da corda por unidade de comprimento é constante. Sua densidade sera denotada por
p-

iii) Os deslocamentos u e a inclinagao da corda sdo pequenos em todos os pontos.

iv) A tensdo atua tangencialmente & corda e seu modulo T é o mesmo em todos os pontos.

v) A gravidade e outras forgas externas sdo desprezadas.

Veja a figura abaixo:
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Ficura 1.2.1.

Note que no segmento As, que ocupa o intervalo [z, x + Az], temos:

A massa do pedago As é igual a pAx. Como a corda é perfeitamente flexivel, a massa da corda
em Az se mantém a mesma, pois pedagos da corda ndo mudam de posi¢do na coordenada .

A aceleracao vertical do pedago As é aproximadamente igual a %(t, x).

Forga sobre o pedago As é igual a Tsen(f2) — T'sen(6;).

Agora observamos que, pela série de Taylor, temos

sen(f) =0 —63/3! + ...
tg(0) =0+ 60%/3 + ...

Note que o primeiro termo da série de Taylor de ambos é 0. O segundo é 6 e o terceiro (corres-
pondente a 6?) & zero. Logo os trés primeiros termos da série sdo iguais. Assim é razoavel supor que
sen(f) = tg(0) para 6 pequeno.

A vantagem de usar tangente ao invés de seno é que tg(f;) = g—;(t,w) e tg(fs) = %(t,x + Az).
Usando a segunda lei de Newton (Forga é igual a massa vezes aceleragio), concluimos que

2

0°u ou ou
pAIW(t,I) =T (a(t,m + Ax) — %(t, x)) .
Assim
ou 83(t,0 + Aa) - 2(t,2)
P to) =T A -

Supondo Az suficientemente pequeno, concluimos que uma boa aproximagao da segunda lei para
a corda é dada por

0%u T 6%u
W(t’ T) = ;@(ta ).

A velocidade da onda aqui é dada por v = \/g .

1.2.2. Equagao da onda no eletromagnetismo. Lembramos que as equagoes de Maxwell
podem ser escritas da seguinte forma:
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v.eE="L
€0
V-B=0
0B
E=-"" :
V X 5
OF
VXB_MO(J+EOat>

Aqui E,B : U xR = R3?, U C R? um aberto. Na equacdes acima, € e jio sio constantes fisicas, E
é o campo elétrico e B é o campo magnético. A fungdo p : U — R representa a densidade de carga
elétrica e a funcao J : U — R3 representa a corrente elétrica.

No vécuo, ou seja, na auséncia de cargas e correntes, as equagoes acima nos leva as equagoes

EM1) V-E =0

EM2) V-B =0
EM3) VxE =-9
EM4) VxB =L

Para deduzir a equacdo da onda, vamos supor que E e B sdo de classe C? e vamos usar a seguinte
relacdo, valida para qualquer funcio F : U — R? de classe C?:

(1.2.1) V x (VxF)=V(V-F)—AF.
Logo
2
(—2)VX( ! VXB>_ L v x(vxB)
Ho€o Ho€o
®_1 ww.B-ap ¥ L as

Ho€o Ho€o
Acima usamos em (1) a equacgo EM 3), em (2) usamos a equagao EM 4), em (3) usamos a
expressao (1.2.1), em (4), usamos a equagdo EM 2). Concluimos que
?B 1
ot poeo

em que AB = A(Bl, 327 Bg) = (ABl, AB27 ABg)
O mesmo argumento pode ser feito para o campo elétrico:

2
’E 8<8E>@8< 1 VXB>— Lo, 0B

AB,

8t2 - & ot N & Ho€o Ho€o ot
1
@ _ V x (V x E)
Ho€o
1 1
QW wwv.-B)-AE)Y AR
Ho€o Ho€o

Acima usamos em (1) a equacdo EM 4), em (2) usamos a equagdo EM 3), em (3) usamos a
expressdo (1.2.1), em (4), usamos a equacao EM 1). Concluimos que

2E 1
9F _ 1 g
ot poeo

Nossa conclus@o é que tanto o campo elétrico como o campo magnético satisfazem a equacao de

onda. A velocidade dada por v = \/ﬁ é a velocidade da luz.
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1.2.3. Condigoes de contorno e iniciais. Para resolver esta equagao, ainda precisamos de
condigoes de contorno e condigoes iniciais. Vamos considerar novamente U C R™ um aberto limitado
e suficientemente regular. As condigdes de contorno usualmente consideradas sao as mesmas vistas na
equacgao do calor: Dirichlet, Neumann e Robin. Para uma corda, a condigao de Dirichlet nos diz que
as pontas estao presas e a condigao de Neumann diz que elas estao soltas.

Como condigao inicial, nao basta conhecer a fungao no tempo ¢ = 0. Usando a analogia com a teoria
das equagoes diferenciais ordinarias, sabemos que uma equagao diferencial ordinaria do tipo u”(t) =
f(t,u(t)) requer duas condigao inicial. De fato, precisamos conhecer u(0) e u'(0) para determinar a
solugdo de maneira tnica. Com a equagdo da onda o mesmo ocorre. Precisamos conhecer u(0,x) e
%7;(07 x) para todo x € U para determinar uma solu¢ao de maneira tnica.

Com todas essas condigoes, a equagao da onda (colocando as constantes fisicas como sendo iguais
a um) se torna:

t (t7 x) = Au(t,x)+ f(t,z), 2€Ut>0

u(t,z) = 0, xedU,t>0

(0 ) = wuo(z), reU ’
U, z) = wolx), zeU

em que B corresponde a uma das trés condi¢oes de contorno. As fungoes f, ug e vy sao fungoes dadas
no problema.

1.3. Equacao de Laplace/Poisson

Vamos finalizar discutindo as equacoes de Laplace e de Poisson. Mais especificamente, estaremos
interessados na seguinte equagao:
Au(z) = f(), v € U,
em que U C R™ é um aberto. Lembramos que
0? 0?
A=—+..+—.
0xr? ox?
Quando f = 0, chamamos a equacgao de equagao de Laplace. Quando f # 0, a equagao é chamada
de equacao de Poisson.

1.3.1. Aplicacoes da equacao de Laplace/Poisson. Essas equagbes aparecem em diversos
contextos. Em situagoes fisicas, geralmente descrevem modelos fisicos estaticos, que nao variam com
o tempo. Entre os exemplos, temos (vejam mais no livro do Strauss):

(1) A equagdo aparece naturalmente quando consideramos a equagao do calor ou da onda em
equilibrio. De fato, suponha que um corpo esteja em equilibrio térmico. A equagao do calor
descreve a temperatura deste corpo e é dada por

ou

at (t?
Como o corpo estéd em equilibrio térmico, concluimos que a temperatura nao varia. Logo
%(t, x) = 0 e a temperatura satisfaz a equagdo de Laplace. Com a equagao da onda em

x) = kAu(t, x).

equilibrio temos 0 mesmo argumento, ji que neste caso %(t, z) =0.

(2) Na teoria de variaveis complexas, uma fungéo f : U — C, U C C um aberto, é analitica se, e
somente se, f(x,y) = u(z,y) + w(z,y) é uma funco C* e as fungdes com valores reais u e
v satisfazem as condi¢oes de Cauchy-Riemann:

Ou Ov Odu  Ov

or oy oy o

Neste caso u e v satisfazem a equagao de Laplace. De fato, temos

Ou_ 0 (0u)_ 0 (00)_ 0 () _0 ([ ow\_ Pu_
0x2 oz \ox) 0x\oy) oy\ox) Oy dy)  oy? =5

O argumento para v é analogo.
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(3) Na teoria do Eletromagnetismo, se os campos ndo variam com o tempo, entdo o campo
elétrico satisfaz:

v.-E="L
€.
VxE=0

Se E: U C R?® = R3 for de classe C! e estiver definido num aberto convexo, entdo existe
uma funcdo ¢ : U — R de classe C? tal que E = —V (veja o livro do Apostol ou o Elon).
A funcao ¢ é chamada de potencial elétrico. Assim, temos
—sz—V~V<p:V-E:£.
€0
(4) Um fluido incompressivel e irrotacional estacionario pode ser descrito por um campo de
velocidades v : U — R3, em que U C R3 é um aberto. Nas condicoes dadas, temos que
Vxv=0eV-v=0.Sewvéde classe C' e U é um aberto convexo, entdo v = —V, em que
¢ : U — R & o potencial de velocidade. Assim

Ap=V -Vp=-V-v=0.

(5) Na teoria da gravitagdo de Newton, podemos, em certas situagoes, descrever o campo gra-
vitacional usando o potencial gravitacional ¢ : U — R, em que U C R3 é um aberto. Esse
potencial satisfaz a equagao

Ap(x) = 4rGp(x),
em que p é a densidade de massa e G é a constante gravitacional.

1.3.2. Condigoes de contorno. Para a solucao da equagao de Laplace ou Poisson, precisamos
ainda de condig¢oes de contorno. Como a equagdo ndo envolve o tempo, é razoavel pensar que nao
precisamos (nem faria muito sentido) de uma condigéo inicial. Isso de fato é o que ocorre.

Em um aberto limitado e suficientemente regular U de R", as condigoes mais consideradas sao as
de Dirichlet, de Neumann e de Robin. Nao s6 sao condigoes que estao relacionadas a condigoes fisicas,
mas também sao fundamentais para determinar as solugoes das equagoes.

Um tipico problema é dado por:

Au(z) = f(z), €U
Bu(z) = 0, xeodU’
em que B corresponde a uma das trés condigoes de contorno. A fun¢ao f é dada no problema. Quando

f =0, entdao uma solugao de classe C? da equagao de Laplace Au(z) = 0 também é chamada de fungao
harmoénica.



CAPITULO 2

Espaco de Hilbert: Definicao, ortogonalidade e base

2.1. Produto interno e norma

Seja F um espago vetorial real ou complexo, ou seja, sobre R ou C. Denotaremos por K o
conjunto dos numeros reais R, se E for um espago real, e o conjunto dos complexos C, se E for um
espago complexo. Seja A = z 4+ iy € C, em que z,y € R. O complexo conjugado de A serda denotado
por A =z — iy. Em particular, se A for real, entdo X = \.

DEFINIGAO 2. Um produto interno em um espago vetorial sobre K é uma fungdo B: F x E - K
que satisfaz as seguintes condigoes:

a) B(u+v,w) = B(u,w)+ B(v,w), para todo u,v,w € E.

b) B(Au,w) = AB(u,w), para todo u,w € E e A € K.

¢) B(u,v) = B(v,u), para todo u,v € E.

d) B(u,u) € R e B(u,u) > 0, para todo u € E.

e) B(u,u) # 0, para todo u € E tal que u # 0.

Uma funcdo B : F x E — K que satisfaz as propriedades a) e b) é chamada de funcéo linear na
primeira coordenada. Se satisfaz c), entdo dizemos que é simétrica, d) entdo é positiva e, por fim, se
satisfizer e) ¢ chamada de definida. Assim, um produto interno é uma fungdo B : E X E — K linear
na primeira coordenada, simétrica, positiva e definida.

A notacgado que iremos adotar para o produto interno é a seguinte:

(u,v) := B(u,v).

Quando estivermos trabalhando com mais de um espago com produto interno, entao usaremos
a notagao (u,v)g para deixar claro que nos referimos ao produto interno do espago E. Um espago
vetorial E com produto interno (.,.) também é denotado por (E, (.,.)). O produto interno nao é tnico
se o espaco F tiver dimensdo maior ou igual a 1. Assim, quando dizemos “Seja (FE, (.,.)) um espago
com produto interno” sempre queremos dizer que um produto interno foi fixado. Observamos, por
fim, que na fisica costuma-se usar a convengao de linearidade na segunda coordenada e antilinearidade
na primeira (ver abaixo a defini¢do de antilinearidade). A nossa convencdo ¢ a mais adotada na
matematica.

A proposicao abaixo mostra uma consequéncia simples das propriedades acima.

PROPOSIGAO 3. Seja (E, (.,.)) um espago vetorial sobre K com produto interno. Logo o produto
interno € antilinear na segunda coordenada, ou seja,
a’) (u,v+w) = (u,v) + (u,w), para todo u,v,w € E.
b’) (u, \w) = Au,w), para todo u,w € E e X € K.
Em particular, para A1, .. n, 1y ooy oy € K € Ug, ..oy, v1, ..., Uy € E, temos
n m

(2.1.1) (Z /\iuiyzﬂjvj) = ZZAiVj(Uian)-

i=1j=1
DEMONSTRAGAO. O item a’) pode ser provado da seguinte forma

(u,v+w)(:)(v+w,u)= v, U w,u :)(u,v)—f—(u,w)7

—
—
—~
~
—
~
—
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em que usamos ¢) da Defini¢do 2 em (1), a) em (2) e ¢) novamente em (3). De maneira similar, para
provar b’) usamos

(u, \w) w (Aw, u) @ AMw, u) @ AMu, w),

em que usamos c) em (1), b) em (2) e ¢) novamente em (3).
Por fim, a igualdade 2.1.1 segue usando indugéo com as propriedades a), b) da Defini¢do 2 e a’) e
b). O

Em um espacgo vetorial real, a propriedade antilinear é o mesmo que a linearidade. Uma funcao
B : E x E — K que é linear na primeira e na segunda coordenada é chamada bilinear. Quando
for linear na primeira coordenada e antilinear na segunda serd chamada de sesquilinear. Se K = R,
fungbes bilineares e sesquilineares sdo a mesma coisa. Um produto interno é sempre sesquilinear.
Quando K = R, entao ele também é bilinear.

Alguns exemplos importantes de produtos internos sao dados abaixo.

EXEMPLO 4. i) Seja R" = {z = (21,...,2,) : ; € R,Vj € {1,...,n}} o espaco vetorial com as
operagoes usuais. Um produto interno para este espago ¢ dado por

(x,y) =z,
j=1

ii) Seja C" ={z = (#1,...,2n) : z; € C,V¥j € {1,...,n}} 0 espago vetorial com as operaces usuais.
Um produto interno para este espago é definido por

(z,w) = Z ZjWj.-
=1

iii) Seja C([a,b];K) o espago das fungdes continuas f : [a,b] — K, em que K = R ou C como
sempre. Podemos definir um produto escalar para este espago por

b
(f.g) = / F(@)g@)da.

Usamos a expressao “‘um produto interno” nos exemplos acima, pois, como ji comentamos, os
mesmos nao sao unicos. Por exemplo, é facil verificar que

(x,y) = jzjy;
j=1

também define um produto interno em R™. Os exemplos dados em i), ii) e iii) sdo apenas os mais
comumente usados.
Em R? costuma-se definir o produto escalar de dois vetores como

UV = ULV + UV2.
E evidente que a fungio B : R? x R? — R dada por B(u,v) = u-v é um produto interno. De fato,
é um caso particular do Exemplo 4 i). O produto escalar satisfaz a propriedade

u-v = [[ull[Jv] cos(6),

em que ||ul| = u? +u3 e |[v]| = \/v? +v3 e cos(f) é o angulo entre os vetores u e v. Resultados
similares podem ser provados para R3. A funcio ||ul| é um exemplo de norma como veremos a seguir.

DEFINIGAO 5. Uma norma em um espago vetorial sobre K é uma fungdo N : E — [0,00) que
satisfaz as seguintes condigoes:

a) N(u) =0 se, e somente se, u = 0.

b) N(A\u) = |A|N(u), para todo u € Ee XA € K.

¢) N(u+v) < N(u)+ N(v), para todo u,v € E.
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A propriedade ¢) é também chamada de desigualdade triangular. A notac¢do para norma que
iremos usar é a seguinte

[[ull := N(w).
Quando nao estéa claro a qual espago vetorial nos referimos, também usaremos ||u||g. Um espago

vetorial com norma também é chamado de espa¢o normado. Ele serda denotado por (E,||.||). Nova-

mente, a norma nao é unica. Assim, sempre suporemos que a uma norma foi fixada ao tratarmos com
espagos normados.

Note que por indugao, as propriedades b) e ¢) implicam que
n n
1> XNl < STl VA € Kyuy € B, € {1,...,n}.
j=1 j=1
Muito usado também é o fato de que para todo u,v € E, temos
(21.2) llw = ol > [lJul] = [[v]l]-

Isto ocorre, pois

Jull = [lu = v +of] < Jlu— vl + o]
Logo ||u|| = ||v|| < ||u — v||. Trocando u por v, obtemos que |[v|| — ||Ju|]| < |Jv — u||. Note que
o —ulf = I = (w = V)| = | = 1flu =]} = [[u—=v].

Isto mostra a desigualdade (2.1.2), ja que
lu — ol = max {[ul] — o]l vl = l[ull} = [lJull = [[v]]-

Esta propriedade mostra que se quiséssemos definir norma como uma fungdo N : E — R ao invés
de N : E — [0, 00| obterfamos exatamente as mesmas fungées. De fato, tomando v = 0, concluiriamos
de (2.1.2) que |ju|| > [||u]|| > 0, ou seja, a norma continuaria a ser nao-negativa.

EXEMPLO 6. i) Em K" = {z = (21,...,2z,) : ©; € K,Vj € {1,...,n}}, as fungbes abaixo definem

normas.
n
Izl = g,
j=1

x = max ZTil.
leoo = max o,

ii) Em C([a, b]; K), podemos definir normas pelas expressoes abaixo.

b
I = [ 17t
11 = s (@)

z€la,b]

A norma permite definir a distancia entre dois vetores de um espaco vetorial normado. De fato,
se u e v € F, a distancia entre u e v é definida por

(2.1.3) d(u,v) = |Ju —vl.

PROPOSIGAO 7. Seja (E, ||.||) um espago normado. Logo a distincia d: E x E — [0,00) definida
2.1.3 satisfaz as propriedades abaizo.

1) d(u,v) =0 se, e somente se, u = v.

2) d(u,v) = d(v,u), para todo u,v € E.

3) d(u,v) < d(u,w) + d(w,v), para todo u,v,w € E.

DEMONSTRAGAO. 1) Vemos que
du,v) =0 <= |lu—v||=0 <= u=v,

em que usamos o item a) da Definigdo 5 na tltima implicagao.
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2) Basta observar que

@
d(u,v) = [lu =l = || = (v = w)[| = [ = Uljv = ull = [jo = ul| = d(v,w),

em que usamos b) da Defini¢ao 5 em (1).
3) Para provar este item usaremos a desigualdade triangular.

d(u,v) = [[u = vl| = flu = w+w =[] < [ju —w[| + [w - v]| = d(u, w) + d(w, v).
U

As propriedades da Proposicao 7 mostram que um espago normado é um espaco métrico. Portanto,
a norma vai nos permitir definir convergéncia de sequéncias, continuidade e etc, como veremos mais
adiante. Neste curso, nao assumiremos conhecimentos sobre espagos métricos. Os conceitos serao
definidos (ou recordados para aqueles que ja conhecem os resultados) conforme formos avanc¢ando.

Um espaco com produto interno (E, (.,.)) tem uma norma naturalmente associada. Ela é definida
por

(2.1.4) lu]l ==/ (u,w)

e ¢ chamada de norma associada ao produto interno. Toda vez que estivermos trabalhando com um
espago com produto interno, iremos considerar a norma associada a ele, a nao ser que digamos o
contrario.

O fato de que (2.1.4) define realmente uma norma é provado abaixo. Antes, precisamos de uma
importante desigualdade.

PROPOSIGAO 8. Seja (E, (.,.)) um espago vetorial sobre K com produto interno. Logo o produto
interno satisfaz a desigualdade de Cauchy-Schwartz:

[(u,v)| <V (u,u)y/(v,v), VYu,v€E.

Antes de provar a desigualdade, vamos discutir a ideia geométrica dela.
Vimos nos cursos de vetores e geometria (ou algebra linear) que para dois vetores u e v em R2,
com v # 0, sempre podemos projetar u na reta gerada por v. Assim, escrevemos u = u/, +u, em que

EZ:Z;UGUL =u—u; =u-— Ezzgv

A desigualdade de Cauchy-Schwartz sai imediatamente da observacio de que [juy[? > 0. Para sua
demonstracao, no entanto, nao é necessario definir projegoes. Essa discussao visa apenas deixar as
contas mais naturais.

u/, € paralelo a v e uy ¢ perpendicular a v. Lembramos que u,, =

DEMONSTRAGAO. Se v = 0, entdo Ov = 0 e, portanto, para todo w € E (em particular, para
w=wu ou w = v), temos
(w,v) = (w,0v) = 0(w,v) = 0.
Assim, a desigualdade de Cauchy-Shwartz é valida, pois apenas diz que 0 < 0.
Se v # 0, entdo pela propriedade e), temos (v,v) # 0. Assim, como (w,w) > 0 para todo w € E,
podemos definir

e concluir que

0< (u _ v)v, u— (u, 0) ’U) W (u,u) — (u,0) (u,v) — (v, v) (v,u) + (o, w)l® (v,v)

(v,v) (v,v) (v,v) (v,v) (v,v)?
SN (20 X0 i (G| PR (XD
= (w) (v,v) (v,v) + (v,v) = (wu) (v,v)
Em (1) usamos 2.1.1. Logo |(u,v)|? < (u,u)(v,v) e a desigualdade segue. O

PROPOSIGAO 9. Seja (E, (.,.)) um espago com produto interno. Logo a fung¢ao u € E — ||lu|l €
[0,00) definida em (2.1.4) de fato define uma norma.
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DEMONSTRAGAO. Vamos mostrar cada um dos itens que definem uma norma.

a) Pela definicdo de norma associada ao produto interno, ||u|| = 0 ocorre se, e somente se, (u, u) = 0.
Se u = 0, entdo por linearidade (u,u) = (Ou,u) = 0(u,u) = 0. Por outro lado, se (u,u) = 0, entdo
como o produto interno é uma fungao positiva definida, concluimos u = 0.

b) Basta usar a linearidade do produto interno para verificar que

Al = v/ (A, Au) = \f AN, w) = VAP (u,w) = (A (u, 1) = [A]||ul].

¢) Por fim, a desigualdade triangular pode ser provada da seguinte maneira:
4 02 = (v, 0+ v) = (uy ) + (0,0) + (u,0) + (v,0)

= (u,u) + (u,v) + (u,v) + (v,v) = (u,u) + 2Re(u, v) + (v,v)

< (u,u) + 2|(u,v)| + (v,v) %) (u,u) + 24/ (u, u)\/(v,v) + (v,0)
= (V/(u,u) + v/ (v,0))% = ([[u] + |v])*.

Note que a desigualdade de Schwartz tem um papel crucial na demonstracao. Ela foi usada na
desigualdade em (1). O

Dois exemplos fundamentais de normas associadas a produtos internos sao dadas abaixo.

EXEMPLO 10. i) Seja K" com o produto interno (z,y) = Z?Zl z;Y;, em que £ = (T1,...,Ty) €
Yy = (y1,...,yn) € K”. Lembramos que 7; = y; se y; € R. A norma associada a este produto interno é
dada por

[zl = v/ (z,2) =

n
> a2
=1

ii) Seja C([a,b]; K) o espago vetorial com produto interno (f,g) = f; f(z)g(x)dz. Logo a norma
associada a este produto interno é dada por

b
1l =T = / f (@) 2d.

Observamos que em R? a norma ||z|| = \/z7 + 22 ¢, de acordo com o Teorema de Pitégoras, igual
ao tamanho do vetor z € R%2. O mesmo ocorre em R3.

Uma propriedade importante que normas associadas a produtos internos satisfazem é a lei do
paralelogramo. Para explica-la, consideremos u e v dois vetores linearmente independentes de R? e §
o angulo formado entre u e v. Logo, pela regra dos cossenos, temos

2 _ 2 2 .
llw = ol|” = [lull® + [[v]I" = 2[[ulll[v]| cos(8),
2 _ 2 2
l[u+ol|” = [lu]” + [[v]I” = 2[ul[l[v]| cos(x — 6).

Note que u — v e u + v sdo as diagonais do paralelogramo formado pelos vetores u e v (os vértices
sao: 0, u, v eu+v).

Como cos(m — ) = — cos(f), podemos somar as expressoes acima e obter

I = wlI* + flu+ v[]* = 2fjull* + 2[lv]*.

A expressdao acima é vélida nao s6 para R? como também para todos os espacos vetoriais com
produto interno.

PROPOSIGAO 11. Seja (E, (.,.)) um espago vetorial com produto interno. Logo a seguinte propri-
edade, chamada de lei do paralelogramo, € vdlida: Para todo u,v € E, temos

lu =l + llu+l* = 2[jul® + 2[]v]*.
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DEMONSTRACGAO. Basta usar a definicdo de norma associada a um produto interno.
lu—v||* + lu+v|]? = (u—v,u—v)+ (u+v,u+v)
= (uvu) - (uvv) - (’U’U) + (’va) + (u, u) + (u, 7}) + (Uvu) + (U,U)
= 2(u, u) + 2(v,v) = 2/ul* + 2}v]|.
O

A lei do paralelogramo pode ser usada para mostrar que uma determinada norma néo esta associada
a nenhum produto interno, bastando achar vetores para os quais a lei nao é satisfeita. Ela também
serd muito atil no estudo de projecoes ortogonais.

Até agora nossos resultados tiveram um sabor mais algébrico. Vamos comegar agora a discutir
convergéncia de sequéncias. Algumas definigbes precisardo apenas de normas. Uma sequéncia num
espago vetorial F é definida como uma func¢do v : N — E, em que N = {1,2,3,...} (lembre-se que em
analise, uma sequéncia é uma fungdo v : N — R). Ela serd denotada por (v;)jen ou simplesmente

por (vj). Aqui v; = v(j) € E, ou seja, corresponde a imagem da fungdo v. Nossa convengao sera
N=1{1,2,3,...} e Ng ={0,1,2,3,...}. Poderiamos definir sequéncias indexadas por Ny também.

DEFINIGAO 12. Seja (E, ||.||) um espago normado. Dizemos que uma sequéncia (v;),en de vetores
em E converge a v € E se lim;_, ||v; — v|| = 0. Neste caso escrevemos v = lim;_,o v;.

A definicao acima nos diz que para todo € > 0, sempre existe N € N tal que se 7 > N, entao
llv; —v|| < e. Note que o limite é sempre Gnico. De fato, se v = lim;_, o v; € w = lim,;_, v;, entéo

(2.1.5) [0 —wl| = [lv —vj +v; —wl| < [lv— vl + [Jv; — w]].
Tomando o limite j — oo no lado direito, concluimos que v = w. Muitas outras propriedades de

sequéncias convergentes em espagos normados se assemelham ao que vemos em analise real. Vamos
ver algumas delas abaixo.

PROPOSICAO 13. Seja (E,||.||) um espago normado e (vj)jen uma sequéncia que converge av € E.
Logo entao ela € limitada, ou seja, existe M > 0 tal que ||u;|| < M para todo j € N.

DEMONSTRAGAO. Seja v = lim;_, o v;. Assim, dado € = 1, existe N € N tal que se j > N, entao
lv; — vl < 1. Seja M = max;cq1,.. ny ||lvjll, entdo |lv|| < M para todo j € {1,..., N} e
;I = llv; — vn +onll < lv; —vnll + lowll < 1T+ M,
se j > N. Assim, escolhendo M := 1+ M, vemos que ||v;|| < M para todo j € N. O
A convergéncia implica convergéncia do produto interno, como veremos abaixo.

PROPOSIGAO 14. Sejam (E, (.,.)) um espago com produto interno, (u;)jen € (vj)jen duas sequén-
cias em E. Selimj_, oo uj =u e lim;_,o v; = v, entdo lim;_,o(u;,v;) = (u,v).
Em particular, se w € E elim;_,o u; = u, entdo im; o (u;, w) = (v, w), im; o0 (w, u;) = (w, w)
e im0 [Juj || = l[ull.
DEMONSTRAGAO. Para a demonstragéo, basta observar que
u,v) =(u—u; +u;,v—v; +v;
(2.16) (u,0) = (u —uj +uj v —vj +v;)
= (u =0 = v;) + (u5,0 = v5) + (u = uj,v5) + (uj,v;)-
Note que
(u—ujv—wv;) < flu—ull[lo =,
(2.1.7) (ugy u =) < gl — ugll
(u =, 05) < flu—w;]ff|v]]
Como (u;) e (vj) s@o convergentes, entdo sdo limitadas. Assim, existe M > 0 tal que |ju;|| < M
e ||lv;j|| £ M para todo j € N. Como lim;_,o [Ju; — u|| = lim; o [[v; — v|| = 0, o limite de todas as
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expressoes em (2.1.7) é igual a zero. Assim, podemos tomar o limite para j — oo em (2.1.6) levando
em conta (2.1.7) para obter
jli}rgo(uj,vj) = (u,v).

Para mostrar que lim;_,oo(uj,w) = (u,w) e lim;_,o(w,u;) = (w,u), basta usar a simetria do
produto interno e o resultado anterior para a sequéncia (v;);en definida como v; = w para todo j € N.
Para a demonstracao de que lim;_, ||u;|| = ||u||, basta tomar u; = v; e concluir que lim;_, o (u;, u;) =
(u, u).

OBSERVAGAO 15. Seja (E, ||.||) um espaco com produto interno. Logo se lim; ., v; = v, entéo
também vale lim;_,  [|v;|| = [[v]|. Ou seja, para este resultado nao precisamos de produto interno. De
fato, usamos (2.1.2) para concluir que

Hoill = 1loll] < [lvj = vll.
Assim, lim;_, o v; = v implica que lim;_, ||v;|| = ||v].
Vamos finalizar discutindo o conceito de sequéncias de Cauchy e completude.

DEFINIGAO 16. Dizemos que uma sequéncia (u;);jen em (E, (.,.)) é uma sequéncia de Cauchy se
dado € > 0, existe N € N tal que ||u; — u;|| < ¢, para todo i,5 > N.

Uma sequéncia de Cauchy (u;);en € sempre limitada. Basta escolher € = 1. Dessa forma, existe
N € N tal que [u; —uj|| < 1 para i,j > N. Seja M = max;cq1,.. n} [|uil|, entdo [ul| < M, se
ie{l,..,N}, e
uill = llui = un + un|l < flui = unl| + lun]] < M + 1,
seie{l,..,N}.
Além disso, se (u;);en for uma sequéncia convergente, entdo (u;);jen € uma sequéncia de Cauchy.
De fato, dado € > 0, existe N € N tal que se 4,j > N, entdo |lu; —ul| < ¢ e ||u; —ul| <e. Assim,

s = sl = lhs = w4 w = | < s = ul| + flu— ]| < e/2+2/2 =e.

No entanto, uma sequéncia de Cauchy num espago normado nem sempre converge, Como veremos
em breve. Assim, destacamos o seguinte tipo de espaco.

DEFINIGAO 17. Seja (E,|.||) um espago normado. Dizemos que o espago é completo se toda
sequéncia de Cauchy convergir.

Vamos finalizar essa se¢ao com a defini¢ao mais importante do curso.

DEFINIGAO 18. Um espaco vetorial normado completo é chamado de espago de Banach. Um
espago com produto interno completo é chamado de espaco de Hilbert.

Quando estivermos falando de espacos de Hilbert, sempre consideraremos a norma associada ao
produto interno. Todo espaco de Hilbert é um espago de Banach. No entanto, o produto interno torna
o estudo de espagos de Hilbert muito mais simples. Na teoria de equacoes diferenciais parciais, ambos
os espagos desempenham um papel muito importante. Aqui nos restringiremos aos espacos de Hilbert,
que consideramos o caminho mais natural (e seguido por diversas referéncias) para se comegar o estudo
de EDPs usando analise funcional.

2.2. Ortogonalidade e bases ortonormais

Um produto interno permite definir o importante conceito de ortogonalidade de vetores e espagos.
Nesta segao fixaremos um espago vetorial com produto interno (E, (.,.)) com dimensao maior ou igual
a um.

DEFINIGAO 19. i) Dois vetores néo nulos u e v sdo ortogonais (denotamos por u L v) se (u,v) = 0.
ii) Um vetor ndo nulo u é ortogonal a um subconjunto W C E se u é ortogonal a todos os vetores
de W\{0}, ou seja, (u, w) = 0 para todo w € W (note que para w = 0 isso sempre ¢é verdade).
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iil) Dois subconjuntos W eV de E sdo ortogonais se todos os vetores nao nulos de W séo ortogonais
a todos os vetores nao nulos de V', ou seja, (v,w) =0 para todov eV ew € W.

iv) Dizemos que S = {e; : i € I} C E, em que I pode ser um conjunto finito ou infinito, é um
conjunto ortogonal se todos os seus vetores sao nao nulos e ortogonais entre si, ou seja, e; # 0 para
todoi €I e (e;,ej) =0 para todo ¢ # j, 1,5 € I.

v) O conjunto S = {e; : i € I} C E é chamado de conjunto ortonormal se for um conjunto
ortogonal e todos os seus vetores forem unitdrios, ou seja, (e;, ej) = 51']‘.1

A ortogonalidade implica no seguinte Teorema.

TEOREMA 20. (Teorema de Pitdgoras). Sejam uy, ..., un $do vetores ortogonais, entao
n n
1D uil? = lluy >
j=1 j=1

DEMONSTRAGAO. Basta usar a defini¢io de norma e ortogonalidade como abaixo.

n n n n n n n
1Y uill® = Que D Ju) = D0 (wiuy) = Y (wiwi) = ) flual.
j=1 i=1 =1 i=1 j=1 i=1 i=1

O

Uma relagao bastante simples entre norma e produtos internos para vetores ortonormais é dado
pela desigualdade de Bessel.

PROPOSIGAO 21. (Desigualdade de Bessel) Seja S ={e; :i € I} CE, em que I ={1,..,N} ou

I =N. Se S € um conjunto ortonormal, entio sempre vale

N
D)) < Jlull?,
j=1

em que N = o0 se [ =N.

DEMONSTRAGAO. A prova é simples. Seja M = N se I = {1,..., N} ou M um namero em N se
I = N. Logo, pela defini¢ao de norma,

M
lu=">"(u,e5)e;]* > 0.
j=1
Note que
M M M
= 3w epes | = (u = D (wreesu = 3 (uwe)e)
"~ M - M ” M M
= (uu) = Y (e enw) — S we)(ue) + 3D (wen)(w ) (erne;)
=1 =1 =1 j=1
M M M M
= (wu) =Y e = |(ue) P+ (u,ei)(u )b
=1 j=1 =1 j=1
M M M
= (uu) =Y |(u,e)* ~ Z (s eg) [P+ I(uy )
1]\_4 j= j=
= () = Y (e

15ij é o delta de Kronecker. Ele é igual a 1 se i = j e a zero se i # j.
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Assim,
M
lull = () > |(u, )]
i=1

e isto encerra a demonstragao. (Note que se I = N, entao basta tomar o limite M — oo na desigualdade
acima). O

Antes de prosseguirmos, vamos lembrar rapidamente alguns conceitos de algebra linear. Dado um
espago vetorial E, dizemos que um subconjunto S = {e; : ¢ € I} C E, que pode ser finito ou nao,
é linearmente independente se para qualquer subconjunto finito J C I e ntmeros a; € K, i € J, a

igualdade

Z a;e; = 0

i€
implicar que a; = 0 para todo i € J. Um conjunto linearmente independente (usamos a abreviagao
L. I. também) nunca contém um elemento nulo. De fato, S é L.I. se nenhum elemento for nulo nem
puder ser escrito como combinagao linear dos demais elementos de S. Conjuntos que nao sao L.I. sao
chamados de linearmente dependentes, ou L.D..

O conjunto de todas as combinagoes lineares de S sera denotado por [S]. Assim, por definigao,

v € [9] se, e somente se,

v = Z a;€;,

i€J
para algum subconjunto finito J C I e a; € K, i € J (Atengao! Note que até agora J é sempre um
conjunto finito). O conjunto [S] é claramente um espago vetorial. Ele é o menor subespago vetorial de
E que contém todos os elementos de S. Dizemos que S gera o espago E se [S] = E. O conjunto [S)]
também é chamado de conjunto gerado por S. Quando S = {ey, ..., e, } também usaremos a notagao
[e1, ..., en] para denotar [S].

Um conceito importantissimo em algebra linear é o de base de um espago vetorial. Como trataremos
também em breve do conceito de bases de Hilbert, chamaremos a base que vemos em &lgebra linear
de base algébrica. Uma base algébrica é um conjunto S linearmente independente que gera o espago
vetorial E. Dizemos que o espago F tem dimensao finita se tiver uma base algébrica com finitos
elementos?. Podemos mostrar, usando o Lema de Zorn, que todo espaco vetorial possui uma base
algébrica. Esse resultado ndo mostra como podemos calcular (encontrar) essa base. Assim, bases
algébricas em espagos de dimenséao infinita serdo frequentemente pouco adequadas para aplicagoes.

Voltando a nocao de ortogonalidade, podemos mostrar facilmente que um conjunto ortogonal
S ={ei1,...,en} & linearmente independente. De fato, se v := Z?:1 aje; = 0 para certos a; € K, entao
tomando o produto interno com ey, k € {1, ...,n}, temos

n

(2.2.1) 0= (v,ex) = Zajej,ek = Zaj(ej,ek) = ay(ex, ex)-
j=1

Jj=1

Como e, é nao nulo, concluimos que a; = 0.
Se todo o vetor de E puder ser escrito como combinagao linear de elementos do conjunto ortogonal
S, ou seja, se qualquer v € F puder ser escrito da forma

n
v = E aj;€j,
j=1

2Alguns resultados de algebra linear valem ser recordados: Se um espago vetorial tem uma base com n elementos,
entdo todas as outras bases também terdo n elementos. Isto faz com que a dimenséo (o nimero de elementos de uma base
de um espago vetorial) esteja bem definida. Além disso, se a dimensdo de um espago vetorial for n, entao todo conjunto
de n elementos que for linearmente independente automaticamente gera todo o espago vetorial, ou seja, € uma base. De
forma similar, todo conjunto de n elementos que gera todo o espago é automaticamente linearmente independente e,
portanto, é uma base.
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entdo o conjunto S é linearmente independente e gera E, ou seja, S é uma base algébrica de E. Os
coeficientes a; podem ser facilmente calculados. Por (2.2.1), vemos que ar = (v,ex)/(ex,ex). Se S
também é ortonormal, entdo ar = (v, ey).

Se um subespago vetorial V' C FE for finitamente gerado, ou seja, se existir um conjunto finito
S = {wy,...,w,} tal que V = [S], entdo sempre podemos construir uma base algébrica ortonormal
para V. Para isto, basta aplicar o método de Gram-Schmidt.

PROPOSIGAO 22. (Método de Gram-Schmidt) Seja S = {e; : j € I} um subconjunto de vetores
linearmente independentes de E, em que I = {1,..., N} ou I = N. Logo existe um conjunto ortonormal
W =A{w,; :j € I} tal que

[e1,y .oy n] = (W1, .oy wp]
para todo 1 <n < N. Em particular, [S] = [W].

DEMONSTRAGAO. Primeiro observamos que wy = p¢ly é um vetor unitdrio e tal que [e1] = [w1].
Agora vamos construir os demais vetores por indugdo. Suponha tenhamos construido um conjunto

ortonormal {w1,...,w,}, 1 <n < N, tal que
[61, ...,ej] = [wl, ...,wj}, V1 S j S n.

Vamos agora achar um vetor unitario w41 ortogonal a todo w;, 1 < j < n, tal que [e1, ..., ept+1] =
[w1, ..., wn41]. Para tanto, vamos definir
n
W= ent1 — § (ent1,w5)wj.
Jj=1
O vetor w ¢é diferente do vetor nulo. De fato, se w = 0, entao e,11 pertenceria a [wy, ..., w,] =
[e1, ..., en], Ou seja, seria combinagao linear de {e1,...,e,}. Isso faria com que S nao fosse linearmente
independente.
Observamos também que @ é ortogonal a todos os vetores wi, ..., wy,. De fato, se 1 < k < n,

temos
n

n
(@,wy) = (ent1 = ) _(ens1,wj)wj, wi) = (ens1,wp) = Y (€nt1,w;)(wy, wy)
j=1 j=1
n
= (ent1,wk) = > _(ent1,w;)05% = (ent1, k) — (€ng1, wi) = 0.
j=1
Assim, wy11 = W/||w]|| é ortogonal a todos os vetores {wy, ..., w,} e é unitario. Note que w41 C
[e1, ..., €nt1], JA que wj € [eq, ..., e,] para todo 1 < j < n. Logo {wi, ..., wy41} € ortonormal (e portanto
L.I) e esta contido em [eq, ..., en41], que tem dimensdo n + 1, ja que S é L.I.. Assim, {wy, ..., wny1} €
uma base de [eq, ..., en41]. Portanto,

[617~-~7€n+1} = [w17~-~7wn+1]~
Este procedimento constréi todos os vetores wj, j € J.
Observe por fim que se u € [S], entdo u € [eq,...,e,], em que 1 < n < N, se S é finito, e
n < oo, se S é infinito. Isto ocorre pois u é uma combinagao linear de finitos elementos de S. Assim,

u € [wy, ..., wy] C [W]e, portanto, [S] C [W]. Invertendo o argumento, vemos que [W] C [S]. Portanto,
W] =[S]. a

Quando trabalhamos com EDPs, a combinagao linear de finitos elementos nem sempre é suficiente
para aplicacoes. Muitas vezes estamos interessados em escrever uma solugao como uma série de
elementos ou algo similar. Assim, é interessante saber quando as combinagoes lineares de um certo
conjunto aproximam um elemento.

Vamos entao definir alguns conceitos topoldgicos para espagos normados.

DEFINIGAO 23. Seja (£, ||.||) um espago vetorial normado e S C E um subconjunto de E. O fecho
de S é o conjunto S dos vetores u € E para os quais para todo € > 0, existe s € S tal que |ju—s|| < e.
Dizemos que S é um conjunto fechado de E se S = S.
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Note que é sempre verdade que S C S pela definicio acima. Como visto em analise, podemos
caracterizar o fecho de conjuntos e espagos fechados usando sequéncias.

PROPOSICAO 24. Um elemento u € S se, e somente se, existir uma sequéncia (sj)jen em S que
converge a u. Um conjunto S € fechado se, e somente se, toda sequéncia convergente (sj)jeN em S
convergir a um elemento de S, ou seja, lim;_,o s; € S se s; €S para todo S.

DEMONSTRAGAO. Primeira afirmacio: v € § <= 3(sj)jen em S que converge a u.

(=) Sejau € S. Logo para cada j € N, escolhendo ¢ = %7 achamos s; € S tal que |lu—s;|| < %
Assim, ¢ claro que lim;_,o 55 € S.

<) Por outro lado, se u € E é tal que u = lim,;_, s;, em que (s;)jeny € uma sequéncia de

P tro lad FE é tal q lim J q j)jen € quéncia d

elementos em S, entao dado € > 0, existe N &€ al que se 5 > N, temos ||lu — s;|| < €. Isto implica
1 t S, entao dad 0 te N € N tal N, t J Ist 1
que u € S.

eqgunda afirmagdo: S € fechado <= toda sequéncia convergente (s;);en em S converge a um

S d ao: S € fechad tod énci te (s5); S
elemento de S.

( = ) Seja (s;)jen uma sequéncia convergente tal que s; € S para todo j € N. Como s =
lim;_ ;o s; € S e S é fechado, concluimos que s € S.

(<=) Seja u € S. Logo existe uma sequéncia (s;)jen em S que converge para u. Por hipétese, u
deve pertencer a S. Desta maneira S C S. Como S C S, entdo S = S e S é fechado. O

Para continuar, precisamos também definir conjuntos densos em um espago vetorial normado.

DEFINIGAO 25. Dado um espago vetorial normado (E, ||.||) e S C E, um conjunto F' C S € denso
em S se para todo v € S e € > 0, existir um elemento f € F tal que ||f —v|| < e.

Usando uma repeticao dos argumentos de analise real, podemos facilmente provar que F' C S é
denso em S se, e somente se, para todo v € S, existe uma sequéncia (f,)nen de vetores que estao
contidos em F e que convergem a v, ou seja, limy,_,« || fn — v|| = 0.

A demonstracao é uma repeticao do argumento da proposigao 24. De fato, se F' C S é denso em
S ewv €S, entdo para todo n € N, existe f, € F tal que ||f, —v| < % Basta escolher € = % Assim,
é claro que lim,— || frn — v|| = 0. Por outro lado, se para todo v € S, existe uma sequéncia (fy,)nen
em F tal que lim,, o ||fn — v| = 0, entdo dado ¢ > 0, existe N € N tal que para n > N, temos
[fn — vl <e. Assim, fni1 € Fe | fny1 —v| <e.

DEFINIGAO 26. Seja (E,||.]|) um espago normado. Dizemos que o conjunto S C E é total em E
se [S] é denso em F, ou seja, para todo v € FE e € > 0, existem $1,...,sy em S e aq, ..., ay em K tais
N
que [lv =35 a8l <e.

Note que [S] ser denso em E equivale a dizer que [S] = E. Usando conjuntos totais, podemos
definir o importante conceito de base de Hilbert.

DEFINIGAO 27. Seja (H,(.,.)) um espago de Hilbert ¢ S = {e; : j € I} um subconjunto de H
indexado por I, em que I é um conjunto finito ou infinito. Dizemos que S é uma base de Hilbert de H
se S for um conjunto ortonormal e total em H.

Em outras palavras, uma base de Hilbert S = {e; : i € I} de H é um conjunto tal que (e;, e;) = J;;
e tal que o espago
[S] = {Z ajej : J C Ié um subconjunto finito}
icJ
é denso em H.
Para finalizar, vamos comparar as defini¢bes para S = {e; : i € I}:

S E UMA BASE ALGEBRICA ORTONORMAL SE | S E UMA BASE DE HILBERT SE:
1) S é um conjunto ortonormal 1) S é um conjunto ortonormal
2)[S]=FE 2 [S]=E

Assim, numa base algébrica todo elemento de E pode ser escrito como combinagoes lineares de S.
Numa base de Hilbert, todo elemento de E pode ser aproximado por combinagoes lineares de S.
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2.2.1. Exemplos: Espacos de dimensao finita e espagos [3(K). Usando os resultados an-
teriores, vamos dar dois exemplos fundamentais de espacos de Hilbert: espacos com produto interno
com dimenséo finita e espagos I3(K).

Vamos comegar com espacos de dimensao finita.

PROPOSIGAO 28. Seja (E, (.,.)) um espago vetorial com produto interno de dimensdo finita. Logo
E € um espaco de Hilbert e um conjunto S C E € uma base de Hilbert se, e somente se, S € uma base
ortonormal algébrica.

DEMONSTRACAO. E ¢é um espaco de Hilbert.

Como E tem dimensao finita, entao, usando o método de Gram-Schmidt, sabemos que existe uma
base algébrica ortonormal B = {es, ...,e,} de E. Seja (u;),;en uma sequéncia de Cauchy em E.

Vamos provar que para cada k € {1,...,n}, a sequéncia ((u;, ex))jen € uma sequéncia de Cauchy
em K. Dado ¢ > 0, existe N € N tal que |lu; — u;|| < € para todo ¢,j > N. Assim, para i,j > N,
temos

[(us ex) = (ui ex)| = [(uj — iy er)| < fluj — uallller]] = [lu; —wil| <e.

Sabemos de anélise real que toda sequéncia de Cauchy em R ou C converge. Seja ar € K tal
que ar = lim; oo (uj,ex) e u = ZZ:l are,. Basta agora mostrar que lim; ,o, u; = u. Para tanto,
observamos que

n n n

lluj —ul| = E (uj,er)er — E arer|| < || E ((uj,ex) — ar) exl|
k=1 k=1 k=1

n

(g, ex) — arlllenl = D [(u, ex) — ar.

1 k=1

NE

<

>
Il

Como lim;_, |(u}, ex) —ax| = 0, concluimos nossa demonstragao de que E é um espago de Hilbert.

S C FE € uma base de Hilbert se, e somente se, S é uma base algébrica ortonormal.

Se [S] é uma base ortonormal algébrica, entédo [S] = E e, portanto, [S] é denso em E. Como E é
ortonormal e total, concluimos que S é uma base de Hilbert de F.

Por outro lado, seja S uma base de Hilbert de E. Como E tem dimensao finita, entao [S] também
tem dimensao finita. Seja v € E. Como [S] é um conjunto total de E, entao existe uma sequéncia
(uj)jen de elementos em [S] que convergem para v em E. Como (u;);en € uma sequéncia convergente,
entdo também é uma sequéncia de Cauchy. Logo converge para um elemento em [S], ja4 que [S] é
completo. De fato, [S] tem dimenséo finita (pois é um subespago de um espago com dimensao finita)
e, portanto, é um espago de Hilbert pela discussao inicial. Como uma sequéncia converge para no
méximo um elemento, concluimos que v € [S]. Logo S é ortonormal e [S] = E. Logo S é uma base
algébrica ortonormal. O

O segundo exemplo muito importante de espago de Hilbert ¢ dado pelos espagos I3(K). Este espago
consiste nas fungoes x : N — K (ou seja, sequéncias de niameros em K), que representamos como
x = (r1,22,...), x; €K VjeN,

que satisfazem
o0
2
E |z;]° < oo.
=1

Note que z; = z(j), ou seja, x; sdo os elementos da imagem da funcao x.
E simples verificar que o espaco de todas as sequéncias = : N — K & um espaco vetorial com as
operagoes de soma e multiplicagao por escalar definidas abaixo:
(z1,22, ) + (Y1, 92, ) = (@1 + Y1, T2 + Y2, .-.),
Mz, zo,...) = (A\x1, Axa, ...),
em que x e y sdo sequéncias e A € K. Para mostrar que I3(K) é um espago vetorial, basta mostrar que
a soma e a multiplica¢@o por escalar de termos em [5(K) também pertencem a lo(K). Isto implicara

(2.2.2)
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que l2(K) é um subespago vetorial do espago das sequéncias e, portanto, também é um espago vetorial,
conforme a proposicdo abaixo.

PROPOSIGAO 29. O conjunto l2(K) é um espago vetorial com as operagoes de soma e multiplicagao
por escalar definidas em 2.2.2.

DEMONSTRAGAO. Como vimos, basta provar que se z,y € [3(K) e A € K, entao z +y € [5(K) e
Az € 15(K).
Antes, observamos que, pelo Exemplo 4, a fungao

n
(xvy)K" = Z,ijij, €,y c Kna
j=1

define um produto interno em K”. Logo |[z[jg» = 4/>°7_; |#;/* é uma norma e vale a desigualdade

triangular ||z + y||lxk» < ||z|lk» + |ly|]lx» para todo x,y € K". Vamos agora continuar em etapas.
FEtapa 1: Se xz,y € 13(K), entdo x +y € l2(K).
Para z = (21, x2,...),y = (Y1, Y2, ...) € l2(K), definimos 2™ = (z1,...,2,) € K" e y" = (Y1, ..., Yn) €
K”™. Assim, vemos que

n
: . 12 . E n n 2n < i n " n n 2
nlgn;ozglffﬁyﬂ Tim |z +y" [fe < lim ([l [l + y" fen)
iz
2 2
n n oo o0
— i |2 |2 — |2 .12
= lim Dol [ Dol = (D P [ Dyl | <o
Jj=1 J=1 Jj=1 j=1

Portanto, = + y € [2(K) e a adi¢do estd bem definida.
FEtapa 2: Se x € I3(K) e A € K, entao Az € I3(K).
Basta observar que

o0 n n oo
D P = lim YA = AP Jim Y P = APl < oo
j=1 j=1 j=1 j=1

Assim, Az € [3(K) e a multiplicagdo também esta bem definida. O

PROPOSIGAO 30. Sejam z,y € 15(K). Logo a soma Z;’;l x;y; converge absolutamente e a fungdio
abaizo define um produto interno em ly(K):

(2.2.3) (x,9) =>_ =75
j=1

DEMONSTRAGAO. Sejam x = (z1,Z2,...) € y = (y1,¥Y2,...). Para mostrar que a soma converge
absolutamente, vamos usar novamente as notagoes ", y" e (2", y" )k~ da demonstragao da Proposigao
29.

Vamos definir = (|21, |22, ...) ¢ § = (|y1],|y2/,...). E evidente que # e § pertencem a l5(K). De
fato, tém a mesma norma de x e y, respectivamente. Definimos 2" = (|z1], ..., |2n]) € 3™ = (ly1], -+ |Yn])
para todo n € N. Assim, para mostrar que a série Z;’il x;¥; converge absolutamente, basta observar
que

o0 n
Y5l = li Tyl = Lim (Z", 5% )ke < LHm |7 ||gn |57 ||xn
Z'xﬂyﬂ nlggozm”yﬂ Jim (27, g ) < L {[2" e ][5 [
Jj=1 j=1
n n 00 50
S N DBER DTN DR DI
J=1 j=1 j=1 J=1

Por fim, agora que sabemos que a funcao (2.2.3) estd bem definida, mostrar que ela define um
produto interno é simples e fica a cargo do leitor. O
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TEOREMA 31. O espago (12(K), (.,.)) € um espago de Hilbert, em que o produto interno foi definido
em (2.2.8). Uma base de Hilbert para esse espaco € dada por B = {e1,ez,...}, em que e; tem 1 na
J-ésima entrada e 0 em todas as outras. (Exemplos: e = (1,0,0,...), ea = (0,1,0,...), e3 = (0,0,1,...)
e etc)

DEMONSTRAGAO. Basta agora mostrar que l2(K) é completo. Observe que se x = (x1, z2, z3,...) €
15(K), entéo

(x,ej) g Tplk; = 5.

Assim, © = ((z, e1), (z,e2), (z,e3), ...).

Seja (u;)jen uma sequéncia de Cauchy em l5(K). Pelo mesmo argumento da demonstragdo da
Proposicao (28), a sequéncia ((u;,ex));jen também é uma sequéncia de Cauchy. De fato, vemos que se
1,7 € N, entao

[(wj,er) — (ui, en)| = [(ug — ug, ex)| < fluy — willllex]| = [luy — wil|-

Dessa relagdo segue facil que se (u;) é uma sequéncia de Cauchy em l5(K), entdao ((u;,ex))jen
também é uma sequéncia de Cauchy em K.

Como toda sequéncia de Cachy em R ou C sempre converge, entdo existe ar = lim;_,oo(u;, ex).
Vamos mostrar que

u = (a1, as,as,...)

pertence a l5(K) e que lim; o uj = u.
Para isto, comegamos observando que, como (u;);jeny € uma sequéncia de Cauchy, para ¢ > 0,
existe N € N tal que se i,7 > N, entao

Z| u;, ey) — (ug,en)|* = |, —w|]? < €%

Em particular, para todo M € N, temos

M
Z (uj,er) — (ug, ex)* < €2
k=1

Tomando o limite i — 0o, concluimos que

M
(2.2.4) Z [(uj, er) — ax|® < &%
Agora tomamos o limite M — co e em (2.2.4) obtemos

(2.2.5) > luj,en) — axl? < €
k=1

Assim, fica claro que u; —u € I5(K). Como u = (u — uj) + uj e u —u; € Io(K) e u; € l5(K),
concluimos que u € I3(K), ja que a soma de elementos em I5(K) também pertence a l3(K), pela
Proposigdo (29). Por fim, (2.2.5) mostra que |u; — u|| < ¢, para todo j > N. Como ¢ > 0 era
arbitrario, provamos nossa convergéncia. O

O ultimo exemplo que daremos é o mais importante no estudo de equagoes diferenciais parciais.
Trata-se do espago das fungoes de quadrado integravel, ou, simplesmente, as fungoes em Lo(9; K).
Esse espago é definido da seguinte maneira.
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Seja © C R™ um aberto e £5(€2;K) o conjunto de todas as fungdes f : © — K mensuraveis® tais
que

/ |f(2)|?dr < cc.
Q

Podemos mostrar que a relagao f ~ g definida como

frg = /Q (@) - g(x)de

é uma relagdo de equivaléncia. Definimos, entdo Lo(Q2;K) := L5(2;K)/ ~, ou seja, o conjunto de
todas as classes de equivaléncia. Definindo desta maneira, Lo(£2;K) é um espago vetorial com produto
interno dado por

(.9) = [ gz,
Q
Na pratica, pensamos nos elementos de Lo(€2;K) simplesmente como fungoes. Apenas devemos
lembrar que se [, |f(z) — g(z)|*dz = 0, entdo consideramos que f e g sdo o mesmo vetor.
Existem diversas bases para Ly (€; K). Vamos estudar exemplos importantes a seguir.

2.3. Bases de polindmios e polinémios trigonométricos

Para discutir exemplos de base de Hilbert, vamos antes provar alguns teoremas de aproximacao.
Comegaremos com o Teorema de aproximagao de Weierstrass.

Vamos usar a notacao C([a, b]; K) para denotar o conjunto das fungdes continuas com valores em
K, em que K =R ou C. Neste espago, vamos definir a norma

I flle(apx) = Jmax |f(z)]-

Vamos denotar por Pk o conjunto dos polinémios de R com valores em K, isto é, o conjuntos das
fungoes p : R — K da forma

N
pla) =Y e,
=0

em que ¢; € Ke N € Ny. Com essas defini¢oes, podemos provar o seguinte teorema.

TEOREMA 32. (Teorema de aprozimagao de Weierstrass) Seja a < b. Para toda fungio f €
C([a,b]; K), existe uma sequéncia (ppm)men € Pk tal que

AL f = plle e = 0.
DEMONSTRAGAO. FEtapa 1: Seja f : R — K uma fungdo continua tal que f(x) =0 se x ¢ [0,1].

Logo existe uma sequéncia (pm)men € Px tal que limy, oo || f — pmllco,1):x) = 0-
Neste caso, para cada m € N, definimos

1 m
o (1 = (z—y)*)dy
= ! )
f71(1 - yZ)mdy
E facil verificar que p,, ¢ um polinémio. De fato, usando o binémio de Newton, vemos que

m 2D 2(m — j) 2m—j kflf(y)UQ(mj)kdy>
m\T) = . =17 0 1 xk
pole) =2, 2 ((g)( 2 ) [

pm(l‘)

e, portanto, p,, € um polindémio de grau menor ou igual a 2m.

3Aqui o correto é usar as integrais no sentido de Lesbegue. Quem nunca estudou a teoria de medida e integragao,
fique tranquilo! Nao é necesséario saber exatamente o que sdo fungdo mensuraveis. Basta saber que praticamente todas
as fungdes que podemos imaginar sdo mensuraveis. (A construgdo de uma fungdo ndo mensuravel é complicada e requer
o axima da escolha).
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Vamos agora definir funcées L,, : R — R, em que m € N, por
(1—a2%)m

Lin(2) = { [5(1—y?)mdy’

0, ¢ [-1,1]

€[-1,1]

Para z € [0, 1] vemos que

1 —(x— 2\m 1 &

oo

em que usamos que f(y) =0 para y ¢ [0,1].
Nosso objetivo agora é mostrar que p,, converge para f quando m — oo na norma de C([0, 1]; K).
Para tanto, observamos que

flz) - = / fly —y)dy
<1/ F @) Lo (y)dy — / flz—y) (y)dyz/O;(f(a:)—f(x—y))Lm(y)dy-

Usamos em (1) que 1 = Ll L, (y)dy e fizemos a mudanca de varidavel y = z — y na segunda
integral.

Vamos escolher § €]0,1[ tal que se |x; — x| < 4, entdo |f(z1) — f(x2)| < €/2. Isto sempre ¢é
possivel, pois f é diferente de zero apenas em [0,1] e toda fungdo continua definida em um compacto
é uniformemente continua. Neste caso, temos

| @i~ y))Lm<y>dy]

5
< / (@) = =) Enyl +| [ (f@)+ fo =) Lo

ly|>o

)
< / 11(@) = fla =)L)y + / (17 @) + 17 (& — 9)]) Lon )y

ly|>6
<¢e/2+ 2| flle(abix) / Ly (y)dy.
ly|>6
Agora basta observar que |y| >, entao

(L—y)m < (1=

1 1 1

—w)Mdw = — wH)"dw —w)™ w) " dw
[1(1 ymd 2/0(1 )dz2/0(1 )™ (1 4+ w)™d
(l—w)mJr11

m+1

1
22/ (1—w)"dw= -2
0

Assim,

— B f5<|y|§1(1 - y2)mdy o
/|y|>5 Ln(y)ay = /<|y<1 Lmlw)ay = f_ll(l — w2)mdw < (1 =07)"(m+1).

Observe que

lim (1 —6%)%(z+1) = lim (z+1) = lim 1 =0,

T—00 2300 e~ In(1— 62) Tz ln(l — (52)6 zIn(1-462)

em que usamos L’hopital na dltima igualdade.
Desta maneira, para cada ¢ > 0, existe M € N tal que se m > M, temos (1 — 6%)™(m + 1) <
e/ (4] flle(la,p:;x))- Desta forma, para m > M, temos
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Fungoes Lm

3333
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AW
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FIGURrA 2.3.1

() = ()| = \ | 0@ = 1w =)y

<e/2+ 2| fllc(abx) / Lo (y)dy < e.
ly|>o

Como isto vale para todo = € [0, 1], concluimos que

Jm 17 = pleqoe = lim | max |f(@) = po(a)| = 0

FEtapa 2: Seja f : [a,b] — K continua. Logo existe uma sequéncia (pm)men € Pk tal que

hmm—)oo ||f - pm”C([a,b};K) =0.
Agora vamos provar nosso teorema. Seja f € C([a,b]; K). Logo a fungdo g : R — K definida por

 [(fla+a(b-a) — fla) - af ) + af(a)a € 0,1]
9@) = 0 ¢ [0,1]

é continua e se anula fora de [0, 1]. (Note que g(0) = g(1) = 0).
Assim, pelos resultados anteriores, existe uma sequéncia de polinomios p,, tais que

imlg = pmllc (o, = 0.

Fazendo uma mudancga de variavel, vemos que

9<i_z>—pm (H)‘Z lim max |g(z) —pm(z)| = 0.

m—00 z€(0,1]

lim max
m—00 x€a,b]

Pela definigao de g, temos

r—a

1) @+ (5=2) U0 - r@) 4o (52 ) )| =0

Assim, definindo os polinémios h,, : R — K por

lim max
m—00 x€la,b)

r—a

(o) = @)+ (5= ) (10 = @)+ o (52 ).

concluimos que

lim max |f(z) — hp(z)| = 0.

m—00 z€a,b)
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Para dar exemplos de bases de Hilbert, precisamos de mais um resultado de aproximacao: o
Teorema 34. Faremos a demonstracao de um resultado junto com um resultado até mais refinado mais
adiante. Por enquanto, vamos apenas aceitar o resultado do Teorema 34. Vamos antes definir fungoes
de suporte compacto.

DEFINIGAO 33. Seja 2 C R™ um aberto. Dizemos que uma fun¢do continua f : Q — K tem
suporte compacto se o conjunto

e 1) £0)

é um conjunto compacto contido em 2. Usamos a notagio C.(£2; K) para denotar o conjunto de todas

as fungdes continuas de suporte compacto. A notagdo C*(Q;K), m € {0,1,2,...}U{oco} é utilizada para

denotar as fungoes de classe C™ com suporte compacto, ou seja, C'(2; K) = C.(2; K) N C™(9Q; K).
Por convengao C?(;K) := C.(; K).

Quando Q =]a, b[C R, uma funcdo f pertence a C.(€2;K) se, e somente se, f € C(]a, b[; K) e existe

§ €]0,%54[ tal que f(z) = 0 para todo x €]a,a + 6[UJb — 6,b[. Uma funcdo f em C.(€%;K) sempre

pode ser extendida de maneira tinica a uma fungao continua em ). Basta fazer u(x) = 0 para x € 9.

Abaixo sempre que considerarmos uma fungédo f € C.(€;K) como uma fun¢do em €, estamos nos
referindo a essa extensao.

TEOREMA 34. Seja Q C R™ um aberto. Logo o conjunto C.(Q;K) € denso em L%($;K), ou seja,
para cada f € L?(Q;K) e e > 0, existe uma funcio g € C.(Q;K) tal que || f — gllz2 (k) < €. (Como
1/2
sempre a norma de L*(Q;K) € dada por ||| 20;x) = (fol |h(:c)|2dx) .)
Usando o Teorema de Weierstrass, podemos facilmente achar diversas bases para o espagos de

Hilbert L?(]a,b[;K), em que K =R ou C.

2.3.1. Bases formadas de polinémios. Consideramos os polinémios P = {1,z,22,...}. Em
L?(] — 1,1[; K), consideremos como sempre o produto interno

1
(f.g) = [ fa)giads

Usando a Proposigao 22, podemos aplicar o método de Gram-schmidt para obter um conjunto
ortonormal B = {e; : j € N} em relagdo ao produto interno acima. A nao ser por constantes
multiplicativas para deixar os vetores com norma 1, esse conjunto conssiste nos polinémios de Legendre,
que s@o usados, entre outras coisas, no método de quadratura de Gauss para calcular numericamente
integrais. A menos de uma constante multiplicativa, os elementos e; sdo e; = a1, es = asw, €3 =
Ckg%(?)ﬁtz —1),e4 = 044%(5:33 — 3x) e etc, em que a1, ag, ag e etc sdo constantes multiplicativas..

TEOREMA 35. O conjunto B descrito acima é uma base de Hilbert de L*(] — 1,1[; K).

DEMONSTRAGAO. O conjunto B é ortonormal por definigho. Devemos agora mostrar que ele
também é total.
Seja f € L?(] — 1,1[;K) e € > 0. Pelo Teorema 34, existe g € C.(] — 1,1[;K) tal que

If = gllL2q-1,11%) <e/2.

Pelo Teorema de Weierstrass 32, existe um polinémio p € Pk tal que

lg = pllog-1,1%) < e/(2v2).

1 1
lg — pllzz-1,1x) = \// l9(z) — p(z)2dz < ||g _p”C([fl,l];K)\// ldx < g/2.
—1 —1

Assim,

Logo

If = pllzzg-11x) = If =9+ 9 —plr2g-111x)
<Wf =9gllezq-1.11x) + 19 = Pllzzg-1,11x) < €/2+¢/2=¢.
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Observamos por fim que como p é um polindmio, entao p € [P] = [B], em que a ultima igualdade
segue da Proposi¢io 22. Assim, [P] é denso em L%(] — 1,1[; K). O

2.3.2. Bases formadas de polinémios trigonométricos. Abaixo vamos dar exemplos impor-
tantes de bases trigonométricas.

TEOREMA 36. Sejam Bs e B. os conjuntos Bs = {¢, : n € {1,2,3,..}} e B = {¢, : n €
{0,1,2,3,...}}, em que ¥, (x) = V2sen(nmx), ¢o(x) = 1 e ¢pp(x) = V2cos(nwx) para n > 1. Entio
tanto Bs como B, sio bases do espago de Hilbert L*(]0,1[; K).

Para provar o Teorema, precisamos de um lema.

LEMA 37. Para cada n € Ny, existem constantes b(n) bgn) . b%") tais que

(cos(mx) E b ) cos (jr).

DEMONSTRACAO. Vamos mostrar por inducao finita. Para n = 0, escolhemos b(o) 1. Para
n = 1, basta escolher bél) =0e bgl) =1

Suponha que o lema valha para n € Ny. Vamos mostrar que ele vale para n + 1. De fato, sabemos
que

(2.3.1) cos(a) cos(b) = % (cos(a + b) 4 cos(a — b)).

Assim, temos

(cos(mx))" T = (cos(mz))™ cos(rx) @ Z b;") cos(jmx) cos(mr)
j=0
(2) 1 n 3) n+1~
2 ) Z 5 (cos((j + 1)) + cos((j — V)mx)) = Z b§»n) cos(jmx),
j=0

em que usamos a hip(’)tese de indugéo em (1), a relagao trigonométrica (2.3.1) em (2) e apenas juntamos
os termos em (3). Isto conclui a demonstracao de que o lema vale para n 4+ 1 e a nossa demonstragao
por indugao finita. O

Agora estamos em condi¢es de provar o Teorema 36. Lembramos que para mostrar que B = {e; :
j € N} é uma base no espago de Hilbert H, devemos:
(1) Provar que o conjunto B ¢é ortonormal.
(2) Provar que [B] é denso em H, isto é, mostrar que para cadau € H e e > 0, existe Zjvzl aje; €
N
[B] tal que [lu— 37", ajejlln <e.

DEMONSTRAGAO. Conjunto B.:
Para provar que o conjunto é ortonormal, basta verificar que

1
/ V2 cos(nmx) V2 cos(mma)de = Gpn,
0
1
/ V2 cos(mmz)dx = 0,
0

1
/ 12dx =1,
0

em que m,n € N. Deixamos as integrais acima a cargo do leitor.
Para provar que [B] é denso em L?(]0, 1[; K), consideremos f € L?(]0,1[;K) e ¢ > 0. Sabemos pelo
Teorema 34 que existe g € C,(]0,1[; K) tal que

If —9gllz2qopx) <e/2.
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Sabemos que & € [0,1] — cos(mz) € [—1,1] é um homeomorﬁsmo, cuja inversa chamaremos de
€ [-1,1] — Larccos(y) € [0,1]. Assim, [-1,1] 3 y — g(Larccos(y)) € K é uma fungio continua.
Pelo Teorema de Weierstrass, existe uma sequéncia de pohnomlos (Pm)men tais que

1
li - —pm(y)| = 0.
i max g(_arccos(y)) = pm(y)

Fazendo a mudanga de variavel y = cos(mx), concluimos que

lim max lg(x) — pm(cos(mx))| = 0.

m—o0 z£€[0,1]
Portanto, para um dado € > 0, existird um m € N, que fixaremos a partir de agora, tal que

(2.3.2) m[%>§] lg(x) — pm(cos(mx))| < g/2.

A funcao p,, tem a seguinte expressao:
M,
= Z ajmy]7
§=0
em que aj, € K, j €{0,...,M,,} e M,, € Ny. Assim,
D (cos(mx) Za]m cos(mx)?
Pelo Lema 37, concluimos existem b;,, € K, j € {0, ..., M, }, tais que
D (cOS(TT) Zb]m cos(jmx).

Isto mostra que p,, € [B.]. Note também que

l9(x) = pm (cos(m)) | 2 j0.11x) = \// lg(x) = pm (cos(mz))|>dx

< max |g(x) — pm(cos(mz))| / 12dx < /2,
z€[0,1] 0

pela Desigualdade (2.3.2).
Para finalizar, basta observar que

||f - Pm(COS(Wx))HLZ(]o,l[;K) < Hf —g+g —Pm(COS(WfE))||L2(]o,1[;K)
<|If = gllz2qoapk) + lg — pm(cos(mz))lz2qoapx) < €/2+€/2 =¢.

Desta maneira, vemos que [B.] ¢ denso em L?(]0,1[;K). Isto termina a demonstragao de que B, é
uma base.

Conjunto Bs:

Para mostrar que Bs é um conjunto ortonormal, basta observar que

1
/ V2sen(nmz)v2sen(mrz)de = G,
0

em que m e n pertencem a N. Deixamos novamente a cargo do leitor.
Basta agora mostrar que [B,] ¢ denso em L?(]0, 1[; K).
Seja f € L?(]0,1[; K) e € > 0. Sabemos que existe g € C.(]0, 1[; K) tal que

1f = 9gllr2qo,15%) < €/2,

pelo Teorema 34.
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Vamos definir § : [0,1] — K por

(2) = g(x)

sen(rz)’

Como g é continua e tem suporte compacto, a fungao § também o é. Logo g € L*(]0,1[;K). Ja
vimos que B, é uma base. Logo, existe uma funcao p : [0, 1] — K dada por

p(z) = Z a; cos(jmx)
=0

tal que
19(x) = p(@)l|L2o0,11x) < €/2.
Assim,
1 1 2 1 2
2 9(x) 2 9(x) 2
— = — < — dr < 4.
| lot@) = plapsenra)Pie = || LS —pta)| senra) e < || LS —pia)| o < e
Logo [|g(z) — p(x)sen(mx)||12(j0,1;x) < €/2. Note que
p(x)sen(nzx) = Z a; cos(jma)sen(rx).
=0

Vamos, entao, recordar que
1
cos(a)sen(b) = 3 (sen(a +b) —sen(a —b)).

Assim,
cos(jma)sen(rz) = % (sen((j + )mzx) —sen((j — 1)7x))

e, portanto, existem b;, j € {0,...,m + 1}, tais que

m+1
p(x)sen(rx) = Z bjsen(jmx).

Logo p(z)sen(rz) € [Bs].
Para finalizar, basta observar que

|f = p(z)sen(m2)||L2oapx) < If — 9+ 9 — p(z)sen(m)|| L2 0,11x)
<\ f = 9gllezqoapr) + g — p(z)sen(mz)|| L2qoak) < /2 +€/2 =«.

Usando os resultados acima, daremos exemplos de base de Hilbert em L?(] — 1, 1[; K).

TEOREMA 38. Sejam Byea = {1/v/2} U {sen(nrx) : n € N} U {cos(nmx) : n € N} forma uma base
de Hilbert do espago de Hilbert L*(] —1,1[;K).
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DEMONSTRAGAO. Para mostrar que Bye, ¢ um conjunto ortonormal, basta verificar (o que deixa-
remos a cargo do leitor) que para m,n € N, temos

1
/ cos(nmz) cos(mmx)dx = dpn,

-1

1
/ sen(nmzx)sen(mnz)dr = Smn,

—1

1
/ cos(nmx)sen(mmx)dr = 0,

-1

1
/ cos(mmx)dx = 0,

-1

1
/ sen(mmz)dr = 0,

-1
1
/ 12dz = 1.
0

Agora para mostrar que [Byeal] é denso em L?(] — 1, 1[; K), vemos que toda fungdo f : [-1,1] = K

pode ser escrita como
fla) + f=2) | flz) — f(=2)

flay = 1D TD
Definimos fp, fr: [-1,1] — K por
flz)+ f(—= flx) = f(—=
fP(l')Z%ef[(x): (z) g (=)
Observe que fp(—z) = fp(z) e que fi(—z) = —fr(x), ou seja, fp é par e f; é impar. Fixemos
agora um € > 0. Vamos escolher funcoes
mp
pp Zaj cos(jmx) e pr(x Zb sen(jmx)
7=0

tais que ||fp — ppllr2qoipx) < /(2v2) e [|fr — prllz2qopx) < €/(2v2) (Aqui estamos usando que By

e B, sao bases de LQ(]O 1[ K), pelo Teorema 36). Definindo p = pp + pr, vemos que
(2.33) If = pllezq=1,11%) = Ifp + f1 — P — prllL2g-1,1K)
o <\fr —prllLzq-11px) + IIfr — PrllL2q—1,11K)-

Observamos que

1
T \/ / (@) — pp()2da
—1

1
= \/5\//0 |fr(z) — pp(2)2de = V2||fp — ppllr2qox) < £/2.

1
I fr —prllzzg-11px) = \// |fr(z) — p1(z)[>dx
—1

1
= \/5\//0 \fr(z) = pr(@)[?dz = V2| fr — pillL2qopx) < /2,

em que usamos que x — |fp(x) — pp(z)|? e x = |fr(x) — pr(z)|? sdo fungdes pares. De fato, basta
observar que

(2.3.4)

|f1(=2) = pr(—=2)]* = | = fr(z) + pr(2)]* = | f1(z) — pr(x)]
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e de forma similar para | fp(x)—pp(2)|?. Juntando (2.3.3) e (2.3.4), concluimos que || f—pl|L2(—1,1x) <
€.

O resultado acima nos permite achar mais um base importante para L?(] —1,1[; C). Note que aqui
precisaremos dos nimeros complexos.

COROLARIO 39. O conjunto Beomp = {(1/v/2)e™™® 1 n € Z} forma uma base de Hilbert do espago
de Hilbert L*(] — 1,1[; C).

DEMONSTRAGAO. Primeiro, observamos que o conjunto Beomp € ortonormal, ou seja,

1 1
/ eznﬂ'zwdx — / einrrate—imﬂ':cdx — 577”“
—1 —1
para todo m,n € Z. (Fica a cargo do leitor).

Por fim, pela Formula de Euler, {e™™ ¢~} gera o mesmo espago que {cos(nmz),sen(nrx)}
para todo n € N. Assim, [Beomp] = [Breal], OU seja, [Beomp] € denso em L%(] — 1,1[; C), ja que [Breal] 0
é. 0

2.4. Propriedades de Bases de Hilbert

Anteriormente, vimos a definicao de bases de Hilbert. Nessa secdo, vamos mostrar a importancia
delas. Inicialmente iremos escrever um vetor do espago de Hilbert como uma série em termos da base
de Hilbert de maneira anéloga ao que fazemos em é&lgebra linear em dimensoes finitas. Depois iremos
considerar o problema de existéncia de bases de Hilbert.

2.4.1. Expansao de elementos em termos de uma base de Hilbert. Diremos que uma série
;=1 vj de elementos v; contidos em um espago normado (E, ||.||) converge para um elemento v € E se

N n . L . . n

a sequéncia (3_;_; vj)nen convergir para v. Isto é o mesmo que dizer que lim, o0 || 35—, v; —v[| =0

ou, de forma equivalente, que para todo € > 0, existe N € N tal que se n > N, temos || Z?=1 v;i—v|| <e.
O Teorema 41 é fundamental na teoria*. Antes vamos provar um simples lema de algebra linear.

LEMA 40. Seja (E,(.,.)) um espago com produto interno. Se v € ortogonal ao subconjunto
{w1,...,wn} contido em E, entdo v é ortogonal ao conjunto [wr,...,wy], ou seja, v € ortogonal a
toda combinagao linear de w1y, ..., Wy,.

DEMONSTRAGAO. Basta observar que se w € [wy, ..., Wy,], entdo w = Z;n:l a;w;, em que o € K.
Logo

(0, Y ajw;) = > @5(v,w;) =0.
J=1 j=1
O

TEOREMA 41. Seja (E,(.,.)) um espago vetorial com produto interno e B = {e; : j € N} um
conjunto ortonormal total (ou seja, B € ortonormal e [B] € denso em E). Se v € E, entdo:

iv=32(v e

i Jol* = 3272 (v, e5) 2.

Em particular, se (H,(.,.)) € um espago de Hilbert e B = {e; : j € N} € uma base de Hilbert, entdo
todo elemento v € H pode ser expresso como i. e sua norma como ..

4Para este teorema nao é necessario o espago ser completo. Algumas referéncias fazem provas alternativas, usando
a completeza do espaco. Veja o Teorema 21.12 no livro: Introducao a analise funcional, do César R. de Oliveira, que
traz uma demonstragao bastante clara desse teorema que, no entanto, requer que o espago seja completo.
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DEMONSTRAGAO. i. Seja v € E. Para cada n € N, vamos definir v,, = Z?zl(v,ej)ej. Nosso
objetivo é mostrar que a sequéncia (v, )nen converge para v. Inicialmente, observamos que, para todo
ke {l,..,n}, temos

n

n
(v—vp,ep)=|v— Z(U,ej)ej,ek (v, ex) Z (v,e5)(ej,ex) = (v,ex) — (v,ex) =0,
j=1 j=1

ou seja, v — v, € nulo ou ortogonal ao conjunto {eq,...,e,}.
Como B é um espaco total, dado € > 0, existe s = Z;vzl aje; € [B] tal que

lv—s| <e.

Sejan > N. Logo v, — s € uma combinagao linear dos vetores {eq, ..., e, }. Logo v, — s é ortogonal
a v — v, pelo Lema 40. Pelo Teorema de Pitagoras 20, temos

lv =51 = lv = va +vn = 5| = lo = val® + [lvn = 5],

ou seja, ||v, —v|| < ||v—s|] <e. Como e > 0 é arbitrario, concluimos que lim,,_, ||v — v,,|| = 0, que é
0 que queriamos provar.
ii. Para demonstrar esta segunda afirmagao, note que

v="1v,+ (v—0p).

Os vetores v, = Z;;l(v, ej)e; e v — v, sdo ortogonais pelo Lema 40, ja que v — v,, é ortogonal a
todo e;, j € {1,...,n}. Assim, pelo Teorema 20, temos

112 = oall® + lv — va 1.
Como lim,,_, ||[v — v, || = 0 pelo item i., concluimos que
loll? = tim fjon>
Para finalizar, basta observar, novamente pelo Teorema de Pitagoras, uma vez que os vetores de

B sado ortonormais, que

n

lonll? = 11D (v, e5)es? ZII v,€;)e5]* Z\(v ej)I*.

j=1 Jj=1

O

Usando o Teorema 41 e os resultados da segdo 2.3.2, podemos expressao uma funcio f € L%(]0, 1[; K)
como

) 1
(2.4.1) f(6) = ijsen(jwﬂ), b :2/0 f(0)sen(jm6)do

em que o limite é entendido da seguinte maneira

(2.4.2) lim / |£(6) Zb sen(jm0)|*df = 0.

N—oo

Similarmente, podemos escrever f € L2(]0, 1[; K) na forma
o0 1

(2.4.3) F(0) = % +3 ajcos(jnd), a; =2 / £(6) cos(jn0)do
j=1 0

Uma fungao f € L%(] — 1,1[; C) pode ser escrita como
(2.4. 4)

30—1—2 a; cos(jmh) + bjsen(jm0)) / f(0) cos(jmb)db, b; —/ f(8)sen(jm0)do.
j=1
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e

o] 1
(2.4.5) fO)= > ™, ¢ = %/ F(@)e 70dp.
j=—o0 -1

Todos os limites sao entendidos no sentido da norma L?, de forma anéloga a (2.4.2). A série (2.4.1)
é chamada de série de Fourier seno. A série (2.4.3) é chamada de série de Fourier cosseno. A série
(2.4.4) é chamada de série de Fourier na forma real. Finalmente a série (2.4.5) é chamada de série de
Fourier na forma complexa.

Para ficar mais claro, vamos calcular uma série no exemplo abaixo.

EXEMPLO 42. Consideremos a fungéo f :]0,1[— R dada por f(#) = 6. Sabemos que Bs = {¢y, :
n € N}, em que ¢, (x) = v2sen(nrx), é uma base de Hilbert de L?(]0, 1[;R). Logo

f= Zf,qansnellfH? Zlmn

n=1

Vamos calcular as expressoes acima explicitamente. Temos

1 1
(f,dn) = V2 /0 F(0)sen(nm0)do = /2 /O Bsen(nm6)dd = —/2 0 cos(nr) ' |

nm

\f/ cos(nm) d0

0 cos(nmh) |* sen(nmd)|'  —v2cos(n sen(nm) — sen(n0
_ et g sen(ono) ! —yBeosom) | 5 <w>“<>
nmw 0 n2m 0 nmw n2m
B 2cos(nm)  —V/2(—1)"
o nm B nm '
Concluimos que
o0 e n+1
Z Iy n)pn = Z ~————sen(nmx)
n=1 n=1
e que
POIIERIES Srecs
Pt Pt n2n2

Observe que

1
1
1917 = [ ords = 3.
0

Assim, conseguimos provar a seguinte relacao®

= 2 1 =1 72
2aET3 T mT
n=1 n=1

A demonstragdo acima pode ser facilmente adaptada para o caso em que a o conjunto B é finito.
Nesse caso, o Teorema 41 é bem conhecido de &lgebra linear. O resultado acima também nos mostra
que a desigualdade de Bessel é uma igualdade quando o conjunto ortonormal é total.

Observe que nas condigdes do Teorema 41, se v € E, entdo v = 72| aje; com y 72, || < o0
Os elementos «; sao unicamente determinados. De fato, para k € N, temos

(2.4.6) (v, ex) Z ajej,ex) = Z%‘(@j, ek) = ay.
j=1

50 Valor de ﬁ € igual a: 1.6449340668482264. Usando um programa simples no python, podemos calcular a série
Zg 1 7z Para N = 10, temos 1.5497677311665408. Para N = 1000, temos 1.6439345666815615. Para N = 1000000,

temos 1.64493306684877. Vemos que se aproxima cada vez mais do valor de %
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11— funcao f(x)=x
um termo
104 — deztermos
—— cem termos

Ficura 2.4.1. Exemplo 42

Poderfamos nos perguntar se uma série v = > - | ajej com Yoo | a;|? < oo sempre converge para
perg j=1 %€ j=1 1% p gep

um elemento em E. Em geral, isso nao é verdade. No entanto, isso vale quando o espaco é completo,
ou seja, para espagos de Hilbert, conforme a proposigao abaixo.

PROPOSIGAO 43. Seja (H,(.,.)) um espago de Hilbert e B = {e; : j € N} uma base de Hilbert.
Logo v € H se, e somente se, existir uma sequéncia (a;);en tal que Z;’;l la;|*> <0 ev = Z;’;l aje;.
Neste caso, a; = (v,e;).

DEMONSTRAGAO. Se v € H, entdo o Teorema 41 nos diz que v = 372 (v, ¢5)ej e 3207 (v, ¢5) > =
lv]|? < co. Logo nao ha mais nada a se mostrar.

Agora seja (a;) en tal que 372, la;j|* < co. Definimos vy, = 25:1
de Pitagoras 20 nos diz que

k l k k k
ok = ol =11 aje; = > aie; > =1 Y ajesllP = D llajei|> = Y lagl?
j=1 j=1

j=i+1 j=1+1 j=i+1

aje;. Se k > [, entdo o Teorema

Como Z;’;l laj|? < oo, a sequéncia (22:1 laj|*)ien converge e, portanto, ¢ de Cauchy. Assim,
dado ¢ > 0, existe N € N tal que se k > 1> N, temos

k k l
low —vil> = > ail? = la* = las?| <e
j=l+1 J=1 J=1

Desta forma, (vg)ren também é uma sequéncia de Cauchy. Como H é um espago de Hilbert, entao
H é completo. Logo existe v € H tal que

k 00
v= lim vy = lim E aie; = E aie;.
k—o0 k—o00 4 73 7
J=1 j=1
Por fim, como vimos em (2.4.6), os coeficientes serao dados por a; = (v, €;). O

COROLARIO 44. Seja (H,(.,.)) um espago de Hilbert com uma base de Hilbert B = {e; : j € N}.
Logo Z;’;l aje;j define um elemento em H se, e somente se, (a;)jen € *(K).

DEMONSTRACAO. E uma consequéncia direta do Teorema 41.ii. e da Proposicao 43. (|

A Proposigao 43 néo é verdade se tirarmos a completude do espago. Consideremos, por exemplo,
o subconjunto 5™ (K) C I5(K) dos elementos @ = (x1, 2, ...) para os quais apenas um némero finito
de elementos x; sao diferentes de zero. O conjunto lg m(]K) ¢ um subespago vetorial e B = {e; : j € N}
é um conjunto ortonormal e total em lgm(K), pois todos os elementos de lgm(K) sdo combinagoes
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lineares (finitas) de elementos de B. De fato, v € lgm(]K) se, e somente se, v puder ser escrito como
v = ij:l aje; para algum N € N e a; € K. Logo [B] = I"(K) e, portanto, é denso em ™ (K).
Note que a sequéncia (u;);en dada por u; = > 7 _; %ek é de Cauchy, ja que se j > [, entao

2 . 1 2 . 1
luj —wl® =1 Y peell” = > e

k=l+1 k=1+1
e ZZ’;l k—lz < 00. Assim, basta repetir o argumento da demonstracdo do Teorema 43. No entanto, u;
nio converge em 15" (K), pois o limite da sequéncia é u = 77, %ej e u nao pertence a I (K), ja
que todos os elementos que multiplicam e; sao nao nulos.

2.4.2. Existéncia de Bases de Hilbert em espagos separaveis. Até agora vimos proprieda-
des de bases de Hilbert e exemplos de bases finitas e infinitas enumeréveis. Poderiamos nos perguntar
se todo espacgo de Hilbert possui uma base de Hilbert. Isso é verdade. Todo espago de Hilbert tem
uma base de Hilbert. No entanto, essas bases podem sequer ser enumeraveis.

Aqui, ao invés de demonstrar esse Teorema mais geral, que é feito com o uso do Lema de Zorn,
vamos nos restringir a demonstragao de existéncia de bases de Hilbert para os chamados espagos
separaveis. A demonstracao é mais construtiva e esses espagos sao suficientes para as nossas aplicagoes.

Diremos que um conjunto A é enumerdvel quando for finito ou quando existir uma bijecao B :
N — A. Para mais propriedades de conjuntos enumeréveis, recomendamos o(s) livro(s) do Elon L.
Lima de analise®. La sdo discutidas propriedades de enumerabilidade suficientes aos nossos propositos.

DEFINIGAO 45. Dizemos que um espago vetorial com produto interno (E, (.,.)) é separdvel se
existir um subconjunto S que seja enumeravel e denso em FE.

PROPOSIGAO 46. Seja (E,(.,.)) wm espago vetorial com produto interno separdvel. Logo todo
subespagco F' C E também é separdvel.

DEMONSTRAGAO. Se F ou F tém dimensao zero, entdo o resultado é trivial. Consideremos entao
o caso em que as dimensoes de E e de F' sejam maiores do que zero.

Seja E = {z; : j € N} € E um subconjunto enumeravel denso em E. Queremos achar um
subconjunto enumeravel FCF que seja denso em F.

Para cada z; € E, definimos d; := inf, 7 [y — 2;{| e um subconjunto C,; da seguinte forma:

o Se d; > 1 (ou seja, nao existe y € F tal que ||y — x;|| < 1), entao definimos C,; = (.

o Se dj € (0,1), entao definimos K = max{k € N : d; < 1/k}, ou seja, se k < K, entao existe
y € F tal que |ly — z;]| < % e se k > K, entdo nao existe y € F tal que |y — z;|| < % Neste caso
definimos C,; = {yx, € F': k € {1,..., K}}, em que yj. foram escolhidos de forma que [lyy — z;|| < %

o Se d; = 0, entéo para todo k € N, existe y € F tal que ||z; — y|| < 1/k. Neste caso, definimos
Cz, = {yr € F : k € N}, em que yj, foram escolhidos de forma que |y, — z;|| < 1. Note que os yj, nio
precisam ser distintos.

O conjunto F = UjenCy,; € enumerével, por ser uniao enumerével de conjuntos vazios ou enume-
réveis. Além disso F' C F por construcio. Vamos agora mostrar que F & denso em F.

Dadoz € Fee > 0. Sejak € Ntal que 2/k < £. Sabemos que existe z; € F tal que ||z;—z| < 1/k.
Logo d; < 1/k. Portanto, pela construgao de C,,, existe yx € Cy; tal que ||yx — ;|| < 1/k. Desta
forma, temos

o = yill = 12 — 25 + 25 — gill < o — a5 + oy — wll < 2/k <,
Concluimos que F' é denso em F. O

Seguindo os passos da Proposigao 46, também poderiamos provar que se S C E, entao existe um
conjunto enumeravel S C S que é denso em S.

6Uma boa referéncia ¢ o livro: Anélise real, volume 1. Fungdes de uma varidvel, Elon Lages Lima, Colecao
matematica universitaria.
Nossa defini¢ao de enumerabilidade foi retirada de la.
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PROPOSIGAO 47. O espago vetorial com produto interno (E,(.,.)) é separdvel se, e somente se,
existir um subconjunto enumerdvel S tal que [S] € denso, ou seja, um subconjunto S = {u; :i € I} de
E, I={1,..,N} oulI =N, tal que o subespago

[S] :{Zajuj:aj eK,mel}
i=1

€ denso em E.

DEMONSTRAGAO. Vamos supor que a dimensdo de E seja maior do que zero, pois caso contrario
a demonstracao é trivial, e que K = R.

Se (E,(.,.)) é separavel, entdo existe um subconjunto enumeravel S = {u; : i € N} que é denso em
E. Como S C [S] e S é denso em E, entdo é claro que [S] também é denso em E.

Por outro lado, se existir S = {u; : 4 € I}, I = {1,....,N} ou I =N, tal que [S] é denso em F,
entao mostraremos que o conjunto

[Slg :={>_bju; :b; €Q, n €I}
1=1

é denso em E. Para tanto, vamos supor, sem perda de generalidade, que 0 ¢ S.
Seja v € E. Logo existe Y ., ajuj, a; € R, tal que [[v—>""" | aju;| < &/2. Vamos escolher agora
b; € Q tal que |b; — a;| < £/(2n||u,]|). Assim,

n n n n

lo =" byusll = llo = agu;+ > aju; — > byuy|
=1 =1 =1 =1
n n

v = ajugll + > laj = blllu;]
=1 =1

n

g IS

=1

Por fim, basta observar que [S]g := Ujcr[S}]g, em que

J
[SJ]Q = {Z aiu; : aj € Q}
i=1
Como Q7 & um conjunto enumeravel, entdo [S;]g também é enumeravel, ja que (ay,...,a;) € Q7 —
> aiu; € [S;]g é sobrejetor. Assim, o conjunto S é unido enumeravel de conjuntos enumeraveis.
Portanto, é enumeravel.
A demonstragao para K = C é feita trocando Q por Q+:Q = {a+ib : a,b € Q} e observando que
este ultimo conjunto também é enumerével. O

TEOREMA 48. Seja (E, (.,.)) um espago separdvel. Logo existe um subconjunto B C E enumerdvel
que € ortonormal e total em E. Em particular, se (H,(.,.)) € um espago de Hilbert separdvel, entio H
tem uma base de Hilbert enumerdvel.

DEMONSTRAGAO. Como E é separavel, existe S = {z; : j € I}, I ={1,..,N} ou I =N, tal que
[S] = E. Vamos supor que S seja um conjunto linearmente independente. Para tanto, basta excluir
os termos em excesso: Comegamos com x1. Se x7 # 0, mantemos o x1. Se x1 e x2 sdo L.D., excluimos
0 5. Caso contrario, mantemos o 3. Se {x1,z2, 23} é€ L.D., excluimos o x3. Se ndo for, mantemos o
3. E assim por diante.

Construimos B = {e; : j € I} usando o método de Gram-Schmidt a partir de S. Pela Proposicao
22, o conjunto B ¢é ortonormal e [B] = [S]. Como S ¢ total em E, entdo [S] ¢ denso em E. Portanto,
[B] = [S] também é denso em E. Logo B é total em E. O
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COROLARIO 49. Um espago vetorial com produto interno (E,(.,.)) € separdvel se, e somente se,
existir um conjunto ortonormal, total em E e enumerdvel. Em particular, um espaco de Hilbert é
separdvel se, e somente se, tiver uma base de Hilbert enumerdvel.

DEMONSTRAGAO. Se E for separavel, entdo E possui um subconjunto enumerével, ortonormal e
total em FE, pelo Teorema 48. Por outro lado, se E contiver um conjunto total em F e enumeravel,
entao F é separavel, pela Proposicao 47. O

2.5. Decomposigao de um espago de Hilbert em espagos ortogonais

Vamos agora discutir decomposigoes de espagos de Hilbert em subespacos ortogonais. Inicialmente
vamos definir o espaco ortogonal a um conjunto S C E, em que F é um espago vetorial com produto
interno.

DEFINIGAO 50. Seja (E, (.,.)) um espago vetorial com produto interno e S C E um subconjunto
nao vazio. O complemento ortogonal de S, denotado por S+, é o subconjunto de E definido por

St={ueFE:(us)=0,VsecS}
A seguinte propriedade de inclusao é valida.

PROPOSIGAO 51. Sejam (E,(.,.)) um espago vetorial com produto interno, S1 e So subconjuntos
nao vazios de E. Se Sy C S, entdo Sy C Si.

DEMONSTRAGAO. Se u € S5, entdo (u,s) = 0 para todo s € S3. Como S; C S, isto implica que
(u,s) = 0 para todo s € S;. Logo s € St O

Em relagao as propriedades de fecho de um conjunto, podemos provar os seguintes resultados sobre
o complemento ortogonal.

PROPOSIGAO 52. Seja (E,(.,.)) um espago vetorial com produto interno e S C E um subconjunto
nao vazio. As sequintes propriedades sao vdlidas.
i. St é um subespago vetorial fechado.
ii. S+ = (S)*.
DEMONSTRAGAO. i. Sejam u,v € S+, o, € Ke s € S. Logo
(au + pv, s) = a(u, s) + B(v,s) = 0.

Assim, ou + v € S+ e ST é um subespaco.
Para mostrar que S+ ¢ fechado, consideremos (v;) ey uma sequéncia em S+ que converge a v € E.
Para todo s € S, temos

(v,8) = (lim vj,s) = lim (v;,s) =0.
Jj—o0 j—o0

Logo v € S+ e S+ é fechado.

i. Como S C S, entdo, pela Proposicio 51, vemos que (S)* C S*.

Por outro lado, se z € S+, entdo (z,s) = 0 para todo s € S. Se 5 € S, entdo podemos achar uma
sequéncia (s;) en tal que lim; o s; = 5. Assim,

(2:3) = (2 lim ;) = lim (z,5;) =0

e, portanto, z € (S)*. Portanto, S C (S)*.
Como (S)+ c St e St c (S)*, concluimos que S+ = (S)*. O

As propriedades vistas até aqui sdo validas para todos os espagos com produto interno. Vamos
usar agora a completeza para provar algumas propriedades que s6 sao validas para espagos de Hilbert.
Antes mostraremos que os subespacos completos de um espago de Hilbert sdo os subespacos fechados.

PROPOSIGAO 53. Seja (H,(.,.)) um espago de Hilbert e F' um subespago de H. Logo F é um
espago de Hilbert com o mesmo produto interno de H se, e somente se, F for um subespago fechado.
Além disso, se H for separdvel, entao F' também € separdvel.
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DEMONSTRAGAO. Se I é fechado, entdo F' é um espago de Hilbert.

Seja (uj)jen uma sequéncia de Cauchy em F. Como H é um espaco de Hilbert, a sequéncia
converge para um elemento v € H. Mas F é fechado por hipotese. Logo o elemento u pertence a
F. Assim, toda sequéncia de Cauchy em F' converge para um elemento em F'. Isto mostra que F' é
completo e, portanto, um espaco de Hilbert.

Se F é um espago de Hilbert, entao F é fechado.

Seja u € F. Logo existe uma sequéncia (uj)jen em F' que converge para u. Como a sequéncia
é convergente, ela também é de Cauchy. Como F' é um espaco de Hilbert, entao existe v € F tal
que a sequéncia (u;);en converge para v. Uma sequéncia s6 pode convergir para um tnico elemento,
conforme visto na Equagao (2.1.5). Assim, u = v € F. Isto mostra que F' ¢é fechado, pela Proposigao
24

Se H ¢ separdvel, entdo F também ¢é separdvel.

E uma consequéncia direta da Proposicio 46. g

Agora mostraremos como decompor um espago de Hilbert em soma direta de espagos ortogonais.
Aqui a completeza do espaco sera utilizada. Antes vamos fixar a notacdo e relembrar soma direta.

DEFINIGAO 54. Sejam F um espaco vetorial, F} e Fy subespagos de E. Dizemos que E € a soma
direta de Fy e Fy e denotamos por E = F ® Fy, se

L E=F+F={fi+f: f1 € F1, fs € F5}, ou seja, todo elemento de E pode ser escrito como
soma de elementos de F] e F5.

ii. FiNFy,={0}.

As propriedades implicam que um elemento de E pode ser escrito de maneira tinica como soma de
elementos de Fy e F». De fato, se u € E e u= f1 + fa = f1 + fa2, com f1, f1 € F1 e fa, f2 € F3, entéo
f1— f1 = fa — fo pertence a Fy N Fy = {0}. Logo f1 = f1 e fo = fa.

TEOREMA 55. Sejam (H, (.,.)) um espago de Hilbert e F C H um subespago fechado de H. Entao
H = F & Ft. Em particular, todo elemento u € H pode ser escrito de maneira dnica como wma
combinacdo linear w = f + f+, em que f € F e f+ € F+.

Além disso, ||u — f|| = ||f| = infuer |u —v||, ou seja, f é a melhor aprozimagdo possivel de u
no espaco F. Se Bp ={f; :j eI}, I ={1,..,N} oul =N, for uma base de Hilbert para F, entio

f = Eje[(uafj>fj‘

DEMONSTRAGAO. Os espagos F' e F sdo tais que F N F+ = {0}.

Sejau € FNF*. Como u € F+, entdo (u, f) = 0 para todo f € F. Como u € F, temos (u, u) = 0.
Assim, u = 0.

O espago H ¢ soma de F e F*, isto ¢, H=F + F*.

Sejau € H. Seu € F,entdou =u+0,em que u € F e 0 € F*.

Se u ¢ F, entéo definimos d = inf,cp ||u — v||. Logo d > 0, pois F é fechado. De fato, se d fosse
igual a zero, entao para todo € > 0 existiria v € F tal que |ju — v|| < &. Assim, poderiamos achar
uma sequéncia (v;)jeny em F tal que [Ju — v;|| < % (basta escolher ¢ = 1/j para cada j € N). Isto
claramente implicaria que lim;_,o, v; = u. Como F' é fechado, entdo u pertenceria a F', o que é um
absurdo. Isto prova que d > 0.

Sabemos pela definigdo de infimo de analise real que se d = inf,cp [[u — v||, entdo existe uma
sequéncia (v;)jen em F tal que d < |lu —v;|| < d+ % Assim, essa sequéncia satisfaz

lo; = vill® = [l (v; — u) = (v —w)

@)
= 2[lv; — ull® + 2[lox —ul|* = [[(v; — u) + (v — w)|?
= 2||v; — ul|® + 2[vx — ull® = [lv; + vp — 2u]|?

Vj + Uk
= 2oy = wl® + 2o — ull® = 4] =5 wf?

bl
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em que usamos a lei do paralelogramo em (1), ou seja, usamos
la = b1 = 2llall* + 2(1b1* ~ fla + b||?

para a =v; —u e b= vy —u. Note que (v; +vi)/2 € F, pois F' é um subespago vetorial.

Como [lu — v > d para todo v € F, tomando v = “F concluimos que

lo; = oill? < 2llv; — wl® + 2l|ve — ul|* — 4d*.
Pela construgao da sequéncia (vj) ey, temos lim;_, [lv; — ul|?> = d?, ou seja, dado € > 0, existe
N € N tal que se j > N, entdo ||v; — u|* < d* +&%/4. Assim, se j,k > N, concluimos que
v; — vgl|* < 2(d% 4 €2/4) + 2(d? + €2 /4) — 4d* = 2.
A sequéncia (v;);en €, portanto, uma sequéncia de Cauchy. Logo converge, ja que H é um espago

de Hilbert (Aqui usamos o fato de que H é um espago de Hilbert!). Seja f := lim;_, o v;. Como v; € F
para todo j € N e F' é fechado, concluimos que f € F. Além disso,

lu = fll = llu = lim wjf| = lim [ju —v;| = d.
j—o0 j—o0

Agora consideremos z € F tal que ||z|| = 1. Logo f + (u— f,z)z € F, pois F' é um subespago
vetorial. Assim,

le = £117 = d* = inf lu—ol* < flu—(f + (u— f,2)2)|
= (u—f—(u—f,z)z,u—f—(u—f,z)z)
= (u—f7u—f)—(u—f,z)(u—f,z)—(u—f,z)(z,u—f)—i—|(u—f,z)|2(z,z)
= Hu—fHQ—(u—f,z)(u—ﬁz)—(u—f,z)(u—f,z)—i—|(u—f,z)|2
= llu— fI” = [(u— f,2)]%
Para que a igualdade
lu— fIPP < flu— FIP = |(u— f,2)]?
seja valida, é necessario que (u — f,z) = 0.
Concluimos que se w € F for diferente de zero, entdo (v — f,w) = ||w||(uv — f,w/|w|) = 0. Basta
tomar z = w/||w||. Assim, u — f € F*. Definindo f* :=u — f € F*, concluimos que u = f + f*.
Se Bp ={f; :j €I}, I ={1,.,N} oul =N, for uma base de Hilbert para F, entdo f =
> jer(w £5) fj-
Para provar essa afirmagao, observamos que
w="Y (u, fi)fi + (=" _(u, f;) f;)-
jel jeI
O vetor Zjel(u, fi)f; pertence a F', ja que By é uma base de F'. Por outro lado, u—zjel(u, fi)f; €
FL. De fato, se z € F, entdo z = > jer(z, f3)f;. Portanto,

(= (w, f)f52) = (w,2) = Y (u, ) (f5:2) = (u,2) = (u, > (2, fi) f;)
Jjel Jjel jeI
= (u,z) — (u,z) = 0.
Como a decomposicio de u € H em vetores de F e F- & tinica, concluimos que
= )15
jel

fr=u=> (ufi)fj

jel
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Observe que se u e v sdo dois vetores ndo nulos, entdo a projegao de u no subespago V.={Av: A €
%v. E interessante observar que foi justamente o vetor u — EZ;}; v que foi usado na
demonstracao da desigualdade de Cauchy-Schwarz. A projecao também ja foi usada na demonstragao
da Desigualdade de Bessel e no método de Gram-Schmidt.

Uma analise da demonstragao acima nos mostra que o que realmente precisamos é que F seja
um espago de Hilbert. Isto sempre é valido se H for um espago de Hilbert e se F' for fechado, pela
Proposi¢éo 53. Abaixo, vamos estudar um exemplo de espaco E que nao é de Hilbert e que contém
um subespago fechado F' C E, mas que nao é completo. Assim, conseguiremos obter um exemplo em
que as conclusoes do Teorema 55 nao valem.

K} éigual a u —

EXEMPLO 56. Seja [2(K) e B = {e; : j € N} a base construida no Teorema 31. Consideremos
E C I?>(K) o subespago das combinagdes lineares dos vetores {é;} U {e; : j € N,j > 2}, em que
él = Z;il %ej.

O conjunto F' = [{e; : j € N,j > 2}] dos elementos da forma Z;VZQ aje; é um conjunto fechado em
FE, pois toda sequéncia em F' que converge para um elemento de F, deve necessariamente pertencer a
[{e; : 7 € N,j > 2}] (verifique!).

Observe que FX = {u € E : (u,e;) = 0,5 > 2} = {0}. Assim, ndo temos F = F @ F*, ji que
é1¢ FeFt=F.

Para espacos de Hilbert, podemos caracterizar o complemento ortogonal do complemento ortogo-
nal, como abaixo.

PROPOSIGAO 57. Seja (H,(.,.)) um espago de Hilbert. Se S € um subespago vetorial, entio
(SHt=5.

DEMONSTRAGAO. Seja u € S. Logo existe uma sequéncia (s;)jen em S que converge a u. Se
st € S+, entdo

(u,s1) = (lim sj,s7) = lim (s;,5%) = 0.
j—00 j—o0

Logo u € (S+)+ e S C (SH)*. o B
Agora seja u € (S1)t. Como H=S®o (S)* =5 S+, pelo Teorema 55 e a Proposicao 52,
concluimos que u =35 + s+, com 5 € S e st € S+ = (S)+. Com isto, vemos que
(st,st) = (st,5+s) = (st,u) =0,
pois u é ortogonal a todo elemento de S*. Assim, st =0eu=3¢c S, ou seja, (SH)t C S. O

Novamente, o fato de H ser de Hilbert é fundamental para a Proposi¢ao 57.

ExeEMPLO 58. Nas condigdes do Exemplo 56, Vemos que F+ = {0}. Logo (F+)+ = E que nao é
o fecho de F, ja que F' ja é um conjunto fechado em FE.

COROLARIO 59. Seja (H, (.,.)) um espago de Hilbert e F C H um subespago. Se F+ = {0}, entdo
F =H, ou seja, F é denso em H.

DEMONSTRAGAO. Basta observar que F = (F+)+ = {0} = H. O

Novamente o Coroléario acima nao vale se H nao for de Hilbert, pelo Exemplo 56. Vamos terminar
essa secao com mais uma caracterizacao de Base de Hilbert.

COROLARIO 60. Seja (H,(.,.)) um espago de Hilbert e B = {e; : j € I} um conjunto ortonormal,
em que I € finito ou infinito. Se (e;,u) = 0 para todo j € I implicar que u = 0, entdo B € uma base
de Hilbert.

DEMONSTRAGAO. O conjunto B é ortonormal por hipotese. Portanto, basta provar que ele é total
em H.
Pela Proposicao 51, como B C [B], entdo [B]* C B+. Como B+ = {0}, entdo [B]* = {0}. Logo

pelo Corolario 59, temos [B] = H. O
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Poderiamos achar que se (E,(.,.)) fosse um espaco com produto interno e B = {e; : j € I}
fosse um conjunto ortonormal, entdo a propriedade: “Se (e;,u) = 0 para todo j € I, entdo u = 0”
implicaria que B é um conjunto total em E. Mas isso nao é verdade. No Exemplo 56, o conjunto
By = {e; : j € N,j > 2} tem essa propriedade, mas ndo é total em E, jA que é; ndo pode ser
aproximado por uma sequéncia de elementos de [Ba].

2.6. Transformacgoes lineares em espagos de Hilbert

Vamos agora estudar transformagoes lineares continuas entre espagos vetoriais com produto in-
terno.

DEFINIGAO 61. Sejam (E,(.,.)g) e (F,(.,.)r) dois espagos com produto interno. Uma fungéo
T : E — F é chamada de transformagao linear se T(u + v) = T'(u) + T(v) e T'(Au) = AT'(u), para
todos u,v € Ee A € K.

Dizemos que T : E — F é uma transformacao linear continua se para todo ug € E e € > 0, existir
um § > 0 tal que se ||[u — uo||g < 9, entao ||T(vw) — T(ug)||r < e.

Muitas vezes usaremos a notagao Tu para indicar T'(u).

OBSERVAGAO 62. Para o estudo de funcionais lineares mais adiante também precisaremos definir
transformagdo antilinear T : E — F como uma funcao que satisfaz T'(u+v) = Tu+Tv, T(\u) = A\Tu,
para todos u,v € E e A € K, e transformacao antilinear continua T : E — F como uma transformagao
antilinear que satisfaz a condicao de continuidade. Se K = R, as defini¢coes de transformagoes lineares
e antilineares coincidem, ja que A = \. A caracterizacdo de continuidade dada na proposicio seguinte
também vale para as transformagoes antilineares.

Associado a uma transformagao linear, definimos o nicleo N(T') de T' e a imagem T'(E) de T' como
sendo os subespagos vetoriais N(T) = {u € E:Tu=0} CEeT(E) ={Tu € F:u € E} CF,
respectivamente. Lembramos de 4lgebra linear que T é injetora se, e somente se, N(T') = {0}. Por
definigao, ela sera sobrejetora se T(E) = F. A transformacao linear T & bijetora se for injetora e
sobrejetora.

Uma transformagao linear continua possui caracteriza¢oes simples, como veremos abaixo.

PROPOSIGAO 63. Sejam (E,(.,.)g) e (F,(.,.)r) dois espagos com produto interno e T : E — F
uma transformacao linear. As sequintes propriedades sao equivalentes:

a) A transformagao linear T é continua.

b) Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que se ||ul|g < 0, entdo ||Tul|r < e.

¢) Existe C > 0 tal que | Tullr < C||lu||g para todo u € E.

DEMONSTRAGAO. a) = b)

Se T é uma transformagao linear continua, entdo b) é uma consequéncia direta da Defini¢ao 61
aplicada ao ponto ug = 0, observando que 7'(0) = 0.

b) = ¢)

Vamos supor que u # 0, ja que a desigualdade vale trivialmente para u = 0. Neste caso

tal que ||2H‘;—1ﬁE||E =% < 6. Logo ||T(2Hiﬁ)|\1«“ < ¢ e, portanto,

_ou
? 2flulle

2e
ITullr < = llulle-

A demonstragao fica concluida definindo C := %.
¢) = a)

Sejam ug € E e € > 0. Vamos escolher § := & > 0. Assim, se ||u — ug||p < 4, temos

||TU—TUO||F = HT(U_UO)HF < C”U_UOHE <Cd<e.
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Devido ao item c¢) do item anterior, alguns livros chamam uma transformagao linear continua de
transformacgao linear limitada. O nome operador linear, ou simplesmente operador, também é usado
como sindénimo para transformagao linear (as vezes restrito ao caso em que F = F).

O conjunto das transformacoes lineares continuas de E para F sera denotado por L(E, F). Para
T € L(E, F), definimos

| 7ull
||T||L(E,F) = sup .
u€ E,u#0 ||u||E
Em particular, ||Tullr < ||T||z(g,r)|lul| e para todo u € E. De fato, é facil verificar que
1Tl e,r) = m{C =0 [Tullp < Cllul|lg,Vu € E}.

Quando for claro, usaremos apenas a notacao ||T’|| para ||T||z(g,r). Fica a cargo do leitor verificar
que L(E, F') é um espago vetorial normado com a norma 1" € L(E, F) = ||T||z(g,F)-
Como se espera, uma transformagao linear continua comuta com o limite de sequéncias.

PROPOSIGAO 64. Sejam (E,(.,.)g) e (F,(.,.)r) dois espagos com produto interno e T : E — F
uma transformagao linear continua. Se (uj)jen € uma sequéncia em E que converge para u, entio
lim; o0 Tuj; = Tu.

DEMONSTRACAO. A demonstracao é simples. Basta usar que a transformacéo é limitada. De fato,
sabemos que

(2.6.1) [Tu; = Tullp < Tl e, llu; —ulls.
A convergéncia de (u;)jen implica que lim;j_, [Ju; — ul|z = 0. Por (2.6.1), concluimos que
lim;_ o || Tu; — Tu|lp = 0. Logo a sequéncia (T'u;);jen converge para Tu. O

COROLARIO 65. Sejam (E,(.,.)g) e (F,(.,.)r) dois espagos com produto interno e T : E — F
uma transformagdo linear continua. Entao N(T) é um subespago fechado.

DEMONSTRAGAO. Seja u € N(T'). Logo existe uma sequéncia (u;);jeny em N(7') que converge para
u. Assim,
Tu=T lim u; = lim Tu; =0
j—o00 j—o0

e u € N(T). Portanto, N(T) = N(T) e N(T) ¢é fechado. O

Quando o espaco F' for completo, entao podemos estender transformagoes lineares continuas defi-
nidas sobre conjuntos densos de E. Essa é uma importante propriedade que requer, pela primeira vez
nessa sec¢ao, que um espaco seja de Hilbert.

TEOREMA 66. Seja (E, (.,.)g) um espago vetorial com produto interno e (H,(.,.)g) um espaco de
Hilbert. Considere D C E um subespaco denso de E e T : D — H uma transformagao linear. Suponha
que T seja continua, ou seja, ||Tullp < C|lullg para todo uw € D. Logo existe wuma dnica transformagao
linear continua T : E — H que estende T, ou seja, tal que Tu = Tu para todo u € D.

DEMONSTRACAO. Vamos provar por partes.

A definicio de T.

Seja u € E. Como D é denso em FE, existe uma sequéncia (u;)jeny em D que converge para u.
Como esta sequéncia é convergente, entao ela é de Cauchy. Logo para dado £ > 0, existe N tal que se
i,j > N, temos [|uj; —ug||p < &. Assim, como

|Tu; — Tugllg < Cllu; —urlle <&,

concluimos que a sequéncia (T'u;) jen também é uma sequéncia de Cauchy em H. Como H é completo,
concluimos que existe y € H tal que

lim Tu; =y.

j—)OO

Definiremos T : E — H por Tu = y. Para que esta definigao faca sentido, devemos deixar claro
que esta func¢do esta bem definida, ou seja, o valor de T'u independe da sequéncia (u;);en escolhida.
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Seja (vj)jen uma outra sequéncia em D que converge para u. Pelo argumento anterior, sabemos
ue a sequéncia (T;):en também converge. Note que
i€

| im Tv; —y||lg = | lim Tv; — lim Tu;||g = lim ||Tv; — Tuj||a
j—o0 j—o0 j—o0 j—o0
= lim ||T(v; —uy)||lg < C lim |jv; — uj||g = C|| im v; — lim u;||g
j—o0 j—o00 j—o0 j—o0
=C|lu—ullg =0.

Portanto, lim; . Tw; = y. Assim, o valor y independe da sequéncia escolhida e a fungao T' esta
bem definida.

A linearidade de T.

Sejam o € K e u,v € E. Consideremos duas sequéncias (u;) en € (vj)jen em D que convergem
para u e v, respectivamente. E claro que (quj + vj)jeny é uma sequéncia em D que converge para
au + v (a verificagdo é simples e fica a cargo do leitor). Assim,

T(au+v) = lim T(au; +v;) = lim (aTuj + Tvy)
j—oo j—o0
=a lim Tuj + lim Tv; = aTu+ Tv.
j—oo j—o0
Tomando, a = 1, vemos que T(u+v) =Tu+ Tv. Tomando v = 0, vemos que T(au) = aTu, ja
que T'(0) =7(0) =0.
A continuidade de T.
Sejam u € E e (u;)jen uma sequéncia em D que converge para u. Logo

| Tullzr = || lim Tu;llg = lim || Tu;
j—o0 j—o0
Como [|Tujl|g < Cllujllp e limje [Jujlle = [[ul £, concluimos que | Tull g < Cllullz-

A transformacgéo linear T' estende T

Seja u € D. Entdo u = lim;_, uj, em que u; = u para todo j € N. Logo Tu = lim;j_,o, Tu; =
lim; o Tu = Tu.

A unicidade de T.

Observamos que se S : ' — H é uma transformagao linear continua que estende T, entao, dado
u € E, escolhemos uma sequéncia (u;);en em D que converge para u. Logo

Su w lim Swu; @ lim Tu; © Tu,
j*}OO ]*}OO

em que (1) decorre da continuidade de S, (2) do fato de que S é uma extenséo de T e portanto coincide
com T em D, e (3) segue da propria definicio de T. Concluimos que S =T. d

EXEMPLO 67. O Teorema (66) nao vale quando o contradominio nao for completo. Seja D = [B] C
I12(K) o subespago gerado pelos elementos da base B = {eq, ea, ...} de l2(K) descrita no Teorema 31. Se
considerarmos a transformacao linear T': D — D definida por T'(u) = u, para todo u € D, entdo nao
podemos estendé-la para uma transformacao linear continua 7T : Io(K) — D. Se pudéssemos, teriamos

- N—o00 4 J N—o0 4
Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=

1 N 1 N > 1
T Ze;) =T( lim —e;) = lim T(-e;) = lim —e; = —e;.
Q5o =T(Jm > =e)) (5¢5) 3¢ ijj
Mas 3272 %ejgé’D.

Dentre os diversos operadores lineares, vamos destacar aqui trés tipos que serao importantes para
nos: os operadores unitarios, os auto-adjuntos e as projegoes ortogonais. Comegaremos pelos unitérios.
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2.6.1. Transformagoes lineares unitarias.

DEFINICAO 68. Uma transformagao linear T': (E, (.,.)g) — (F, (.,.)r) € chamada de unitdria (ou
operador unitdrio) se for bijetora e (T'u,Tv)p = (u,v)g, para todo u,v € E.

Observe que toda a transformacgao linear unitaria 7' : E — F' é continua, pois

ITullr = V/(Tu, Tu)p = \/(u,u)p = ||u]p-
Operadores unitarios de certa maneira mostram que podemos identificar os elementos de dois
espagos vetoriais um a um, mantendo seus produtos internos com essa identificagoes.
Um exemplo onde isto ocorre é para espagos de Hilbert separéveis de dimensdo infinita, que, como
mostraremos abaixo, sempre podem ser identificados com o espago l3(K).

PROPOSICAO 69. Seja (H, (.,.)n) um espaco de Hilbert separdvel sobre K e B ={e; : j € N} uma
base de Hilbert de H. Entao o operador U : H — l15(K) definido como

§ ajej al,a% )

€ um operador unitdrio.

DEMONSTRAGAO. Vamos mostrar que U esta bem definido. Primeiro observamos que Z;’il aje; =
Z;’;l bje; se, e somente se, a; = b;. Basta nos lembrar do argumento isto em (2.4.6).

Além disso, vimos que Z;’;l aje; € H se, e somente se, Z;‘;l laj|? < oo, ou seja, se, e somente
se, (a;) en € l2(K), veja Corolario 44. Assim, U leva elementos de H em elementos de I3(K) e é uma
fungao bijetora.

E facil ver que U é uma transformagcio linear (deixamos a cargo do leitor).
Por fim, observamos que

(262) Za]e] Zb ej lg(K) ((al,ag,...),(bl,bg,... lz(K) Za]

Por outro lado, pela Prop051§a0 14, temos

o) 00 N N
(Z aiei,ijej)H = A}gn Zaml, hm Zb €j)H = ngn (Z a;e;, ijej)H
i=1 i=1 i=1 =1
J]V N L L N . io L
= ngnoo Z Zaibj(ei, Ej)H = I&EHOO Z Zaibjéij = J\;ij}[looz;ajbj = Z;ajbj
j= j=

i=1 j=1 i=1 j=1

(2.6.3)

Assim, as Equagoes (2.6.2) e (2.6.3) mostram que
Uz, Uz)g = (,9)1,(x)
para todo x,y € H. O

EXEMPLO 70. O conjunto Beomp = {(1/v/2)e™™™® : n € Z} forma uma base de Hilbert no espaco
de Hilbert L?(] —1,1[;C). Logo a aplicagéo T:L*]—1,1[;C) — I2(C) dada por

E znTrw
Cnie (cOacflyclu072uCZa"')

neZ
é uma transformacao linear unitaria.

Terminaremos novamente com um teorema de extensao de operadores.

PROPOSIGAO 71. Seja (H,(.,.)) um espago de Hilbert, D C H um subconjunto denso de H e
T : D — D uma transformagao linear bijetora tal que (Tw, Tv) = (u,v) para todo u,v € D. Logo existe
uma dnica transformacédo linear continua T : H — H que estende T. Esta transformacéio linear T ¢é
unitaria.
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DEMONSTRAGAO. Observamos que

ITullzr = v/(Tu, Tu) = v/ (u,u) = ||ul| -

Portanto, pelo Teorema 66, T tem uma Gnica extensdo linear continua T : H — H. Vamos agora
mostrar que ela é unitaria.

Primeiro observamos que (Tu,Tv) = (u,v) para todo u,v € H. Sejam (u;)jen € (vj)jen duas
sequéncias em D que convergem para u e v, respectivamente. Logo, pela Proposicao 14, vemos que

(Tw,Tv) = (lim Tu;, lim Tv;) = lim (Tuj, Tv;) = lim (u;,v;) = (u,0).

Devemos mostrar também que T é bijetora. Para verificar que é injetora, basta observar que se
Tu =0, entdo (u,u) = (Tu,Tu) = 0. Logo u = 0.

Para verificar que T é sobrejetora, note que se y € H, entdo, como T : D — D é bijetora, existe
uma sequéncia (u;)jen em D tal que lim;_,o, Tu; = y. Como (T'u;)jen converge, entdo é de Cauchy.
Assim, para cada ¢ > 0, existe N € N tal que se j,k > N, entao | Tu; — Tug| < e. Assim, a sequéncia
(uj)jen também é de Cauchy, ja que

luj — ug|l = [|[Tuj — Tug| <e.

Como H ¢é completo, entao (u;)jen converge para um elemento u € H. Pela definicao de T,
concluimos que T'u = lim;_,o Tu; = y. O

2.6.2. Operadores auto-adjuntos. Uma classe que aparecera constantemente em aplicagoes é
aquela dos operadores auto-adjuntos.

DEFINIGAO T72. Seja (E, (.,.)) um espago vetorial com produto interno e T : E — E um operador
linear continuo. Diremos que T é auto-adjunto se (T'u,v) = (u,Tv) para todo u,v € E.

EXEMPLO 73. Consideremos em H = Ly(] — 1,1[;C) a base ortonormal B = {1/y/2e""™ : n € Z}
e p: R — R um polindmio tal que p(z) # 0, para todo = € R. Logo o operador T'(>_° ¢ e""™) =
> o n/p(mn)e™™ & um operador auto-adjunto.

Primeiramente vamos mostrar que 7' é continuo. Como p é um polinémio, entao ou p é igual a

uma constante ou lim ;| [p(2)| = co. Logo existe ¢ > 0 tal que |p(z)| > c. Assim,

1 1
o] ‘ o} . ) [e’s} . 2\ 2 1 oo 2
ITCY e @) =1 3 pfmemmm( > | ) ga(CQ > )
1
oo 2 oo
<2<_Z |cn|2> =l 3 e,

Logo T' ¢ limitado e ||T'|| z(q, ;) < 1/c.
Por fim, podemos verificar que (Tw,v) = (u, Tv). Para tanto, vemos que:

<T( _Z Cnei”ﬂw)7 Z dneinﬂ'$> — <Z pi:l) einﬂx72dnei’ﬂﬂw> _ Z ;72’”3

—o0 n=—oo n= nez

= < i Cneinwm’idn)einwm> _ < i Cneimm,T( i dnein'fra:)

n=—oo n=—oo

o

N———
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Este operador é importante, pois inverte operadores diferenciais. De fato, seja p(D,) = Z;‘V:o p;(—i)7 %

eu=>y " _ c,e™ tal que sup,,cy [n¥c,| < 0o para todo k € N. Logo

Tp(Dg)u(r) = Tp(Dy) ( Z cneinm> _ < Z p(mr)cnemm>

n=-—o00 n=-—00
o0 [ee]
= Z p(nm) " Lp(nm)e,e™™ = Z cn €™ = u(x).
n=-—o0o n=-—o0o

Da mesma forma, p(D,)Tu(x) = wu(z). Observe que, quando p ndo é uma constante, T esta
definido em todo H. O mesmo nao ocorre com o operador p(D,), ja que este ndo é limitado.

Da mesma forma que fizemos com operadores unitarios, podemos estender operadores auto-
adjuntos em subespacos denso de um espago de Hilbert.

PROPOSIGAO T4. Seja (H,(.,.)) wm espago de Hilbert, D C H um subconjunto denso de H e
T : D — H um operador linear continuo tal que (Tu,v) = (u,Tv), para todo u,v € D. Logo existe
uma unica transformacédo linear continua T : H — H que estende T. FEsta transformacdo linear é
auto-adjunta.

DEMONSTRAGAO. A existéncia de uma tnica extensdo linear continua T : H — H que estende
T ja foi demonstrada no Teorema 61. Para provar que essa extensdo é auto-adjunta, consideremos
u,v € H e sequencias (u;)jen € (v5) en tais que lim; oo u; = u e lim;_,oc v; = v. Logo

(Tu,v) = jlig(Tuj7vj) = jlirgo(uj, Tvj) = (u,Tv).
0

2.6.3. Projecoes ortogonais. O iltimo tipo de operador que consideraremos sao as projegoes
ortogonais, como definidas abaixo.

DEFINIGAO 75. Seja (E, (.,.)) um espago vetorial com produto interno e 7' : E — E um operador
linear continuo. Diremos que T é uma projecio ortogonal se T for auto-adjunto e T? = T.

Um exemplo pode ser visto abaixo.

EXEMPLO 76. Consideremos em E = Lo(0,27) a base ortonormal B = {e* : n € Z}. Logo o
operador T(>"07  _ cpe™) =35> ¢,e™ é um operador de projecao ortogonal.

n=—oo

Primeiro verificamos que 7?2 = T

o0 oo oo

TZ( Z Cneinz> _ T(Z Cneinz) _ Z Cneinz'

n=-—o00 n=0 n=0

Agora verificamos que T' é auto-adjunto:

(T( i Cneinx)7 i dneznx> — (i Cneinx’ Z dneznx> — icnﬁ
n=0 n=0

n=-—oo n=-—o00 ne
o oo %) oo
_ ( Z Cneina:’ Zdneznw> _ ( Z Cneinva( Z dne'm’w)) )
n=—oo n=0 n=-—oo n=—oo

TEOREMA 77. Seja (H,(.,.)) um espago de Hilbert.

i. SeT : H — H ¢é uma projegao ortogonal, entao F := T(H) é um subespago fechado de H,
Tu = u para todouw € F e N(T) = F*.

it. Se ' € um subespago fechado de H, entio a transformagdo linear T : H — H definida como
T(u)=useu€F eT(u)=0 seuc Ft estd bem definida e ¢ uma projecio ortogonal.
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DEMONSTRAGAO. i. Vamos provar por partes.

Seu € F, entdo Tu = u.

Seja u € F. Logo u = Tw para algum v € H. Assim, Tu = T?v = Tv = u. Se Tu = 0.
Seu e FL, entdo Tu=0.

Basta observar que

(Tw, Tu) W (u, T?u) @ (u, Tu) ® 0,

em que usamos em (1) que 7' é auto-adjunto, em (2) que T? = T eem (3) queu € FreTu € T(H) = F.
O subespago F ¢ fechado.
Seja (u;)jen uma sequéncia em F' que converge para u € H. Logo

lim u; @ lim Tu; @ Tu,
J—00 J—00
em que usamos em (1) que Tv = v para todo v € H. Em (2) usamos que T' é continua. Concluimos
que a sequéncia (u;);jen converge tanto para u como para Tu. Logou=Tu € T(H) = F.
ii. Como H = F ® F*, sabemos que todo elemento de H pode ser escrito de maneira tinica como
u=f+f- emque feFefteFt Assim, Tu=T(f+ f+)= f estad bem definido.
Para provar as demais propriedades vamos fixar u,v € F e a € K com as decomposi¢oes ortogonais
u=fi+fi-ev=fot f5,com fi,fo€Fefi f € F.
A aplicagao T € linear.
De fato,
oau+v = (af, + fo) + (afi + f5).
Como af; + fo € F e aff + fi € F*, concluimos que T(au + v) = af) + fo = oTu + Tv.
Portanto, T é linear.
A funcao T € continua.

Basta observar que
[Tl = 1Al < /AN 1P = 1+ =l

em que usamos o Teorema de Pitagoras, observando que f; e fi- sdo perpendiculares.
A funcio T € uma projecio ortogonal, ou seja, satisfaz T?> =T e é autoadjunta.
Observe que T?u =T f, = f; = Tu. Além disso, T é auto-adjunta, pois

(Tu,v) = (f1, fo+ f37) = (f1, f2) = (fr + fi"s f2) = (u, T).

O nicleo e a imagem de T sao T(H) = F e N(T) = {0}.
Isto segue imediatamente da defini¢ao de T'. g

2.7. Transformada de Fourier

Para o estudo da transformada de Fourier, vamos recordar a defini¢ao da classe de fungao L!(£2),
em que ) C R™ é um aberto. Dizemos que uma funcao f :  — K é integrdvel se for mensurével e
Jo If(x)]dz < co. O conjunto das fungdes integraveis seréd denotado por £!(€2). Podemos considerar
em L£'(Q;K) a seguinte classe de equivaléncia: f ~ g se, e somente se, [, |f(z) — g(z)|dz = 0. O
conjunto das casses de equivaléncia é denotado por L'(Q;K). Este conjunto ¢ um espago normado
com a norma dada por

oo = [ 15@)ds.
Podemos definir a transformada de Fourier em L!(R";C) da seguinte forma.

DEFINIGAO 78. Seja f € L'(R™;C). A transformada de Fourier de f ¢ a fungdo Ff : R® — C

definida como .
- - —ix-&
Ff) = n) 2 /Rn e " f(z)dw,

em que x - & :=x1&1 + ... + £,€,. Também usamos a notagao f = Ff.
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A transformada de Fourier esta sempre bem definida, ja que
/ e f(x)dr| < / |f(z)] dz < 0.
ExXEMPLO 79. Seja f: R — C dada por

flx) = e /2,

Vamos usar a notagao f para a transformada de Fourier. Assim,

d d o0 . 2 o0 . 2 o d 2
el _ —ix€ —x*/2 — iep—ixE /2 — —iz€ Y —x°/2
\/ﬂdgf(é) 0 </Ooe e dx) [m ixe e dx z/ioo e (e )d:c

R od 2 X 25| R By ) 2
= lim z/ e (e*“’ /2> dr = lim <ie”561 /2‘ > — lim Z/ — (67”05) e " 24y
R—o R dx R—o0 —R R—o0 R dx

()_Z‘/oo (i) o 2y — g —iwfe—wz/dez—@f(Q

- oo dx

IFFE) =

— 00

Em (1), usamos o fato de que a funcdo z e~€e="/2 vai a zero quando z — +oo . Observe

que obtemos uma equagao diferencial da forma

df
Para resolvé-la, vamos integrar tudo de 0 a £ da seguinte forma:
& fr 3
fA(S)ds = f/ sds.
o f(s) 0

Fazendo a mudanca de variavel y = f(s), temos dy = f’(s)ds. Assim

f© ¢
/f L ‘/6 e = (f(£)> —-5 Q) = Foe
f 0

fo) Y f(0)

Basta agora calcular f (0). Isso pode ser calculado facilmente. De fato,

2 [e’e) o0
27rf ( _”2/2dx) = (/ e_xQ/stc) (/ e_y2/2dy)
o 2,2 _0?1) 2 > _O:
/ / e~ @2 qady = / (/ e " /27"d7“> do
0 0

= 277/ e 2y = — 27T67T2/2’ = 2.
0 0

Em (1), usamos a mudanga de variavel: = = rcos(f), y = rsen(f) e dedy = rdrdf.
Concluimos que f(0) =1 e que

fle)y=e72

OBSERVAGAO 80. Acima calculamos a integral da funcdo gaussiana. Esta importante integral sera
usada diversas vezes aqui. Uma pequena mudanga de variavel permite obter o seguinte resultado para

a>0:
/Do e_axzdx = /T
o a’
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|z 1€

al Logo f(f) — e . De fato,

ExeEmMPLO 81. Seja f : R™ — C a funcdo dada por f(z) = e~
temos

1 . ]2 1 o . 2 1 & . 2
—iz€ — _ —iz1&1 ,—x7/2 —ixnén ,—x5 /2
—_— e e 2 dr=|— e e 1 %dxy ) ... —/ e e “nl%dx
(27‘-)”/2 /" ( Vv 2m [m 1) ( \% 2 —o0 n)

(6_5%/2)...(6_53/2) = e‘g.

Por fim, é importante destacar também a linearidade da transformada de Fourier.

PROPOSIGAO 82. Seja f € LY(R™;C). Logo F f pertence a L= (R";C). Além disso, a transformada
de Fourier F : L*(R™";C) — L°°(R™;C) define uma transformagao linear.

DEMONSTRACAO. Basta usar a linearidade da integral:

Flaf +Bg)(€) = / e (af(2) + Bg(a)) de

n

= a/n e~ f(2)dE + B . e " Cg(x)dg = aF f(£) + BFg(&).
O

Podemos determinar f a partir de sua transformada de Fourier. Abaixo, mostramos uma impor-
tante formula de inversao.

TEOREMA 83. Seja f € L*(R™) uma funcao tal que Ff € L*(R™). Logo

_ 1 ey
(271) @) = Gy [ e Fede

Note que a féormula acima é muito semelhante a transformada de Fourier. A diferenca é o sinal
positivo na exponencial.

DEMONSTRAGAO. Seja € > 0. Logo

(2757/2 [ J@e T = (271r)n I8 (/ . e-iy-ff(wdy) e TP g

= [ ([T s s

em que usamos Fubini na ultima igualdade (troca da ordem de integragoes).
21el?

Na expressao acima, vemos a importancia do termo e~ 2 . Se nao colocarmos ele, a integral
f]R" e’ (#=Y) ¢ sequer esta bem definida.
Note que
1 S2le? 1 1 €12 e lu=a)
(2m)n/? / e e dg — en (2m)n/2 / e e g
s R™ 3 s Rn
1 €12 -z 1 _ly—a?
=7 <6£2) (E==) = e 5
€ € €
Assim,
1

A €242 o 1 _ly—=|? (1) 1 / =2
2|E| me —_—_ 2e = — 2 .
@ L. f(©e esrde e /]R cem e f(y)dy @ f(x+e2)dz

em que (1) fizemos a mudanga de variavel z = % (note que dz = E%dy ey = ez + ). Tomando o
limite € — 0 dos dois lados da expressao acima, concluimos que

1 R i€z _ 1 —
o FO = o [ e

As passagens do limite para dentro da integral podem ser justificadas usando o teorema da con-
vergéncia limitada. O
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~ e 212 . c .
OBSERVACAO 84. Se nao tivéssemos usado o termo e~ = 1é1” ndo poderiamos ter usado Fubini. De
fato, chegariamos a algo do tipo

ﬁ /R </ . e‘“'(”‘”)df) F)dy,

4m L6 exi —i-(y—x)
porém nao existe f]R" e d€.
O resultado anterior nos motiva a definir a seguinte transformacao linear.

DEFINIGAO 85. Seja f € L'(R™;C). A transformada de Fourier inversa de f ¢ a fungdo F~1f :
R™ — C definida como

FRE) = W /Rn e f(x)d

em que x - & :=x1&1 + ... + xpén.
Observe que F~1f(¢) = Ff(—€). Vamos definir o espago
X ={feL'R"C): Ff € L'(R;C)}.
Observe que Ff € L}(R;C) se, e somente se, x — F L f(x) = Ff(—z) € L}(R;C). Logo
X={feLl'R"C): F'f e LNR;C)}.
Concluimos o seguinte resultado.

COROLARIO 86. A transformada de Fourier é uma transformacao linear bijetora F : X — X cuja
inversa € dada por F~1.

DEMONSTRACAO. Vimos que F~!: X — X. Assim, basta mostrar que F'F = FF ! = Id, em
que Id: X — X é a identidade.

Ja vimos que F~'F = Id, pelo Teorema 83. Para provar que FF ! = Id, consideremos g € X.
Assim,

FFog) = [ ems ([ ertgtnas @ [ e[ e g-pyag
D[ e [ evsoipnie = [ e [ ersoganas
2 g(~(-2)) = gla),

em que em (1), fizemos y — —y. Em (2), y — —y. Finalmente em (3), usamos o Teorema 83. O

Observe que se f € X, entdo f € L'(R";C) N L (R"; C). Assim, vemos que
[ot@P e = [ (@l @lde < [ 1l e @) de

< N fllpee ey [f (@) dz = || ]l po iy 1l 1 sy < 00
R‘IL

Assim, ”inZ(]R";(C) < 1 fll o nscy 1 f 1111 ey Isto implica em particular que X' C L?*(R™). Mos-
traremos mais adiante que x também é um conjunto denso em L?(R™). Por enquanto, iremos apenas
assumir esse resultado.

Estamos agora em condigoes de enunciar o Teorema de Plancherel.

TEOREMA 87 (Teorema de Plancherel) Sejam f e g€ X. Logo
1. fR" df[' - fRn (g)dg

2 anm(w 14

L2(Rn) ’
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DEMONSTRACAO. A demonstracdo é um simples céalculo:
1. Vemos que

g@ydz ¥ x 1 eirég x
[ @a@an 2 [ ) [ e

= (2m)~"/2 / ) ( / ) e—”‘fﬂx)g(ads) dz 2 / ) ((%)‘"/2 / ) e—”fﬂx)dm) §()de

= [ f(©)g(§)ds,

Rn

em (1) usamos a féormula de inversao de g, isto é, g(x) = W Jan €7€9(€)d€. Em (2), usamos Fubini.

2. O resultado segue diretamente do anterior. Basta tomar f = g:

R 2 N
1y = [ 1@ o= [ |Fc@)] de = |7

Agora estamos em condicao de provar o resultado principal dessa secéo.

2

L2(R™)

TEOREMA 88. Existe uma tinica transformagcdo linear continua F : L?>(R"™) — L2(R"™) que estende
a transformada de Fourier F : X — X. Esta transformagao linear F € unitdria.

DEMONSTRAGAO. Basta aplicar o Teorema 71. Para tanto, usamos H = L?(R"), D = X e o
Teorema 87.1. g

2.8. Funcionais lineares e bilineares continuos

O espago K é um espagos vetorial em K com produto interno. De fato, basta definir (o, 8) = af3,
para «, 8 € K. Assim, o produto é a multiplicagdo para K = R e a multiplicacdo de um ntmero pelo
complexo conjugado do outro quando K = C.

Desta maneira, podemos definir transformacoes lineares entre um espago vetorial com produto
interno sobre K com valores em K. Esta classe de transformagoes lineares é tao importante que tem
um nome proprio, como veremos abaixo.

DEFINIGAO 89. Seja (F,(.,.)) um espago vetorial com produto interno sobre K. Um funcional
linear continuo é uma transformagao linear continua ¢ : £ — K, ou seja, uma fungao tal que

L oo(u+v) =¢(u) + ¢(v), Vu,v € E.

2. p(au) = ap(u), Vu € Ee a € K.

3. Existe C' > 0 tal que |¢(u)| < C|lul|, Vu € E.

O conjunto dos funcionais lineares continuos de E sera denotado por E*. Para ¢ € E*, definimos

lols = sup PO g o).
fullmo 1UllE  Juje=1

Podemos verificar que ¢ € E* — ||¢| g« € [0,00) define uma norma em E*. Quando estiver, claro
denotaremos ||¢||g+ apenas por ||¢]|.
Um exemplo muito importante de funcional linear é dado da seguinte forma. Considere v € E e
definamos ¢, : £ — K por
pu(u) = (u,v).
Pelas propriedades de produto interno, é evidente que ¢, é linear. Para mostrar a continuidade,
basta usar a desigualdade de Schwarz.

low(w)] = [(u, V)] < [[ull[l].
A formula acima nos mostra que ||¢,| < ||v]. Se v = 0, é claro que ||¢,|| = 0. Se v # 0, entéo
@u(v/]|v]]) = [lv] nos mostra que [y = [[v]], 0 que implica que ||, [| = [|v].
O interessante é que exemplo acima caracteriza todos os funcionais lineares. Este é o contetdo da
proxima proposicao.
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TEOREMA 90. (Teorema de Riesz-Fischer) Seja (H, (.,.)) um espago de Hilbert. Logo a aplicagdo
R : H — H* dada por R(v) = p, € uma transformagdo anti-linear continua, bijetora e que preserva
a norma.

DEMONSTRAGAO. Vamos comegar verificando que R é uma transformagdo antilinear. De fato,
para qualquer u € H, temos

R(a1v1 + agv2)(U) = Quy 40, (1) = (U, 01v1 + @v2) = aq(u,v1) + aa(u, v2)
= a1y, (1) + @2y, (1) = (a1 R(v1) + 2R (v2)) ().

Assim, R(aqv1 + agva) = a1 R(v1) + aaR(v2).

Ja vimos que ||R(u)| g+ = ||oullz = ||u|/z. Logo R preserva a norma e é continua. Também ¢
imediato que ¢ injetora, ja que R(u) = 0 implica que ||u||g = ||R(u)| gz~ = 0 e, portanto, u = 0.

A parte mais dificil da demonstracao é mostrar que R é sobrejetora. Seja ¢ € H*, ¢ # 0. Vamos
definir F' = ker(¢). Logo F é um subespaco fechado de H. E subespaco, pois se uj,us € F e
a1, ay € K, entao

plarur + agug) = arp(ur) + azp(uz) = 0

e, assim, aju; + apug € F. Além disso é fechado, pois se (u;) en € uma sequéncia em F' e convergir
para u em H, entao

o(u) = ¢(lim u;) = lim @(u;) = 0.
j—o00

Jj—oo
Portanto, u € F' e F é fechado.
Pelo teorema da decomposicdo ortogonal, H = F & F+. Como ¢ # 0, entdao F* # {0}. Seja
v e FLt v#0. Logo p(v) # 0. Vamos definir w = v/¢(v). Assim,
p(u = p(uw) = p(u) = p(u)p(v)/p(v) =0

e u —wp(u) € F. Desta forma, u — p(u)w é ortogonal a v. Desta maneira

o(u
0= (u— g, ) = (u,0) — plu)(w,v) = (1,0) = 22 ,0)
o(v)
Concluimos que
()
@(u) - (U, (,07,0) U)
e, assim, ¢ = R(“(Z()Ug;’) A funcao R &, portanto, sobrejetora. O

Agora vamos ao estudo das fungoes bilineares.

DEFINIGAO 91. Uma funcéo B : E X E — R é chamada de uma funcao bilinear se

1. B(au + fv,w) = aB(u,w) + SB(v,w), para todo u,v,w € E e a, f € R.

2. B(w,au + fv) = aB(w,u) + SB(w,v), para todo u,v,w € E e o, 5 € R.

A fungdo B sera chamada de bilinear continua se satisfizer 1 e 2 e a propriedade seguinte:

3. Para todo (u,v) € E X E ee > 0, existe 6 > 0 tal que se ||z —ul]| < d e |ly —v| < J, entdo
|B(z,y) — B(u,v)| < e.

ProPOSIGAO 92. Dada uma fungdo bilinear B : E x E — R, as sequintes propriedades sdo
equivalentes.
i) B é continua.
ii) Sejam (uj)jen € (v;)jen Sequéncias em E que convergem para u e v, respectivamente. Logo
lim B(uj,v;) = B(u,v).

j—o0

iii) Existe C > 0 tal que |B(u,v)| < C|lu||||v|-
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DEMONSTRAGAO. i) = ii)

Dado ¢ > 0, sabemos que existe § > 0 tal que se ||z—u|| < d e ||y—v|| < J, entdo |B(z,y)—B(u,v)| <
e. Como lim; o u; = v e limj_,cv; = v, entao existe N € N tal que para todo j > N, temos
lu—u;|| <0 elv—uv|| <d. Assim,

|B(uj,vj) — B(u,v)| < e
para todo j > N. Concluimos que lim;_,o B(uj,v;) = B(u,v).

i) = iii)

Suponha que a propriedade #iz) ndo seja valida. Logo para todo C' > 0, existe uc,vc € E tais que
|B(uc,ve)| > Clluc|||vel|- Vamos tomar, entdo, C = N2. Assim, construimos sequéncias (uy)nen €
(vN)Nen tais que

|B(un,vn)| > N?|lun]l[ow]],

ou seja,
un UN
|IB(——,——)| > 1.
Nlun|” Nllon||
Agora basta observar que limy_, oo % =0elimy_ oo % = 0, mas a sequéncia (B(NIﬁVN” , %))NGN

nédo converge a B(0,0) = 0. Logo a propriedade i) néo vale.
i) = 1)
Seja u,v € E e € > 0.Vamos escolher § = min{2c(1+maxe{uu” Hv\l})’l}' Logo se [[u —z| < d e

lv —y|l < d, entdo
]l = [l = ull + fJull <1+ [|u]

Blu,v) — Bla,y)| = |Blu— 2,0) + Bla,v— )|
< Cllu — allJol] + Cllalo - vl
E £
<’ vl + C(1 + ||u
2001+ max(al, oy 1 OO ) S Tl o)
<eg/2+¢€/2=c¢.

O

Vimos que se ¢ € E*, entdo existe v € E tal que ¢(u) = (u,v) para todo v € E. Vamos dar
condigoes agora para que o mesmo resultado valha para uma fungao bilinear no lugar do produto
interno, isto é, p(u) = B(u,v) para todo u € E.

DEFINIGAO 93. Seja (E, (.,.)) um espago com produto interno e B : E X E — R uma forma bilinear
continua. Dizemos que B é coerciva se existir a > 0 tal que
B(u,u) > aflul?
para todo u € E.

TEOREMA 94. (Laz-Milgram) Sejam (H, (.,.)) um espago de Hilbert e B : H x H — R uma fung¢ao
bilinear e coerciva. Logo existe uma transformacao linear continua e bijetora T : H — H tal que
B(u,v) = (u, Tv).

Em particular, para cada ¢ € H* existe um v € H tal que

(2.8.1) o(u) = B(u,v)
para todo u € H.

DEMONSTRAGAO. Existe T : H — H linear, continua e bijetora tal que B(u,v) = (u,Tv), para
todos u,v € H.
Para cada v € H, definimos a funcio ¢Z : H — R como pZ(u) = B(u,v). A fungio ¢? ¢é linear,
pois
¢y (au + fw) = Blau + fw,v) = aB(u,v) + fB(w,v) = ap; (u) + By (w).
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A funcdo também é continua, pois
oy (w)| < [B(u,v)| < Cllull|v]] = (Cllv])ull.

Assim, pelo Teorema de Riesz-Fischer, existe um tnico o € H tal que ¢Z(u) = (u,?). Seja
T : H — H a aplicagio definida como T'(v) = 9. Logo B(u,v) = pZ(u) = (u,?) = (u,Tv). Assim,
basta mostrar que 1" é linear, continua e bijetora.

Para mostrar que T é linear, note que

(u, T(avy + Bva)) = B(u, avy + Pve) = aB(u,v1) + BB(u, va)
= a(u,Tvr) + B(u, Tve) = (u,aTv1 + T vs).

Assim, para todo u € H, temos
(u, T(avy + Bvz) — aTvy — BTvg) = 0.

Em particular, escolhendo v = T(av; + Bvg) — aTvy — STy, concluimos que T(avy + fug) =
aTvy + BT vs.
Para mostrar que T' é continua, note que

ITv][* = [(Tv, Tv)| = |B(Tv,v)| < C|[Tl|][v]-

Assim, [|[Tv|| < CJ|v|| e T é continua.
A aplicacao T' é injetora. De fato, note que

[l < 1B(v,v)| = |(v, T)| < [0l Tv].

Desta maneira, ||v|| < ||[Tv||. Portanto, Tv = 0 implica que ||[Tv|| = 0 e, portanto, que ||v|| = 0, ou
seja, v = 0.

Para finalizar, vamos mostrar que T' é sobrejetora. Primeiro vamos mostrar que a imagem de 7',
denotada por T'(H), é fechada. Suponha que (v;),en seja uma sequéncia em T'(H) que converge para
v € H. Logo existe uma sequéncia (u;);en tal que Tu; = v; e lim; oo Tu; = v. Como (Tu;)jen €
uma sequéncia de Cauchy, entao dado € > 0 existe N tal que se j,k > N, entdo ||[Tu; — Tui| < e. No
entanto, vimos que

luj — |l < [T (uj — ug)l-

Portanto, (u;);jen é uma sequéncia de Cauchy e, como H é de Hilbert, converge para um elemento
u € H. Como T é continua, concluimos que

v=lim Tu; =T lim u; = Tu.
Jj—oo Jj—oo

Logo T(H) é fechado. Vamos supor que T(H) seja diferente de H. Logo H = T(H)®T(H)* com
T(H)* # {0}. Seja u € T(H)* com u # 0. Logo

allull® < B(u,u) = (u, Tu) = 0,

em que usamos a coercividade na primeira desigualdade e o fato de que w é ortogonal a T'(H), em
particular a Tw, na ultima igualdade. Como uw # 0, temos um absurdo. Concluimos, assim, que
T(H) = H e T é sobrejetor.

Para cada ¢ € H* existe um v € H tal que p(u) = B(u,v) para todo u € H.

Seja ¢ € H*. Logo pelo Teorema de Riesz-Fischer, existe um tnico w € H tal que

o(u) = (u,w).
Assim, definindo v = T~'w, temos

o(u) = (u,w) = (u, TT 'w) = B(u, T~ w) = B(u,v).
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OBSERVACAO 95. O operador 7' : H — H ¢é continuo. Isto pode ser provado pelo Teorema da
aplicagao aberta (que nao vimos nas notas de aula) ou simplesmente observando que

o T |)? < B(TYu, T ) = (T 'u, TT ) = (T u,u) < |7 ul||jul.
Logo [|T ul| < Zfull-

OBSERVAGAO 96. Suponha que B : H x H — R seja uma forma bilinear simétrica continua
e coerciva. Entao é claro que B é um produto interno e (H, B) é um espago de Hilbert. Assim, a
existéncia de v € H tal que a Equagéo (2.8.1) é valida para todo u € H pode demonstrada diretamente
do Teorema de Riesz-Fisher.

PROPOSIGAO 97. Seja (E,(.,.)) um espago vetorial com produto interno, a : E x E — R uma
forma bilinear simétrica continua e coerciva e ¢ € E*. Consideremos a fun¢io J : E — R dada por
1
T(u) = Safu ) — p(u).
Logo as sequintes afirmagoes sdo equivalentes:
1) Existe um unico vetor v € E tal que a(u,v) = p(u) para todo u € E.
2) Existe v € E tal que J(v) < J(u) para todo u € E, u # v.
Neste caso, os vetores v de 1) e 2) coincidem.

Observe que para a proposicao acima, a simetria é essencial. Além disso, o vetor v que satisfaz
2) tem que ser Unico. Se existisse vetores distintos v; e vy € E com essas propriedades, teriamos
J(v1) < J(v2) e J(v2) < J(v1). Como isto ndo pode ocorrer, os vetores vy € vz s30 iguais.

DEMONSTRACAO. Inicialmente, observamos que se v,w € H, entao

1
J(erw):ia(v+w,v+w)f<p(v+w)

1 1 1 1
= 5a(v,v) + ia(v,w) + ia(w,v) + §a(w’ w) — p(v) — p(w)

= %a(v,v) +a(w,v) + %a(w,w) —p(v) — p(w).

Assim,

T) = I(o ) = 2a(0,0) — $(0) — 3a(0,0) — ow,v) — Sa(w,w) +$(0) + (W)

= —a(w,v) — %a(w,w) + gp(w)

1) = 2)
Seja v € H tal que a(u,v) = ¢(u), Vu € H. Logo, como a(w,v) = ¢(w), concluimos que

Jw)—Jw+w) =—a(w,v) — %a(w,w) + p(w) = —%a(w, w) < 0,

em que usamos a existéncia de uma constante tal que que a(u,u) > C|lul|? para todo u € E na tltima
desigualdade.
Concluimos que J(v) < J(v + w) para todo w € F\{0}. Assim, dado u # v, temos

JW) < J(v+ (u—v)) = J(u).

2) = 1)
Seja v € F tal que J(v) < J(u) para todo u € E, u # v. Logo as mesmas contas anteriores para
w # 0 nos dizem que

—a(w,v) — %a(w,w) + o(w) = J(w) — J(v+w) <0.

Assim, seja w = tu, em que t € R e u # 0. Vamos definir a funcdo f: R — R por
2

ft) = —a(tu,v) — %a(tu,tu) + p(tu) = —ta(u,v) — %a(u,u) + to(u).
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Logo f(0) =0e f(t) < 0 para t # 0. Portanto, ¢t € um ponto de méximo da fungdo f. Como f &
uma funcao de classe C', na verdade é C™, pois é um polinémio, concluimos que 0 é um ponto critico,
ou seja, f/(0) = 0. Logo

0= f'(0) = —a(u,v) + ¢(w).

Portanto, a(u,v) = ¢(u) para todo u € E (note que para v = 0 a igualdade ¢ trivial). Para a
unicidade, basta observar que se existir v; e vy tais que a(u,v1) = @(u) e a(u,v2) = p(u) para todo
u € E, terfamos a(u,v; — vy) = 0 para todo u € E. Em particular, para u = v; — vq, terfamos, pela
coercividade de a, que

0 = a(vy — vo,v1 —v3) > Cllvy — val|?.
Logo v1 = vs. O



CAPITULO 3

Espacos de Sobolev e problemas de contorno em dimensao um

3.1. Espacos de Sobolev em uma dimensao H*(I), I = (a,b)

Iniciaremos o estudo dos espacos de Sobolev introduzindo o espaco mais simples: o espaco H'!
em um intervalo limitado. Nossa apresentagao ¢ fortemente baseada no livro de Arendt e Urban (ver
referéncias).

Para comecar nosso estudo sobre espagos de Sobolev, consideremos inicialmente as fungoes de
classe C'L.

Lembramos que uma fun¢ao f : [a,b] — R é uma fungao de classe C* se f for continua, derivavel
em todo ponto de [a,b] e a derivada [’ : [a,b] — R for continua. O conjunto de todas as fungoes de
classe C! em [a,b] serd denotado por C'([a,b]). Da mesma forma, definimos C'(]a, b[) substituindo
[a, b] por ]a, b] na defini¢ao.

Pelo teorema fundamental do calculo, vemos facilmente que se = € [a, b], entdo

+ /m 1 (t)dt

Além disso, se ¢ € C*([a,b]) for uma que se anula em [a,a + ] U [b — ¢, b] para algum € > 0, entao

/ F (et = FB)p(b) — f(a)p(a) - / £ (1) / £(0)

pois p(a) = ¢(b) =

Usando as propriedades acima podemos achar novas caracterizagoes de C*([a,b]), como veremos
a seguir. Para tanto, lembramos que se k € Ny U {oco}, entéo f :]a,b[— R pertence a classe de fungoes
C* com suporte compacto, denotada por C¥(]a, b)), se f € C*(Ja,b[) e se existir ¢ > 0 tal que ¢(x) =0
para todo x €]a,a +¢] U [b—¢,b[.

EXEMPLO 98. Sejaa <bee>0tal que a <a+e <b—e <b. Definamos ¢ :]a,b[— R como

0, x € |a,a+ €]
p)=¢ (r—a—e)?x—-b+e)} z€la+eb—e¢]
0) x € [b — &, b]
Logo ¢ € Cl(]a b[). Note que a fungéo x — ¥ (x) /f (x)dx também pertence a C°(]a, b[)
e é tal que f x)dx = 1. Usaremos essa fungdo mais a frente

Se ¢ € Cf(}a,b[), entdo podemos definir @ : [a,b] — R por ¢(a) = ¢(b) = 0 e @(z) = ()
para = €]a,b. E facil verificar que ¢ € C*([a,b]) e que existe ¢ > 0 tal que ¢(x) = 0 para todo
x € [a,a+ €] U[b—¢,b]. Por outro lado, se ¢ € C*([a,b]) e se existir € > 0 tal que @¢(x) = 0 para todo
z € [a,a+ el U[b—e,b], entdo ¢ = @|jap € CF(Ja,b]). Assim, faremos a identificagio entre ¢ e @ e
escreveremos ¢(a) = ¢(b) = 0, mesmo que, estritamente falando, a fungdo ¢ nao esteja definida nem
a, nem em b.

PROPOSIGAO 99. Seja f :[a,b] = R. Entdo as sequintes propriedades sao equivalentes:

i) f € C'([a,]).

ii) Existe c € R e g € C([a,b]) tal que f(z) = c+ [ g(t)dt.

iii) f € C([a,b]) e existe g € C([a,b]) tal que f; f@)' (t)dt = —f g(t)e(t)dt, para todo ¢ €
C:(la,b)).

60
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Neste caso, ¢ = f(a) e g = f'.

A demonstracdo de que i) = ii), segue do Teorema fundamental do célculo. Uma simples
derivagdo mostra i) implica 7). A demonstracao de que 4) implica ii7) segue da integragdo por partes.
Por fim, o fato de que 4i7) implica ) podera ser demonstrado com os resultados que serdo demonstrados
nessa se¢ao. Deixaremos a cargo do leitor a demonstracdo deste fato (recomenda-se que se faga apds
a leitura da segdo).

Para usar os espacos de Hilbert L?(a,b), vamos definir as fun¢oes no espaco H'(a,b). Esta classe
de funcoes é analoga a classe de fungdes C! no seguinte sentido: f € H! se, e somente se, f e f
pertencem a L?(a,b).

No entanto, para que a teoria funcione e possa ser estendida facilmente para dimenoes maiores,
estenderemos inicialmente a nocao de derivada e definiremos fracas. A derivada que conhecemos nos
cursos de calculo e de analise real serd chamada de derivada cldssica.

DEFINIGAO 100. Seja f € L?(a,b). Dizemos que f tem derivada fraca em L?(a,b) se existir uma
funcio g € L?(a,b) tal que f; ft)¢' (t)dt = — fabg(t)ap(t)dt, para todo ¢ € C(]a, b]).

Note que a derivada fraca ¢ tinica, pois se g e h € L?(a,b) forem derivadas fracas de f, entdo

b b
<g—mwr:/<mw—h@»ﬂ&ﬁ=/&—ﬂ@+f@ﬂﬂww=m

para todo ¢ € C}(]a,b[). Como CL(Ja,b[) é denso em L?(a,b), concluimos que g = h.

Pela definigdo de derivada fraca e pela Proposigao 99, fica claro que se se f € C'([a,b]), entao a
derivada de f também é a (tinica) derivada fraca de f, ji que tanto f como f’ pertencem a L*(a,b),
por serem continuas.

Assim, como nao ha grande risco de confusoes, vamos denotar a derivada fraca de uma fungao em
L?(a,b), quando ela existir, por f’. Vamos agora provar que a derivagao fraca é linear.

PROPOSIGAO 101. Sejam f e g € L?(a,b) fungdes que possuem derivadas fracas em L*(a,b), entdo
af+Bg também tem derivada fraca em L*(a,b) para todo o e 3 € R. Esta derivada € igual a af’ + B¢’

DEMONSTRACAO. Basta observar que
b b b
[ @+ sg@)e it =a [ a5 [ g0 o

b b b
=—a/fwmww—ﬂ/gwwwﬁz—/«wwwwywwwm
O

Pela proposicao acima, o conjunto de todas as fungoes em L?(a,b) que possuem derivadas fracas
em L2(a,b) é um espaco vetorial. Nele, podemos definir o seguinte produto interno

b b
(3.1.1) mmmmz/fwww+/fwﬂwt
Assim, temos

DEFINIGAO 102. O espaco de Sobolev de ordem 1 em (a,b), denotado por H'(a,b), é o espago
vetorial de todas as fungoes f € L?(a,b) que possuem derivadas fracas em L?(a,b) munido do produto
interno (3.1.1).

EXEMPLO 103. Seja f :]—1,1[— R dada como f(z) = |z|. Logo f € H'(—1,1), mas nio pertence
a C(—1,1). A derivada fraca de f € H*(—1,1) é igual a funcio sinal, definida por

1, >0,
S]gn(gj) = 0, xTr = 0,
-1, z<0.
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Para prové-lo, note que as funcdes f e f’ definidas acima sdo de classe L?(—1, 1), por serem limitadas.
Assim, basta mostrar que a derivada fraca de f ¢ igual a f’. Para tanto, seja ¢ € C1(] —1,1[). Assim,

/_11 f(x)¢' (z)de = — /O x¢' (x)dx + /01 z¢' (2)da

-1

- (wet@its - [ Olso@c)dx) + (zet@lh - [ 1 ola)ds
~(~on- [ 01 etarde) + (o0 - [ 1 la)ds

/O p(z)dz — /01 p(z)dr = —/1 sign(z)p(x)da.

-1 —1

Como sempre ocorre quando lidamos com funcdes L2, o valor em um ponto nio muda a funcio
(ou mais precisamente, a classe de equivaléncia em que a fungéo se encontra). Assim, o valor de f’ no
ponto 0 é indiferente para o argumento acima.

O espaco H'(a,b) tem propriedades anilogas ao espago C. De fato, temos

TEOREMA 104. Seja f :]a,b[— R. Assim, as sequintes propriedades sao equivalentes:
i) f € H'(a,b), ou seja, f € L*(a,b) e eviste g € L?(a,b) tal que

b b
/ F)! ()t = - / o(t)e(t)dt,

para todo ¢ € C}(Ja,b]).
ii) Existe c €R e g € L*(a,b) tal que f(z) =c+ [ g(t)dt.

Observe que se g € L?(a,b), entdao

| / “g(t)ar < / gt < / oot < V / b |g<t>|2dt\/ / 2t = (b - a))2 / ’lg(e)l2ds.

Logo fcf g(t)dt é limitado e, em particular, uma funciao em L?(a,b).

O Teorema (104) é anéalogo a Proposigdo (99). Apenas trocamos o papel das fung¢des continuas
pelas fungdes L?. Para o espago H', no entanto, ignoramos a nocido de derivada classica (a que
aprendemos em cursos de andlise). Uma caracterizagao usando derivadas classicas sem demonstragao
é deixada no apéndice da segao para aqueles mais familiarizados com a teoria de medida e integragao
de Lebesgue.

Para a demonstracao do teorema, precisamos de um lema, que é interessante por si s6. Lembramos
que se f :]a,b[— R for derivavel em todos os pontos e f’(x) = 0 para todo = €]a, b[, entdo a fungéo f
é igual a uma constante. Vamos mostrar que o mesmo é valido quando consideramos derivadas fracas.

LEMA 105. Seja f € L?(a,b) uma fun¢do que possui derivada fraca em L*(a,b) e f' = 0. Entdo
f € igual a uma constante.

DEMONSTRAGAO. Vamos comegar escolhendo ¢ € Cl(Ja,b[) tal que f;w(x)d:r = 1. Para ¢ €
CL(]a, b[), vamos definir a funcio

T b
o) = [ <¢<t>¢<t> / so(S)d5> dt.

Como ¢ e 9 pertencem a C}(]a,b[), sabemos que existe € > 0 tal que a < a+¢ < b—¢e < b tal
que @ e v se anulam em |a,a + €[ e em [b — ¢, b[. Desta maneira, se < a + ¢, entdo

B(x) = / ' <<P(t) () / w(S)d8> dt =0,
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pois ¢(t) = 9 (t) = 0 para todo t €]a,x] Cla,a + ¢]. Por outro lado, se x > b — ¢, entao

/ I (so(t) —u) | b sD(S)dS> at= [ b (@(t) —u) [ b s@(S)d8> a- [ b <so<t> —u) [ b so(s)ds> it
S b (cp(t) —u) | b so(s)ds) at= [ " oty - / " ) / " ols)ds = 0.

Em (1), usamos que ¢(t) = 9(t) = 0 para todo t € [z,b[C [b — ¢, b].
O argumento acima nos mostra que ® € C!(Ja,b[). Além disso, vemos facilmente que

b
¥(0) = ple) — vla) [ os)ds.

Agora, pela definicdo de derivada fraca, temos

b b b b
0= / (0)f(t)dt = — / (1) f(t)dt = — / (so(t)—w(t) / so(s)ds> F(t)t

b b b
- / F()p(t)dt + / ( / w<t>f<t>dt> o(s)ds

Desta maneira, vemos que

b b [ b
([ ws)stsas - 1.0 = [ ( [ e r(s)as - f(t)> plt)it =0
para todo ¢ € C}(]a,b[). Como Cl(]Ja,b) ¢ denso em L?(a,b), concluimos que

b
£ = [ v f(s)ds
e portanto, f é igual a uma constante. 0

Agora estamos em condi¢ao de provar o teorema.

DEMONSTRAGAO. i) = 1)
Seja f(z) =c+ [ g(s)ds. Logo

/abf(t)@’(t)dt = /ab <c+ /atg(s)ds) o' (t)dt = c/ab o (t)dt + /ab (/atg(s)ds) o' (t)dt
-/ b ( / bw’(t)dt> ois = [ " (o) — o(s)) g(s)ds = / " o()g(s)ds.

Assim, f € L?(a,b) tem derivada fraca em L% e f' = g.
i) = ii) Seja f € H'(a,b) e f’ sua derivada fraca. Vamos definir g :]a, b[— R como

o) = [ 1')is.
A fungao g é limitada e, portanto, estd em L?(a,b). Além disso, sua derivada fraca é f’, pelo

argumento de i) = 1i). Assim, g € H'(a,b) e (g — f) = 0. Pelo Lema 105, concluimos que g — f é
uma constante. Seja ¢ € R tal que ¢ = f — g. Concluimos que

f@)=c+g(z)=c+ /x f(s)ds.

Isto encerra a demonstragao. O
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COROLARIO 106. Seja f € Hl(alb), entao existem os limites lim, .+ f(z) e lim, ;- f(z) € a
fungao f : [a,b] — R definida como f(a) = lim,_,o+ f(x), f(b) = lim,_p~ f(x) € fllap) = f € uma
fungao continua.

DEMONSTRAGAO. A demonstragdo é uma consequéncia direta do fato de que, para = €]a, b, a
funcdo f é dada por

(3.1.2) flz)=c+ /xg(t)dt,

em que g € L%(a,b) e ¢ € R. Em particular, lim,_,,+ f(x) = ¢, lim,_,;,~ f(z) = c—i—fabg(t)dt e a funcao
f: [a,b] = R também é dada pela expressao (3.1.2), inclusive nos ponto x = a e = b.

Para quem conhece um pouco de teoria da medida e integragao de Lesbegue, é possivel mostrar
que f é continua usando o teorema da convergéncia dominada. Vejamos os detalhes abaixo (fiquem &
vontade de pular o resto da demonstragao, caso ndo se sintam a vontade com a teoria de interagao).

Para cada subconjunto I C [a,b], definimos x7 : [a,b] — R como a fungdo tal que xr(z) = 0, se
xé¢l exr(x)=1sexel.

Assim,

b

f@) = e+ [ g =+ [ uu®oa

Se zg € [CL7 b]a entao hml‘%mo X[0,z] (t)g(t) = X[O,ro](t)g(t) para todo ¢ 7& xg. Como |X[a,m] (t)g(t)| <
lg(t)| e g é integravel, ja que é uma fungao em L?(a, b), entdo podemos aplicar o teorema da convergéncia
dominada e concluir que

b To

b
lim f(z) = c+ Tim [ xau(Og(t)dt = c+ / Niaseo) (Dg(0)dt = ¢ + / g(t)dt = f(o).

r—To r—rxo a

0

OBSERVAGAO 107. Novamente para quem estiver familiarizado com a teoria de medida e integracéo,
o enunciado mais preciso do corolario acima seria dizer que dado f € H'(a,b), existe uma tinica funcao
f € C([a,b]) tal que f = f para quase todo ponto em Ja,b[. Sempre que dissermos que uma funcio f
pertencente a um espago de Sobolev (o espago definido anteriormente ou os que iremos definir adiante)
é continua ou de classe C*, estaremos dizendo que existe uma funcio continua ou de classe C* que
coincide com a funcao f em quase todo ponto.

O corolario acima nos permite identificar naturalmente uma funcio em H!'(a,b) a uma tnica
fungao em C(]a, b]).

COROLARIO 108. Seja f € H'(a,b). Logo f € de classe C'([a,b]) se, e somente se, sua derivada
fraca for continua. Neste caso, a derivada fraca coincide com a derivada cldssica.

DEMONSTRAGAO. Se f é de classe C!, entdo pela Proposicdao 99, vemos que

(3.13) @) = S0+ | " (y)dy,

em que f’ é a derivada classica.

Logo pelo Teorema 104, a fungdo f pertence a H'(a,b) e sua derivada fraca é igual a derivada
classica. Portanto, sua derivada fraca é continua.

Se por outro lado, f tiver uma derivada fraca continua, entao pelo Teorema 104, sabemos que f
satisfaz igualdade (3.1.3), em que f’ ¢ a derivada fraca. Portanto, f ¢ de classe C! pela Proposi¢ao 99
e a derivada cléssica coincide com a derivada fraca. O

Por fim, mostraremos uma tultima consequéncia do Teorema (104) que nos serda muito util: a
integracao por partes.
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PROPOSIGAO 109. Seja f,g € H'(a,b). Logo
i. fyg € Hl(a b) e (fg) = fg+fg- )
ii. [ f(@)g(x)dz = F(b)g(b) — f(a)g(a) — [, f(x)g'(x)d

DEMONSTRAQAO Vamos comecar provando ii. Vemos que

/ fl(z dx—/bf’(x) (g(a)+/:g’(y)dy> dx
/ [z dw+/b ([f’(fc)g’(y)dy> dx
b b
= g(a)f(b) — g(a)f(a) + / ( / f’(w)dw> ¢ (y)dy
— gla)f(b) - / F(b)g/ (y)dy — / e

= 9(a)f(b) —g(a)f(a) + f(b)g(b) — f(b)g(a) */ fFW)d (y)dy

b
— F(B)g(b) — F(a)g(a) - / F(2)g/ (2)dz

Usando o mesmo argumento acima, podemos verificar que
| 7gta= st - f@gte) - [ srg 0

f(@)g(z) = f(a)g(a) + /Z (f'(t)g(t) + f(t)g'(t)) dt
Pelo Teorema 104, concluimos que fg € H'(a,b) e que (fg) = f'g + fg'.

Logo

TEOREMA 110. O espago H'(a,b) é um espaco de Hilbert.

65

DEMONSTRAGAO. Seja (f;)jen uma sequéncia de Cauchy em H'(a,b). Logo dado £ > 0, existe

N € N tal que se 7,5 > N, entao

1fi = FillZ2qamy + 157 = Fil 20 < Lfi = Fillfnan <€

Assim, concluimos que (f;)jen € (f])jen sdo sequéncias de Cauchy em L?(a,b). Como L?(a,b)

é um espago completo, existem fungdes f,g € L?(a,b) tais que lim;j oo fj = f € limj_y0o f

L?(a,b).

Pela definigao de derivada fraca, sabemos que para todo ¢ € C}(]a, b[), temos

/a @) @)z = - / ' Fl@)p()de

ou seja, (f5,%")r2(ab) = —(f}¢)L2(ap)- Tomando o limite, vemos que
(f, ") L2(ap) = jlgr&(fj» ¢ )r2(ap) = — Jim 0 (ff,0)e2(a) = —(9:%
ou seja,

/ ' fla)! () = - / " g@)ola)de,

o que implica que f € H'(a,b) e f' = g. Por fim, note que

hm ||f fJHHl a,b) = hm \/Hf fJHLZ(a b) + Hf/ - fjl‘||L2(a,b) =0,

ou seja, a sequéncia (f;);jen converge para f em H'(a,b).

=g em
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PROPOSIGAO 111. Eziste uma constante C' > 0 tal que || f| po(ap) < Cllfllm1(a,5) para toda funcio
f € HY(a,b).

DEMONSTRAGAO. Suponha que nado exista tal constante. Logo para todo n € N, existe fn €
H'(a,b) ndo nula que satisfaz
I frll oo (ap) > 2l full 1 (a,p)-
Vamos definir f,, € H'(a,b) por f, = fn/||fn||H1(a’b). Assim, || fullaap) =1 € [[fallze(ap) > 7
Sabemos que se x €]a, b, entao

(3.1.4) Ful@) = o) + | "1 )dy.

Observando que

x b b
(3.1.5) / f;(y)dy‘< / L)y < (b—a)V/2 / )2y < (0— )2 full s (o) = (b—0)'/2,

vemos que (3.1.4) e (3.1.5) implicam que

(3.1.6) [fn(@)] = [fn(2)] = |/: Fa@)dyl > |fu(@)] = (0 —a)'/2.
Tomando o supremo em [a,b] em (3.1.6), concluimos que
@) = [1fall o (ap) = (b — )2,
Logo lim, o | fn(a)] = 0. As equagdes (3.1.4) e (3.1.5) também nos dizem que
|[fu(@)] = fal@)] = (b —a)'/2.

Assim,

b b

1falErr ) = 1fnlZ2an) :/ | fo () P Z/ 1fa(@)] = (b—=a)!/?Pdz = (| fu(a)| = (b—a)"/?)*(b—a).
a a

Portanto, lim,, s ||fn‘|%{1(a,b) = 00, 0 que é uma constradi¢ao com || fn || g1 (a,p) = 1. O

COROLARIO 112. Seja mg € [a,b], entdo a fungdo Ly, : H*(a,b) — R dada por L., (f) = f(zo0) €
um funcional linear continuo.

Lembramos que f € H'(a,b) é igual (para quase todo ponto) a uma tnica fun¢io em C([a,b]).
Logo o funcional linear acima esta bem definido.

DEMONSTRACAO. A linearidade é de simples verificagao e fica a cargo do leitor. Para a continui-
dade, basta observar que

Loy (N = 1f (o)l < [IfllLe @by < ClfEan)
em que C > 0 é a constante da Proposigao 111. O

Para a resolucao de problemas com condigoes de Dirichlet, é interessante definir um subespago
adequado de H'(a,b).

DEFINIGAO 113. Definimos o espago Hg(a,b) como o espaco das fungoes f € H'(a,b) tais que
f(a) = f(b) =0.

Para mostrar que H}(a,b) é um espaco de Hilbert, comegaremos com um lema simples.

LEMA 114. Seja H um espaco de Hilbert. Se Fy e Fy sao dois subespacos fechados de H, entao
Fy N Fy também é um subespago fechado de H.
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DEMONSTRAGAO. Observamos que se u e v pertencem a FiNE; e a, 5 € R, entdo au+ Sv também
pertencera tanto a F} como a F5, jA que ambos sao subespagos. Logo F} N Fy é um subespaco.

Para mostrar que Fy N F; é fechado, consideremos uma sequéncia (f;);jen em Fy N F5 que converge
para f € H. Como a sequéncia estd em F; e F; é fechado, concluimos que o limite também pertence
a Fi. O mesmo pode ser dito de Fy. Assim, f € Fy N Fy e concluimos que F; N Fy é um conjunto
fechado. O

PROPOSIGAO 115. O espaco H}(a,b) é um espago de Hilbert e estd contido no espago de todas as
fungoes f € C([a,b]) tais que f(a) = f(b) =0.

DEMONSTRAGAO. As fungdes em H{ (a,b) podem ser identificadas com fungdes continuas em |[a, b]
pelo Corolario 106. Que essas fungoes se anulam em a e em b, segue diretamente da definicao de
Hl(a,b).

Para mostrar que H}(a,b) é um espago de Hilbert, basta mostrar que ¢ um subespago fechado de
H'(a,b), pela Proposicao 53.

Sejam Lg, Ly : H'(a,b) — R as fungdes em H'(a,b) definidas por L,(f) = f(a) e Ly(f) = f(b).
Essas fungoes sao funcionais lineares continuos pelo Corolario 112. Agora observamos que Hg(a,b) =
N(L,) N N(Lyp), em que, como sempre, N indica o niicleo dos operadores. Logo H}(a,b) é igual a
interesecao de dois subespagos fechados. Logo também é um subespaco fechado. 0

PROPOSIGAO 116. (Desigualdade de Poincaré) Se u € H}(a,b), entdo

el oy < “k‘” e

DEMONSTRAGAO. Se u € H{(a,b), entdo u(z) = [ u/(y)dy e u' € L*(a,b). Assim,

a

@) =1 [ "W )dyP < (@ a) / "l (9) 2.

/ () P < / b ((m ~o) [ ' |u’<y>|2dy) dx
b

b
1
< [@-ade [ W) Pdy= 50~ @2 e

Portanto,

O

COROLARIO 117. Dados a e b € R, existe uma constante C > 0 (que depende de a e b) tal que
[ull a0y < Cllu] 2 (a.0)
para todo u € H}(a,b).

DEMONSTRAGAO. Basta observar que

”qu _ ” 2 112 < (1 (bia)Q 1112
1 (ap) = Nullzz@e 1720 < {1+ 5 1w 72 a,p)-
O

DEFINIGAO 118. O espago de Sobolev de ordem zero é definido como sendo L?(a,b). Para m € N,
o espaco de Sobolev de ordem m ¢é o espaco de todas as fungoes f € H'(a,b) que possuem uma derivada
fraca pertence a H™ 1(a,b). Se f € H™(a,b), m € N, definimos fO = f Sem >1, ek <m,entdo
definimos f*) como sendo a derivada fraca de f*~1. Em particular, f() = f’. A funcio f*) sera
chamada de derivada fraca de ordem k € Ny.
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Lembramos que o espago C™([a, b]) ¢ definido da mesma maneira.
Uma fungdo em H™(a,b) tera derivadas fracas de ordem k € {0,1,2,...,m}. Assim, podemos
definir um produto interno em H™(a,b) da seguinte forma.

m

(f,9)mm(ap) = Z(f(j)vg(j))LZ(a,b)~

Jj=0

Repetindo a demonstragao do Teorema 110, podemos provar que o espago H™(a,b) munido com
o produto interno (-, ) gm(q,p) € um espago de Hilbert. Da mesma forma, podemos provar por indugao
que H™(a,b) € C™ *([a,b]) e que f € H™(a,b) pertence a C™([a,b]) se, e somente se, f(™) for uma
fungao continua.

3.2. Solucgao de problemas via método variacional

Vamos agora usar o que aprendemos anteriormente para resolver problemas de contorno em dimen-
s@o um. Ao invés de tentar descrever um procedimento geral, daremos diversos exemplos (retirados do
livro do Arendt e Urban). Note que a forma de resolu¢do se assemelha muito de um problema para
outro.

PROBLEMA. 1. (Laplace Dirichlet) Dado f € L?(a,b), mostre que existe uma tinica funcio u €
H?(a,b) que resolve o seguinte problema:

\u(z) —u”(z) = f(x), x €la,b]
u(a) = u(b) = 0. ’

(3.2.1)

em que A > 0 é uma constante dada.

(Para quem for familiar com a teoria de medida e integracdo, o mais correto seria dizer que
Au(z) — u’(x) = f(x) para quase todo = €]a,b[. A mesma observacao vale para os problemas que
veremos abaixo).

Solucdo: Vamos dividir a solugdo em 3 passos (o(a) leitor(a) pode dividir de outras formas, se
assim preferir).

Passo 1. Mostraremos que se u € solugio de (3.2.1), entdo u € solug¢io da formulagdo fraca do
problema, conforme serd definido a sequir.

Suponha que exista uma solugao u € H?(a,b) do problema acima. Multiplicando tudo por v €
H{(a,b) e integrando em ]a, b[, obtemos

/ F@)v(z)dz = A / bu(x)v(x)dxf / bu"(x)v(:v)da:

b

(3.2.2) W )\/ u(x)v(x )der/ o (z)v' (z)dz — o' (b)v(b) + v (a)v(a)

a a

—~

2) )\/abu(:v)v(x)dx + /: o (z)0 (z)dz.

Em (1) usamos a integragao por partes via Proposi¢iao 109. Em (2), usamos que v € H}(a,b) e
portanto, v(a) = v(b) = 0.

Diremos que uma fungao w € H}(a,b) é uma solu¢do fraca do problema (3.2.1) se para todo
v € Hi(a,b) temos a seguinte igualdade:

(3.2.3) A/ m+/ M—/f

Assim, concluimos que se H?(a,b) é solugao (3.2.1), entdo u é uma solucio fraca do problema
(3.2.1). Isto segue de (3.2.2) e do fato de que u € Hi(a,b), ji que H?(a,b) C H'(a,b) e u(a) = u(b) = 0.
Passo 2. Mostraremos que eziste uma tnica solugdo fraca do Problema (3.2.1).
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Definiremos a : H}(a,b) x H}(a,b) = R e F : Hi(a,b) — R por

a(u,v) = A / bu(z)v(:c)d:z:+ / bu'(:z:)v’(a:)d:z:, F(v) = / b F(2)v(z)dz.

Observamos que:

i. A fungdo F é linear e continua.

A linearidade é muito facil de verificar. J4 a continuidade segue da desigualdade de Cauchy-
Schwartz:

b
|[F(v)| = |/ f@)v(z)dz| = |(f,v)r2ap)| < [ fllz2@pyllvlzz@p < N fllz2@p 1l o)

ii. A fung@o a é bilinear, continua e coerciva.
Novamente a bilinearidade é facil de verificar. A continuidade segue da Proposi¢ao 92 e de

b b
la(u,v)| = )\/ u(x)v(m)daz—i—/ u' (2)v' (@) de| < |A[|(u,0) 20| + (0, 0") L2000 ]

< Ml 2@ 10l 20y + W' llz2 @ 10 22 @,y < (A IAD el g o) 101 28 )

Finalmente a coercividade segue de

1
au, u) = )\||“||%2(a,b) + ||U/||2L2(a,b) 2 HU/H%Q(a,b) 2 @H“H%{g(a,b)’

em que C > 0 é a constante do Corolario 117.
Pelo Teorema de Lax-Milgram, existe um tnico u € Hg(a,b) tal que

a(u,v) = F(v),

para todo v € Hg (a,b). Concluimos que existe uma tnica solugao fraca do Problema (3.2.1). Com isto
concluimos que se existir uma solu¢do v € H?(a,b) do Problema (3.2.1), entdo a solugao serd tnica,
j& que, como vimos no passo 1, ela também é uma solugao do fraca do problema.

Passo 3. Mostraremos que uma solugdo fraca do Problema (3.2.1) pertence a H*(a,b) e € de fato
uma solugao.

Vimos que se a solugio fraca u do problema pertence a Hg (a, b) e satisfaz (3.2.3). Como C}(]a, b[) C
H}(a,b), concluimos que para todo ¢ € CL(Ja,b[), temos

b b
[ @@= [ Outa) - fa)p(ds,

Como ' e M\u — f pertencem a L?(a,b), concluimos, pela propria defini¢io de derivada fraca, que
' € H'(a,b) e v’ = M — f. Assim, u € H?(a,b) é uma solucio do problema (3.2.1). Note que as
condigoes de contorno sdo automaticamente satisfeitas, pois u € H{ (a,b).

OBSERVAGAO 119. Pela Proposigao (97), a solugdo u anterior corresponde a fungdo u € Hg(a,b)
que minimiza o funcional J : Hj(a,b) — R dado por

b b b
1
J(U):)\i/ U(I)le’+§/ v/(:z:)zdzf/ f@)v(x)dx.
PROBLEMA. 2. (Laplace Neumann) Dado f € L?(a,b), mostre que existe uma tnica funcio
u € H?(a,b) que resolve o seguinte problema:
u(z) — u”(z)
u'(a) = u'(b)

f(z), z €la, b
0.

)

(3.2.4)

em que A > 0 é uma constante dada.
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Solugdo: Vamos novamente dividir a solugdo em 3 passos.

Passo 1. Mostraremos que se u € solugao de (3.2.4), entdo u € solu¢ao da formulacao fraca do
problema, conforme serd definido a sequir.

Suponha que exista uma solucio u € H?(a,b) do problema acima. Multiplicando tudo por v €
H'(a,b) (agora usaremos H' ao invés de H}) e integrando em ]a, b[, obtemos

/ f(x)v(x)dx = /ab u(z)v(z)dr — /ab o’ (x)v(x)dx

b
(3.2.5) W )\/ u(z)v(z )d;v—i—/ "(z)v(z)dz — o' (b)v(b) + u'(a)v(a)

@\ / 2)d + / () (@)

Em (1) usamos a integragao por partes via Proposigdo 109. Em (2), usamos que v'(a) = u/(b) = 0.
Diremos que uma fungao w € H'(a,b) é uma solugio fraca do problema (3.2.4) se para todo
v € H'(a,b) temos a seguinte igualdade:

(3.2.6) /\/ dx+/ dx—/ f(z

Assim, concluimos que se H?(a,b) é solucio (3.2.4), entdo u é uma solucdo fraca do problema
(3.2.4). Isto segue de (3.2.5) e do fato de que u € H'(a,b), ja que H*(a,b) C H'(a,b).

Passo 2. Mostraremos que existe uma inica solug¢io fraca do Problema (5.2.4).

Definiremos a : H'(a,b) x H'(a,b) -+ R e F : H'(a,b) — R por

a(u,v) = )\/ab uw(x)v(x)dx + /ab o (z) (z)dz, F(v)= /ab f(x)v(x)dz

Observamos que:
i. A fungado F' é linear e continua.

A linearidade é muito facil de verificar. Ja a continuidade segue da desigualdade de Cauchy-
Schwartz:

v)| = |/ f(@)v(z)dz| = [(f,v)L2(ap)] < [ fllz2@pllvlz2ap) < 1fll2@p 10 (00)-

ii. A fung@o a é bilinear, continua e coerciva.
Novamente a bilinearidade é facil de verificar. A continuidade segue da Proposi¢ao 92 e de

la(u,v)| =

)\/ab u(z)v(x)dr + /ab o (z)v (z)dx

< Al 22 @) 191 20y + 10 |22 @) 10 1 22 0y < (04 IAD Nl 22 () 101 222 0,0 -

< M v) 20wy |+ [ 0") L2 (a,p)

Finalmente a coercividade segue de
a(u, u) = >‘||u||%2(a,b) + ||ul||2L2(a,b) > min{1, )\}(||U||2L2(a,b) + ||U/H2L2(a,b)) = min{L)‘}Hulliﬂ(a,b)'
Pelo Teorema de Lax-Milgram, existe um tnico u € H'(a,b) tal que

a(u,v) = F(v),

para todo v € H'(a,b). Concluimos que existe uma tinica solugao fraca do Problema (3.2.4). Com isto
concluimos que se existir uma solugdo u € H?(a,b) do Problema (3.2.4), entdo a solugao serd tnica,
j& que, como vimos no passo 1, ela também é uma solugao do fraca do problema.

Passo 3. Mostraremos que uma solucdo fraca do Problema (3.2.4) pertence a H?(a,b) e € de fato
uma solugao.
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Vimos que se a solugio fraca u do problema pertence a H(a, b) e satisfaz (3.2.6). Como C}(]a, b[) C
H'(a,b), concluimos que para todo ¢ € C}(]a, b[), temos

b b
[ @@=~ [ Outa) - fa)p(ds,

Como ' e M\u — f pertencem a L?(a,b), concluimos, pela propria defini¢io de derivada fraca, que
u' € H(a,b) e v’ = Au — f. Em particular, u € H?(a,b).
Para verificar as condicdes de contorno, observe que para todo v € H'(a,b), temos

b b b
/ o (x)' (z)de = —/ Au(z) — f(x))v(z)dx w —/ ' (z)v(x)dz

b
@ / o ()0 ()da — o (b)o(b) + ' (a)v(a),
em que usamos em (1) que v’ = A — f e em (2) que v’ € H*(a,b) e, portanto, podemos integrar tudo
por partes pela Proposi¢ao 109. Concluimos que
u'(b)o(b) = u'(a)v(a),

para todo v € H'(a,b). Escolhendo v(z) =1 — (z —a)/(b — a), concluimos que v(a) = 1 e v(b) = 0.
Logo u/(a) = 0. Escolhendo v(x) =1+ (z —b)/(b — a), temos v(b) = 1 e v(a) = 0. Logo u'(b) = 0.
Assim, u satisfaz as condigbes de contorno do Problema (3.2.4).

OBSERVAGAO 120. Pela Proposigao (97), a solugdo u anterior corresponde & fungio u € H*'(a,b)
que minimiza o funcional J : H!(a,b) — R dado por

! / Cu(epdot L / (oo - / ’ f@peta)d.

Para o terceiro problema, precisaremos de um lema.

Jw)=A

LEMA 121. Sejam o, 3> 0 ee > 0. Logo aff < ea® + L 2.

DEMONSTRACAO. Basta observar que

Assim,

B B

2420 >208 <= af < +ea’
2e 4e

62
——2a,6+25a2 >0 <=
2¢e

O

PROBLEMA. 3. (Nao simétrico Dirichlet) Dado f € L?(a,b), mostre que existe uma tnica fungao
u € H%(a,b) que resolve o seguinte problema:

—(p(@) (2))" + q(@)u' () + r(x)u(x) = f(z), = €]a, b
(3.2.7) ,
u(a) = u(b) = 0.
em que p € C([a,b]), ¢,7 € C([a,b]) e existem constantes reais a e 3 tais que 0 < 8 < a, p(x) > a e
q(z)? < 48r(z) para todo z € [a, b].

Solugao:
Passo 1. Mostraremos que se u é solugao de (3.2.7), entdo u € solu¢ao da formulac¢ao fraca do
problema, conforme serd definido a sequir.
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Suponha que exista uma solucdo v € H?(a,b) do problema acima. Multiplicando tudo por v €
H{(a,b) e integrando em ]a, b[, obtemos
(3.2.8)
b

b b
f(m)v(m)dx:—/ (p(a:)u’(x))’v(x)dm—i—/ q(m)u’(m)v(m)dm—i—/ r(z)u(z)v(z)dx
(2/ p(a:)u’(x)v’(x)dm—i—/

b
q(x)u’(x)v(x)dx-l-/ r(z)u(z)v(z)dz — p(b)u’ (b)v(b) + pla)u’(a)v(a)
b b b
@/ p(a:)u’(x)v’(a:)da:+/ Q(m)u’(x)v(l‘)dﬂﬁ+/ r(z)u(z)o(z)dz.

a a

b

b

Em (1) usamos a integragio por partes via Proposi¢ao 109. Em (2), usamos que v € Hd (a,b).
Diremos que uma fungdo w € Hi(a,b) é uma solugdo fraca do problema (3.2.7) se para todo
v € Hi(a,b) temos a seguinte igualdade:

b b b b

(3.2.9) / p(z)w' (z)v'(z)dx +/ q(z)w' (z)v(x)dx +/ r(z)w(x)v(z)dr = / f(x)v(z)dx.
Assim, concluimos que se H?(a,b) é solucdo (3.2.7), entdo u é uma solucdo fraca do problema

(3.2.7). Isto segue de (3.2.8) e do fato de que u € Hi(a,b), ja que H?(a,b) C H'(a,b) e u(a) = u(b) = 0.
Passo 2. Mostraremos que existe uma unica solug¢io fraca do Problema (5.2.7).
Definiremos a : H}(a,b) x H}(a,b) - R e F : H}(a,b) — R por

b b b b
a(u,v) :/ p(a:)u’(:c)v’(x)dx—F/ q(z)u’(x)v(z)d:c+/ r(z)u(z)v(z)dr, F(v) :/ f(x)v(z)dz.
Observamos que:
i. A fungao F é linear e continua.
A linearidade é muito fécil de verificar. J& a continuidade segue da desigualdade de Cauchy-

Schwartz:

b
[F(v)] = I/ f@yv(@)de] = |(f,0)2@p)| < I fllz2@ [0l L2 @) < 1F 2 @b 10l @
a

ii. A funcéo a é bilinear, continua e coerciva.
Novamente a bilinearidade é fécil de verificar. A continuidade segue da Proposicao 92 e de

/abp(x)u'(x)v'(x)dx + /abq(:v)u’(x)v(x)dx + /abr(x)u(:v)v(x)dx

la(u, v)| =

= ||p||L°°(a,b)||U/||L2(a,b)HUIHLz(mb) + HQ||L°°(a,b)Hu/||L2(a,b)||U||L2(a,b) + ||7“||L°<>(a,b)||U||L2(a,b)||1f||L‘2(a,b)
< (||p||L°°(a,b) + gl o (ap) + ”THL"O(mb)) Nl &1 (0,0 101 £ (a,5)

Para provar coercividade, observamos inicialmente que, pelo Lema 121, temos
1
(3.2.10) lg(@)v' (z)u(z)| < Eq(x)%&(%)2 + B ().

Assim,

b b b
a(u,u)z/ p(a:)u'(x)u’(x)dm—&—/ q(x)u'(m)u(m)dac—I—/ r(x)u(z)u(r)dr

%) a/ab o' (x)u (x)dx — /ab %q(z)Qu(x)2 — /ab Bu' (x)*dx + /abr(x)u(x)zda:

b b 1 (2) (3) _
—(a-0) [ wepdes [ ()= fpa? ) ute? 2 @ Bl = g Mol

Em (1) usamos que p(z) > «, quu’ > —|quu’| e (3.2.10) . Em (2) usamos que 40r(x) > ﬁq(m)?
Em (3) usamos a constante C' > 0 do Corolario 117.
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Pelo Teorema de Lax-Milgram, existe um tnico u € Hj(a,b) tal que
a(u,v) = F(v),

para todo v € H{(a,b). Concluimos que existe uma tnica solugao fraca do Problema (3.2.7). Com isto
concluimos que se existir uma solugao u € H?(a,b) do Problema (3.2.7), entdo a solugdo serd tnica,
j& que, como vimos no passo 1, ela também é uma solugao do fraca do problema.

Passo 3. Mostraremos que uma solugéio fraca do Problema (3.2.7) pertence a H*(a,b) e € de fato
uma solugao.

Vimos que se a solugio fraca u do problema pertence a H (a, b) e satisfaz (3.2.9). Como C}(]a, b[) C
H{(a,b), concluimos que para todo ¢ € C}(]a, b[), temos

b b
/ p(a)u'(z)¢' (z)dx = —/ (g(x)u’(z) + r(z)u(z) - f(z)) p(z)dz.

Como p & limitada (pois é continua num compacto) e v’ € L?(a,b), entdo pu’ € L*(a,b). Da mesma
forma, qu’ +ru— f € L?(a,b). Pela propria defini¢do de derivada fraca, concluimos que pu’ € H'(a,b)
e (pu') = qu' + ru — f. Note que como 1% ¢ limitada, pois% < é, entdao u = %pu € H'(a,b).
Assim, u € H?(a,b) é uma solucio do problema (3.2.7). Note que as condi¢des de contorno sao
automaticamente satisfeitas, pois u € H}(a, b).

PROPOSIGAO 122. O subespaco H}(a,b) N H?(a,b) é fechado em H?(a,b) e o operador linear
A: H*(a,b) N Hi(a,b) — L*(a,b) definido como

Au=—(pu') +qu' +ru
€ continuo, bijetor e com inversa continua.
DEMONSTRAGAO. Seja Lo : H?(0,1) = R e L; : H?(0,1) — R dados por
Lou = u(a), Liu=u(b).
Observando que
|Lou| = |u(a)| < [Jull Lo (ap) < Crllullmr(ap) < Collullmz(ap),
concluimos que Ly é continuo. Com o mesmo argumento, podemos provar que L; é continuo. Desta
forma, como H{ (a,b) N H?(a,b) ¢ a intersec¢ao dos nticleos de Lo e L1 (que sdo subespagos fechados),
concluimos que H(a,b) N H?(a,b) também & um subespago fechado.

Agora vamos mostrar as propriedades de A.

A € continua.

Basta observar que
|Au|lp2(ap) = || — (pu') + qu + rul| 20 p) < || — p'u" — pu” + qu’ + rul|2(ap)

<Pz @i 1w |20y + Il @y 16" 22 (@) + Nallz @p 1422 a) + 7]l o oy el 22 a0y
< (1P| 2o (aby + Pl 2o (aby + lall oo (apy + 17l 2o (apy) 12l 22 a,0) -

A € injetora.

Se Au = 0, entdo vimos que existe uma tnica solu¢do do problema

—(p(2)u'(2))" + q(x)u'(z) + r(z)u(z) = 0, z €]a, b
u(a) = u(b) = 0.

Como a funcao 0 é uma solugao, concluimos que u = 0.

A ¢é sobrejetora.

Dado f € L?(a,b), vimos que existe uma tinica fun¢ao u € H?(a,b) que resolver

—(p(2)u'(2)) + q(2)u'(z) + r(z)u(z) = f(z), = €|a,b]
u(a) = u(b) = 0.
Logo u € H?(a,b) N H}(a,b) e Au= f.
A tem inversa continua.
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Primeiramente, observamos que
||“||§{g(a,b) < Ca(u,u) = CF(u) < Cllullz2an) | fllz2(ap) < CllullmzaslflL2(ap)-
Logo, [lullg1(ap) < CllfllL2(ap)-

Assim,

/
f
"l 22 ap) = H*PU l2(ap) = H—*U + Ly U—*||L2(ab)
p p p

1
<= > (a,b ul 2(a,b) Tl == (ab ul 2(a,b) T = llLoo(a,0) 18] L2 (a,b) T I =l Lo (a,b f 2(a,b
Hp”L (,)|| ||L(,) ”p”L (,)|| HL(,) ||p||L (,)|| ||L(,) ”pHL (,)|| ||L(,)

< Clflz2an)-
Portanto, |[ullg2(ap) < CllfllL2(ap)- -

3.3. Método dos elementos finitos

Nessa se¢ao, vamos mostrar como é possivel usar os resultados e os métodos vistos na se¢ao anterior
podem ser usados para obter estimativas de aproximagoes numéricas das equagoes estudadas.
Vamos restringir ao seguinte problema:

—(a(z)u'(2)) + c(z)u(x) = f(z), =z €]0,1],
u(0) = u(l) =0,
em que a € C1([0,1]), c € C([0,1]), a(x) > ag > 0 e c¢(x) > 0, para todo x € [0,1], e f € L(0,1).

Lembramos que pela se¢io passada que a solugao u € H?(0,1) N H}(0,1) do problema acima ¢
também uma solugao fraca, ou seja, satisfaz

a(u, 9) = (u,9), Vg € Hy(0,1),
em que a: H}(0,1) x H}(0,1) — R & definido como

(3.3.2) a(u,v) = /Q (a(z)u/(z)v'(z) + c(z)u(z)v(z)) d.

PROPOSIGAO 123. A forma bilinear a : H}(0,1) x H3(0,1) — R definida em (3.3.2) é um produto
interno.

(3.3.1)

DEMONSTRAGAO. A linearidade na primeira varidvel e a simetria sdo imediatas. Como a e ¢ sdo
nio negativas, entdo a(u,u) > 0 para todo u € H}(0,1). Por fim, se a(u,u) = 0, entdo devemos ter

/|u |dw<—/ dx<—/ )% + c(z)u(z)?) dz = a(u,u) = 0.

Pela desigualdade de Poincaré, concluimos que fQ x)%dx = 0. Portanto, u = 0. d
Iremos denotar a norma associada a forma a por ||.||,. Assim, para u € H'(a,b), temos
lulla = V/a(u, u).

Para aproximar o problema numericamente, vamos definir um subespaco finito S, C H{(a,b) e
achar uma aproximagao nesse espago.

Vamos fixar uma particao de [0, 1] dada por h = ﬁ e x; = jh, com j € {0,1, ..., M'}. Definiremos
K; = [xj_1,x;], para todo j € {1, ..., M'}. Nosso espago S, sera definido como

Sy = {v € C([0,1]); v(0) = v(1) = 0ewvé linear em cada intervalo K}.

Desta maneira, se v € Sy, entao o grafico de v em K é a reta que liga (z;_1,v(x;-1)) a (z;,v(x;)),
ou seja,

1
(3.3.3) v(z) = 3 (2 — 2)v(zj-1) + (& — gj-1)v(z;)), sez € K.
Vemos, assim que v é unicamente definido pelos pontos 1, ..., p/—1, lembrando que v(zg) =

v(0) =0=0v(1) = v(zm).
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Vamos agora definir uma base para o espago S},.
Seja B ={®1,...,®p—1}, em que ®; : I — R, para j € {1,..., M — 1} é definido como
ple—aim), @€ Kj=lwj1,aj]
(3.3.4) Oj(x) =9 3@ —=), € Kjp =[rj,141]
0, v ¢ K;jUKjp = [wj-1,241]
Assim, pela definigao de ®; e por (3.3.3), vemos facilmente que
M—1
Y
j=1
Concluimos desta maneira que ®; gera o espaco Sp. Agora, observe que pela Definicao (3.3.3)

vemos que @;(z;) = d;;. Assim, se
M-1

Z a;j®;(z) =

para todo x € I, entdo para x = z; e i € {1,...., M — 1}, entéo

M-1 M-1
Z ajéj(xi) =0 = Z ajéij =0 = a; =0.
j=1 j=1

Isto mostra que B é um conjunto linearmente independente. Concluimos que B é uma base de Sy,.
Quanto as derivadas dos elementos de S}, vamos definir as seguintes fungdes {®, ..., 9}, ,} da
seguinte forma

o @€ Kj= w1,
(335) (I’;(.’E) = *% x € Kj+1 = [I’j,d)j+1]
0, z¢&K;U Kj+1 = [zj-1,2511]
Note que uma simples integracdo nos mostra que ®;( fo P’ (s)ds. Assim, como @ € Lo(I),

concluimos que ®; € H{(I) para todo j € {1,..., M — 1} e <I>; éa derlvada fraca de ®; pelo Teorema,
(104). Resumindo nossos resultados, o que provamos até agora foi o seguinte resultado.

PROPOSIGAO 124. O espaco Sy, é um subespago de H}(I) de dimensdo M — 1. O conjunto B =
{®1,...,Pr} definido em (3.3.4) forma wma base de Sp, e suas derivadas fracas sao dadas por (3.3.5).

Para obter uma solugéo aproximada de (3.3.1), vamos inicialmente estudar o seguinte problema.
PROBLEMA 125. Ache uma fungdo uy, € Sy que satisfaca a(un, x) = (f, x) para todo x € Sp.

Nosso objetivo sera mostrar que uy, existe, é tinica e converge de alguma forma para a tnica solugao
u de (3.3.1) quando h — 0. Essa estratégia de substituir o espago Hg(I) por um espago de dimensao
finita S}, chama-se de método de Galerkin. Os intervalos K; e as fungoes de S}, restritas a K séo os
chamados elementos finitos.

Para demonstrar que uy, existe e é tinica, vamos comegar observando que, por linearidade, a(up, x) =
(f,x) para todo x € S, ocorre se, e somente se, a(up, ®;) = (f, ®,) para todo j € {1,..., M —1}. Se

up = Zf‘i{ a;®;, entao para todo j € {1,..., M — 1}, temos

M—
Z a;a(®;,®;) = (f, ®;).

i=1
Como a(®;, ®;) = a(®;, P;), como podemos facilmente ver em (3.3.2), concluimos que (a1, ..., apr—1)
deve ser solucao do sistema linear abaixo

a(‘b1,‘1>1) a(<I>1,<I>M_1) aq (f;(bl)

a(®pr—1,®1) ... a(@y1,Prro1) anp—1 (f,®ar-1)
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Para mostrar que o sistema acima tem solu¢ao tnica, basta mostrar que a matriz (a(®;, ®;)):; €
inversivel. Suponha que (ay, ...,ap—1) seja tal que

(3.3.6) Z a(®;, ®;) = 0.

i=1
Logo multiplicando por a; e somando os termos j, temos

M-1M-1 M-1
(3.3.7) a;aja(®;, ®;) =0 = a Z a; P;, Z a;®;) =0.

=1 1

i

<.
I

Pela Proposigao (123), concluimos que v = 0. Assim, (3.3.7) implica que Zf‘i;l a;®; = 0. Como
{®;:je{1,...,M —1}} & um conjunto linearmente independente, concluimos que a; = 0 para todo
j. Assim, o problema (3.3.6) tem como tnica solugao a solugdo nula. Portanto, a matriz (a(®;, ®;));
¢ inversivel e existe uma tunica solugao uy, do Problema (125).

Agora vamos mostrar em que sentido uj se aproxima de u quando h — 0. Para isto, vamos
comecar definindo I, : H}(I) — Sj, pela seguinte expressao

M-1
v(z;)®;
j=1

Para o proximo lema, usaremos que, pela desigualdade de Schwarz, para todo f € L?(a,b), vale

x2<<:|f( |dx) \// 12dm\// (@) da 2

- <b—a>/ (@) da.

PROPOSIGAO 126. Para cada j € {1, ..., M — 1}, existe uma constante C; > 0 tal que
[(Thv = v)[lL2(k,) < Rl L2k,
para todo v € H?(0,1).

DEMONSTRAGAO. Primeiramente, observamos que para cada « € K, a fungao Ipv é dada por

T —Tj-1

Inv(z) = v(@j-1) + ———(v(;) — v(zj-1)).

Logo

d

G n0(e) = 1 ufay) = vlaj)) = 0 oy

Como h~! [}, dy =1, concluimos que
J

(Ihv—v)’(x):h_l/K]v( dy—(h I/Kde)U
o s (o)
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) X, /Kj (/:U”(Z)d2>d
- /Kh</K / ”dzzdy> dw < h” / / jy - ] / "W () dedyda

([ ) (f e e (1, ) (] )
<h’ (/K U”(z)|2dz>.

Isto encerra a demonstragao. U

Assim,

Je

|(Inv — v)'(x)|*dx = h™2 /

COROLARIO 127. Ewiste uma constante C > 0 tal que para todo v € H?(I), temos
[(Znv = v)l220,1) < AV | 22(0,1)-

DEMONSTRACAO. Basta escrever a integral como soma de integrais em intervalos menores. Assim,

1 M-1
(e =) ey = [ e = o) @)Pde = 3 [ [0~ o) (@) Pda
0 j=0 VK
M-—1 1
<w Y [ WP =n [ ) Pde = R .
=0 /K, 0

O

PROPOSIGAO 128. Dado f € L?(0,1), sejam v € H?*(0,1) N H3(0,1) e up, € H}(0,1) as unicas
funcaes tais que

a(ugp) = (fa 90)7 Vo € H&(O, 1)7
a(ufHX) = (fa X)’ Vx € Sh.

X — tlla-

(3.3.8)

Logo |lu — uplla = minyesg,

DEMONSTRAGAO. Usando ¢ = x € S, e subtraindo as equagoes (3.3.8), vemos que
(3.3.9) a(u—up,x) =0, Vx €S
Assim,
lu = unll? = a(u = un, v —up) = alu — un,u— x + X — un)
=a(u — up,u —x) + alu —up, x — up)

6y 2
= a(u—up,u—x) < [Ju—uplallu— Xlla-

Em (1) usamos que x — up € Sy, e (3.3.9). Em (2) usamos a desigualdade de Cauchy-Schwartz.
Concluimos que

lu—unlla < llu—=Xla,
para todo x € Sj,. Portanto ||u — up |l = minyeg, ||u — x||a- O

Estamos finalmente em condigoes de provar as estimativas de erro para a nossa aproximagao.

LEMA 129. Eriste uma constante C > 0 tal que para todo u € Hi(0,1), temos

1
clllzz o) < Nulla < Cll'llz20,1)-
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DEMONSTRACAO. Basta observar que

1 1
1
11201, = / o (0)de < - [ a(e)d (2)de

Qg 0
1! 10,02 2 1 2
< — [ (a(@)u'(2)” + c(z)u(z)?) do < —|lullg
ao Jo @o
e que
1
Jully = | (ol (@) + elw)u(e)?) do
0
< lallznllu' 17201y + el ey lullF20,1) < Cllw [172(0,1)5
em que usamos a desigualdade de Poincaré, Proposicao 116, na ultima desigualdade. g

TEOREMA 130. Dado f € L*(0,1), sejamu € H?(0,1)NH(0,1) e up, € H}(0,1) as wnicas fungoes
tais que
a(u,gp) = (fv@)v Ve GH&(Oal)v
a(un,x) = (f,x), VX € Sh.
Logo existe C' > 0 independente de Sy, tal que
1 Jw" = g, || 20,1 < Chl[u”]|L2(0,1)-
2. |lu—un||r2(0,1) < Ch?||u”]| L2 (0,1)-

(3.3.10)

Concluimos, pelas desigualdades acima que uj, converge para u tanto em L?(0, 1) como em H'(0,1).
A convergéncia em L?(0,1) é mais rapida (de ordem O(h?)) do que a convergéncia das derivadas (de
ordem O(h)). Nao temos convergéncia em H?(0,1), ja que as fungdes u; sequer pertencem a este
espago.

DEMONSTRAGAO. 1. Segue de 129, vemos que

’ / O (2 . 3)
o~ o) 2 Cllu—unlle 2 € min fu—xla < Cllu— Tyl
h

(1) , ®
< Oll(u = Inu)'[| 20,1y < Chllu”||L2(0,1)-

Em que usamos o Lema 129 em (1), a Proposigao 128 em (2), o fato de que Iu € Sy, em (3), o Lema
129 em (4) e o Corolario 127 em (5).

2. Consideremos A : H?(0,1) N H}(0,1) — L2(0,1) o operador associado a forma a : H}(0,1) x
H}(0,1) — R definida em (3.3.2). Seja ¢ € H?(0,1) N H}(0,1) tal que Ap = u — up, em que
Au = —(av')’ + cu. Assim, ¢ também é solugao de

(3.3.11) a(¢, ) = (u—un,9), Vo€ Hg(0,1)
e, como A é uma bijegao continua com inversa continua, ¢ satisfaz
(3.3.12) 6l 20,1y = 1A A9l m2(0.1) < CllAd| 12(0,1) = Cllu — un|2(0,1)-

Desta forma, temos

1
= unl|72g0.1) = (u = un,u — un) & a(¢,u—up) = a(¢d — Ind + Ind,u — up)
2
=a(¢ — Ing,u —up) + a(Ind,u — up) E a(¢ — Ind,u — up)
(3)
< ¢ = Indllallu —unlla < Cll(¢ = Ind)[IL2(0,1) I(w = un)'l|L2(0,1

(4) (5)
< Ch?||9ll g2, llv” || L20,1) < CR? [l — unllp20,1) 1w || 22 (0,1)-

Em (1), colocamos ¢ = u — up em (3.3.11). Em (2), usamos que u — up, € Sp, a simetria de a e a
relagao (3.3.9). Em (3), usamos o Lema 129. Em (4), usamos Corolario 127 e o resultado do item 1.
Por fim, em (5), usamos (3.3.12). O



CAPITULO 4

Espacos de Sobolev e problemas de contorno em dimensao n > 2

Vamos agora generalizar os resultados do capitulo anterior para dimensoes maiores ou iguais a
dois. Para tanto, sera tutil fixar algumas notagoes.

Vamos comegar com a notacao de multi-indice. Um multi-indice é um elemento o = (o, ag, ..., ) €
Ng, em que Ng = {0,1,2,...}. Denotamos |a| = >7_, a;. Dado uma fungio f: Q — R definida sobre
um aberto @ C R" de classe C*, definimos para cada o € N3, |a| < k, a derivada 02 f por

ololf

= (0% «
Oz "...0xn"

95 f(x)

Por exemplo, se Q C R? e a = (1,2), entdo

& f

agf(xl,mg) = W xZ).
2

A notagao de multi-indice também ¢ util para definir polinomios. Dado a = (a1, ag, ..., ap) € Nf,
definimos

o a2 «,
¢ =atxy? .

Novamente, se o = (1,2), entdo #® = xq23.

Além da notagao de multi-indice, é importante definir algumas classes de fungoes. Seja 2 C R"
um aberto e m € Ny. Lembramos que f € C™(Q) se, e somente se, todas as derivadas 902f : Q@ — R
existem e sdo continuas para |a| < m.

Vamos usar nas se¢des seguintes a notacdo C™(Q) para denotar o subconjunto de C™(€2) das
fungoes f tais que, para todo |a] < m, a fungio 9% f admite uma tinica extensdo continua em 2, que
continuaremos denotando por 9, f : Q — R.

Desta maneira, dado f € C™(2), poderemos definir 92 f(x) para |a| < m ez € 9€: & simplesmente
o valor da extensdo continua de 9, f no ponto x € 9.

Para estudar resultados sobre as funcoes definidas no capitulo, serd importante usar as notacoes
de bolas para z € R" e r €]0, oo[ dadas por

B(z,r) :={y eR": |y —z| < r},
B(z,r) ={y e R": |y —z| <7},
OB(z,r) :={yeR": ly—z| =r}.

Também é importante definir a nocao de distancia entre dois conjuntos. Se A e B sao subconjuntos
de R™, entao definimos

d(A, B) = inf{|lz — y[[r~ : z € A,y € B}.
Note que d(A, B) = d(B, A). Da mesma forma, se x € R" e A C R”, entao definimos
d(z,A) = d({z}, A) = inf{||z — y||g~ : y € A}.

Lembramos dos cursos de analise em R™ que se A é fechado, B é compacto e AN B = (), entao
d(A, B) > 0. Em particular, se x € R™, A é fechado e x ¢ A, entdo d(z, A) > 0. Além disso, se A é
fechado de R™ e z € R", entao existe a € A tal que ||z — a|| = d(z, A).

79
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4.1. Teoremas de aproximagao em L?(2)

Vamos comegar com alguns resultados preparatorios. Dado um aberto 2 C R™, o objetivo desta
secdo serd provar que as fungoes C°(£2) sdo densas em L?(f2) (admitiremos, no entanto, que C.(Q2) é
denso em L?())). As técnicas usadas aqui serdo também utilizadas para o estudo de aproximacio de
fungoes em espacos de Sobolev definidos em abertos de R", como veremos mais adiante.

Usaremos alguns resultados de medida e integracao. O leitor ndo precisa se preocupar em buscar
as demonstracoes desses fatos. Neste curso, apenas aceitaremos os resultados e aplicaremos.

4.1.1. Aproximagdo da identidade (mollifiers) e aplicagbes. Comegaremos com um lema
de célculo.

LEMA 131. Para todo j € Ny, existe um polinomio P; : R — R tal que %e‘l/t = Pj(1)e 1/,
para todo t > 0.

DEMONSTRAGAO. Para j = 0, basta tomar Py(t) = 1.
Vamos agora provar por indugdao. Suponha que o resultado seja valido para um certo j. Logo

o d 1 1, 1. 1 1
1/t _ , A B A W s W AL R P YL
FTEE —%(Pj(g)e )—< tQPj<t)+t2PJ(t)>e .
Definindo Pjy1(x) = —2*Pj(x) + 2> Pj(x), concluimos a demonstragao. O

LeEMA 132. A fungio f: R — R definida como

1

e t, t>0
t:
-4

€ uma funcao C'°.

DEMONSTRAGAO. Como a fungéo exponencial e a fungéo t €]0, co[— 1/t €]0, 0o[ sao C'°, entdo a
fungéo f & C* em ]0,00[ e em | — 00, 0[. Assim, basta mostrar que a fungdo f tem derivadas em 0 de
qualquer ordem. ‘

Mostraremos por inducao que %(O) = 0 para todo j € Nyp. Sabemos que isto é verdade para
j=0.

dif

Suponha que %% (0) = 0 para algum j € Ny. Entao
&I+ LL(h)y—0
—_ f(O)_ = lim @& +7 (h) =0,
dtit+! h—0— h
pois %(h) =0, se h < 0. Por outro lado,
At 2I(h) -0 Pi(Y)e % -0
: f(O)* = lim (=0 lim i(a)e
dtitl h—0+ h h—0+ h
1 1
= hli)rng EPj(E)e_% = xh_)r{)lo xP;(x)e™® =0.
Concluimos que %(0) = 0. Isto encerra a demonstragao. 0
COROLARIO 133. Seja p: R™ — R a func¢do definida como
1 -1
e TR o <1
plx) =4 ¢ ;
0, lzl=0

em que
1
c:/ e iPdy e ||z||? =23 4 ... + 2.
B(0,1)

Entao p € de classe C°.

DEMONSTRAGAO. Basta observar que p = L f(1 — ||z[|?), em que f é a funcdo do Lema 132. O

C



4.1. TEOREMAS DE APROXIMACAO EM L?(Q) 81

DEFINIGAO 134. Para cada j € N, definimos p;(x) = j"p(jz). Esta sequéncia também é chamada
de aproximacdo da unidade.

Observe que
1

/ pj(x)dw=/ j”p(jx)dfv=/ p(y)dy = 7/ e T dy = 1,
n R R € JB(0,1)

em que usamos a mudanga de varidvel y = j"x e a definicao da funcao p.
Para aproximar func¢oes, nossa principal ferramenta sera a convolucao de funcoes.
b

DEFINIGAO 135. Sejam f,g € L?*(R"™). Definimos a convolu¢io de f e g como a fungdo f * g :
R™ — R definida como

[rg(r) = - flz —y)g(y)dy.

Observe que como
frg(@)=(fz—-),9()) 2@

ou seja, é produto interno das fungdes y — f(z — y) e y — g(y). Portanto, f x g estd bem definida
para todo ponto.

Algumas propriedades algébricas da convolugao saem diretamente da definicdo, como veremos a
seguir.

PROPOSIGAO 136. Sejam f,g,h € L*(R™). Logo

i. fxg=gxf.

it. (af 4+ Bg)*h=af «h+ Bgx*h.

ii. hx (af +Bg) =ahx f+ Bhx*g.

DEMONSTRAGAO. i. Segue de

[rg(z)= - f@—y)g(y)dy < . f(@)g(x — g)dy

@ /n 9@ —y)f(y)dy = g f().

Em (1) usamos a mudanca de coordenada § =  —y. Em (2), mudamos o nome da coordenada de
integracao de § para y e usamos a propriedade comutativa da multiplicacao.
ii. Segue da linearidade da integral, pois

(af + Bg) * hiz) = / (af(x — ) + (e — y))h(y)dy

=l [l —y)h(y)dy + B . g(x —y)h(y)dy = af * h(x) = Bg * h(x).

ii. E uma consequéncia de i e ii, pois
hx(af 4+ 8g)=(af+8g)xh=af xh+ Bg+xh=ahx*f+ Bhxg.

Podemos também estimar o suporte da convolugao de maneira simples.

PROPOSIGAO 137. Seja f,g € L*(R™). Suponha que existam compactos K, e Ky tais que f(z) =0
sex ¢ Ky eg(x)=0sex ¢ Ky. Logo fxg(x)=0sex ¢ K1+ Ko={x+y:z€ K,y € Ks}.

DEMONSTRAGAO. Sabemos que se f(x —y)g(y) # 0, entdo f(x —y) #0 e g(y) # 0. Logo y € K>
ex—y € K. Sejaki =z—y € K;. Logox =k +y € Ki + Ky. Assim, se x ¢ K1 + Ks, entdo
f(z —y)g(y) = 0. Portanto, se x ¢ K; + Ko, temos

frg(z)= . [z —y)g(y)dy = 0.
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Uma das principais propriedades da convolucao é permitir que se passe a derivagao para dentro
da integral, como veremos a seguir.

PROPOSIGAO 138. Sejam f € L?(R") e p € CL(R™). Logo pxf € CY(R) e, para todo j € {1,...,n},
temos 9 P
9%
5 (07 1) = 5 0 @)
DEMONSTRAGAO. Sejam e; = (1,0,...,0), e2 = (0,1,0,...,0), ..., e, = (0,0,...,0,1) vetores que
formam a base canonica de R e h € R. Devemos mostrar que para todo j € {1,...,n}, vale

hmw*f(x+h€j)—<ﬂ*f(33) :%*f(x).

h—0 h 0

Primeiro observamos que existe um compacto K C R™ tal que ¢(y) = 0 para y ¢ K. Além
disso, para cada x € R", h € R fixos, vemos que = + he; —y € K se, e somente se, y € K, :=
{x+he; —w:w € K}. Por fim, observamos que K := U, <1 K5 € um compacto. De fato, definindo
¥ K x[—h,h] — R" por ¢(w, h) = x+ he; —w, vemos facilmente que 1 é continua, pois é composi¢ao
de somas e multiplicagdes. Como K X [—h, h] é compacto e a imagem de um compacto por uma fungao
continua ¢ um compacto, concluimos que K, ; é um compacto, ja que é igual a imagem de .

Usando estes fatos, concluimos que para |h| < 1, temos

px flrthej) —pxflx) ¢

2 524 1(a)
[ [Hethamnzcemn 2ol

px+he;—y)—plz—y) Iy ?

A —67%(55—21)

<

R
\// dy /If(y)de
%) \//K 2dy\//lf(y)l%ly

(@ +hej —y)—plx—y) Iy
— S LRt NV M e

px+hej—y)—plz—y) 9o,
. axj(x y)

x

em (1), estamos usando que p(x —y) =0sex—y ¢ K, e p(r+he; —y) =0se x + he; —y ¢ K. Isto
ocorre se y & K.
Por fim, observamos que

p(x+he;—y)—plr—y) dp
’ . 8zj(w y)

1 [td 0
_‘h/o decp(ac—l—@hej—y)de—aj(x—y)‘

1
d¢ d¢
< — Ohe; —y) — —(x —y)| db.
_/0 amj( + Ohe; —y) axj(w y)
Logo
sup p(x+he; —y)—plz—y) &p(x_y)’
d¢ d¢
< sup sup |=— (x4 Ohe; —y) — —(x —y)|.
veK., o<1 | OT; ! O
Como o conjunto K, x [—1,1] é compacto e a fungao % é continua, e, portanto, uniformemente
J
continua em compactos, concluimos que o limite acima vai a zero quando h — 0. g

Uma consequéncia da Proposi¢ao 138 é dada pelo corolario seguinte.
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COROLARIO 139. Seja f € L*(R") e p € C°(R"). Logo ¢ * f € C*°(R") e
(o= f)=07¢x
para todo o € N .
DEMONSTRAGAO. Segue por indugao usando a Proposigao 138. O
Mostraremos agora algumas aplicagoes da convolugao que usaremos bastante nas proximas segoes.

PrROPOSIGAO 140. Seja 2 C R™ um aberto e K C R™ um compacto contido em Q. Logo existe
uma fungao x € C°(Q) tal que 0 < x <1 e x(x) =1 para todo x num aberto V tal que K C V.

DEMONSTRAGAO. Seja d = d(K,Q°). Como K é compacto, Q¢ é fechado e K N Q¢ = (), entao
d(K,Q°) > 0. Seja n € N tal que 2 < d(K,Q°).
Consideremos os conjuntos

1

V={zeR":d(z,K) < ﬁ}’
2

Ki={zeR":d(z,K) < E}’
3

Ko={zx eR":d(z,K) < ﬁ}

Seja xk, : R — R a fungdo definida como xg,(z) = 1, se x € K1, e xi,(z) =0, se x ¢ K.
Consideremos x = pp, * Xk, , OU seja,
X = / pn(r = y)xK, (y)dy = / pn(z —y)dy.
n Kl

Pela definigdo acima, como p,, >0 e fRn pn = 1, vemos que 0 < y < 1. Além disso, x € C°(R"),
pelo Corolario 139.
Se z € V, entao

(1)
x(@) = / pnlz— y)dy & / pul — y)dy
K, KiNB(xz,1/n)

(2) (3)
= / pn(z —y)dy = / pn(z —y)dy = 1.
B(z,1/n) "

Em (1) e em (3) usamos que y — pp(z — y) se anula fora de B(z,1/n). Em (2) usamos que
B(z,1/n) C K;. Isto pode ser provado da seguinte forma. Se y € B(z,1/n), entéo ||y — z|| < 1/n.
Como z € V, existe z € K tal que ||z — z|| < 1/n. Assim,

2
dy, K) < lly = 2|l < lly — 2l + llo — =] < .

Logo d(y,K) <2/ney€ K.
Agora suponha que x ¢ Ks. Logo

x(@) = / pul — y)dy = / ol — y)dy =0,
K KiNB(z,1/n)

pois K1 N B(z,1/n) = 0. De fato, se y € B(x,1/n) N K1, entdo ||y — z|| < 1/n e d(y, K) < 2. Como
K & um compacto, existe z € K tal que ||y — z|| = % Portanto,

3
d(z, K) < [lz = 2| < [lz = yll + lly — 2] < —.

Logo = € Ks, o que é um absurdo. Concluimos que x se anula fora de K, e, portanto, xy €

C=(Q). O

Vamos terminar essa se¢ao enunciando e provando um Teorema de Particao da unidade.
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TEOREMA 141. Sejam K C R™ um compacto e U = (Uj)je{lij} uma colecdo de abertos de R™
tais que K C UN.,U;. Logo existem fungoes x; € C(Uj), j € {1,...,N}, tais que Z;\le xj(z) =1
para todo x € K.

DEMONSTRAGAO. Para cada z € K, escolhemos j € {1,...,N} tal que z € U;. Consideremos
ry > 0 tal que B(z,r;) C U;. Sabemos que K C Uycx B(z,74/2). Como K é um compacto, podemos
achar 1, ..., v, em K tais que K C UL, B(xj, 74, /2).

Sejam ¢; € C°(B(xj,74,;)) tais que ¢;(x) = 1 para x € B(xj,74,;/2). Assim, basta definir

1= ¢
Yo = ¢2(1 — ¢1)
Y3 = ¢3(1 — ¢1)(1 — b2)

j—1
v =o; [J(1—a0).
i=1
Observamos que
Y+ =1+ (1 —d1)p2=1—(1—¢1) +da(1 —¢1) =1~ (1 —¢2)(1 - ¢1).
Por inducao, podemos provar que
k k
Yowi=1-TIa -9
j=1 i=1
k—1 k—1 -
De fato, se > ,_; ¥ =1 —[[,—; (1 — ¢;), entao
k k—1 k-1 k
Stvi=on [Ja-0)+1- (-0 =1+]]Q - ).
j=1 i=1 i=1 i=1
Assim, se x € K, temos que & € B(x;,7,,/2) para algum j € {1,...,m}. Logo 1 — ¢;(x) = 0.

Portanto,
k

k
> i) =1-JJ1-¢i(x)) =1-0=1.
=1 i=1

Por fim, as fungoes x; podem ser definidas da seguinte forma: x; ¢ a soma de todos os ¢; com
suporte em U;. x2 é a soma de todos os ¢; que sobraram e que tém suporte em Us. A funcao xs é a
soma de todos os ¢; que nao aparecem nem em Y; nem em Yo € que tém suporte em Us, e assim por
diante. Note que estamos adimitindo que alguns x; possam ser iguais a zero, caso nao tenha sobrado
nenhum ¢; com suporte em U;. U

4.1.2. Aplicagoes de Mollifiers e suas consequéncias para aproximagoes de fungoes em
L?(Q). Estamos agora em condi¢des de provar teoremas de aproximacao para fungoes definidas em
abertos () de R™.

PROPOSIGAO 142. Seja u € C.(R™). Logo existe uma sequéncia de fungéoes (u;)jen C C°(R™) tal
que

1) Existe um compacto K C R™ tal que u(z) =0 e u;j(x) =0 para todo x ¢ K e j € N.

2) limjﬁoo ||u — ’U/jHLoc(Rn) =0.

Lembramos que ||u — ;|| o (rn) = SUPepn [u(x) — u;(z)], pois u e u; sdo continuas.

DEMONSTRAGAO. Vamos definir u; := p; * u, para j € N, em que p; sao as fungoes da Defini¢do
134.
Afirmagao 1: Existe um compacto K C R™ tal que u(x) = u;(xz) = 0 para todo v ¢ K e j € N.
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Como u € C.(R™), existe um compacto K,, C R™ tal que u(z) = 0se z ¢ K,,. Como p;(z) = 0 para
x ¢ B(0,1) e para todo j € N, entdo u;j(z) =0se z ¢ K, + B(0,1). Como K, e B(0,1) sao limitados,
entdo K, + B(0,1) também ¢é limitado. Assim, basta escolher K := K,, + B(0,1) e concluimos que K
é compacto, pois é fechado e limitado, e u(z) = u;(x) = 0 para todo z ¢ K e j € N.

Afirmagao 2: lim;_, o ||u — ;|| oo mny = 0.

Basta observar que

u(@) = u; (@) =
)

u(z) — /n pi(x = y)ﬂ(y)dy’
[ ot putaan= [ pita = st
[ it = ntute) ~ ut)s

< [ myle = wlute) - ulwlay

= sup  fu(z) —u(y)l,
yeB(,})

em que usamos em (1) e em (2) que [p, p;(x —y)dy = [p. p;(y)dy = 1.
Como u é continua a tem suporte compacto entdo u ¢é uniformemente continua. Assim, dado
e > 0, existe § > 0 tal que se y1,y2 € R™ satisfaz |y; — yo| < §, entdo |u(y1) — u(y2)| < e.
Consideremos N € N tal que ﬁ < 4. Assim, se j > N, temos que % < ﬁ < 4. Portanto,

[u(z) —u;j(z)| < sup  |u(z) —u(y)| <e.
yEB(I,%)

Como isto vale para todo € R", concluimos que [|u; — ul[p®r) < € para todo j > N. Isto
mostra que o limite da afirmacgao 2 é valido. O

PROPOSIGAO 143. Seja u € L*(R™). Logo existe uma sequéncia de fungdes (u;j)jen C C°(R™) tal
que

_Z) HujHL2(R") < ||’LI/HL2(R7L) para tOdOj € N.

2) limj%oo | u — uj||L2(R") =0.

DEMONSTRAGAO. Vamos definir u; := p; * u, para j € N.
Afirmagao 1: |luj| L2y < ||ulp2®n), para todo j € N.
Basta observar que

/ |uj (z)] da?—/ / pji(x —y)u(y)dy|*dz

2
[ ([ oo =tose -t <>|dy) i
Re \JR"

()
(%) /Rn ( . pi(x y) (/Rn piz — y)|u(y)|2dy) d
/Rw < . pi(z = y)luly )|2dy> dx

S ([ ot y)dx) )Py = [ Juto)Pay

Em( ) usamos Cauchy-Schwartz, isto ¢, ([ fg)* < [ f? [ ¢*. Em (2), usamos que [g, p;(z—y)dy =
f]Rn p;(y)dy = 1. Em (3) usamos Fubini, isto é, trocamos a ordem de integragao.
Afirmagao 2: limj_, oo ||u — uj|L2@n) = 0.

A
A
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Ja vimos que as fungdes C.(R™) sdo densas em L?(R"™) (ndo provamos este resultado. E um
resultado de medida e integracio). Logo, dado u € L?(R") e ¢ > 0, existe v € C.(R") tal que

€
- ny < —.
| UHL?(R )< 5

Pela Proposicdo 142, podemos encontrar uma sequéncia (v;)jen em C°(R™) e um compacto
K C R™ tal que vj(z) =v(z) =0sex ¢ K ejeN, e tal que

Jli}rilo ||’U‘7 - ’UHLOO(RH) == O

Seja N € N tal que se 7 > N, entao
€

|v; = || e (rn) < ——=.
24/ [ ldx

o — w2y = / o () — v(a) Pde = /K o () — v(a) dx

Logo

2 g?
< lvj = vl|7ee mn ldr < —.
< vy —ollz (]R)/K T
Concluimos que se j > N, entao
Hu - UjHLQ(]R") < ||’LL —v+v— UjHLQ(Rn)
e €
< llu=vll2@ny + lv = vjllL2@n) < stg=¢
U

Dado agora qulquer aberto  C R™, para aproximar uma funcio u € L?(Q2) por uma fungio C™
com suporte compacto, precisamos primeiro escrever €2 como uma unido adequada de compactos.

PROPOSIGAO 144. Seja Q C R™ um aberto. Logo existem conjuntos K;, j € N, com a seguinte
propriedade:

i. K; sao compactos e contidos em ().

. U3, K = Q.

it1. K estd contido no interior de K 1.

DEMONSTRACAO. Vamos definir os seguintes conjuntos

K;={xeQnB(0,j):d(z,Q° >1/j}.

Afirmacdo 1: Os conjuntos K; sido compactos e contidos em €.
Observe que cada K ¢ limitado e fechado, pois K ¢ interseccao de dois conjuntos fechados, ja
que
K; =B(0,5)Nn{z e Q:d(z,Q° > 1/j}.
Assim, K; é compacto e, pela definicao, estd contido em 2.
Afirmagao 2: U2, K; = Q).
Sejax € Q. Logo d(z, Q°) > 0, pois ¢ é um fechado. Basta entao achar J € N tal que % < d(z,Q°)
e ||z|| < J. Assim, veremos que x € K.
Afirmacdo 3: K; estd contido no interior de Kjiq.
Note que o conjunto
1

é um aberto, pois é interseccao de dois abertos, ja que

1
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Além disso, pela sua definigao ¢ claro que K; C V41 C Kj41. Como o interior de K1 é o maior
aberto contido em K, concluimos que V; estd contido no interior de K4 e, portanto, K; esta
contido no interior de K. O

COROLARIO 145. Seja 2 C R™ um aberto e K C Q um compacto. Logo existe um aberto V. C
tal que K CV eV C Q € compacto.

[e] [e]
DEMONSTRAGAO. Vamos denotar por K ; o interior de K;. Como K; C K11 C K11, vemos que
o
Us2, Kjr1 = Q. Assim,
K C U2, K;.
Como K é compacto, existe uma subcobertura finita tal que
[e] [e] (o]
K C Kj1 U[(j2 U... UKjN.
[e] [e] o o
Seja J = max{ji,...,jnt eV =K;=K; UK;,U..UK; .. Logo V tem todas as propriedades
que queremos. Il

TEOREMA 146. Seja Q@ C R™ um aberto e u € L*(Q). Logo existe uma sequéncia (u;)jen € CS°(€2)
tal que
li - = 0.
Jim g = ull2) =0
DEMONSTRAGAO. Seja (K),jen uma sequéncia de compactos com as propriedades da Proposigéo
144. Consideremos x; € C°(Q) tal que 0 < x; <1 e x;(z) =1 em K. Definamos também a fungéo
@ € L*(R™) por
~ U(a’:), x e Qa
U=\ o séa
Seja uj; = x;jp; * u. Logo u; € C(Q). Além disso,
lu; —ull2@) = [IXip5 % & = Xt + X5 — ul[L2(q)
< xi(pj x @ = @)l r2e0) + X, — ull 20
<llpj * @ —al Lz + [Ix;4 — ullL2(q)
Na tltima desigualdade, usamos que 0 < x < 1. Logo
x5 (pj * @ — @) || 720 < /R x5 (@) (pj * @ — @) ()P dw

< [ 1oy <o) ~ i) Pdn < 1oy e
Ja provamos na Proposi¢ao 143 que
11{1010 lpj * @ — @l p2mn) = 0.
Agora basta observar que
x5t — ull2(0) = /Q |0 (@) = 1)]P[u(@)*dz
converge a zero quando j — co. Isto segue do Teorema da convergéncia dominada, j& que
lim |(x;(2) — 1)*[u(z)* =0,
J—0o0
|0 (@) = DPJu(@)? < Ju(@)]?,

e / lu(x)|?dx < oc.
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4.2. Espago H'(Q)

Comegaremos agora o estudo de espagos de Sobolev em abertos de R™. Nosso objetivo é demonstrar
as principais propriedades do espago H*(£2) com detalhes e aplica-las para a demonstragao de existéncia
e unicidade de solugoes fracas de problemas de contorno.

Ao final, definiremos os espacos H™ (1), para m > 1, e apenas enunciaremos os principais resulta-
dos. Eles podem ser provados através de adaptacdes dos resultados provados para H' ().

Para motivar a definicio da classe de fungdes H'(£), comegaremos com a seguinte proposicio.

PROPOSIGAO 147. Sejam Q C R™ um aberto, f € C1(Q) e ¢ € CH(Q). Entdo

| 1@ 3@ == [ Z@etin

para todo j € {1,...,n}.

DEMONSTRAGAO. Apenas para facilitar a notagdo, provaremos somente para j = n. Usaremos
também a notagao r = (2/,x,) € R"71 x R.

Seja K C Q um compacto tal que ¢(x) = 0 para todo z ¢ K e x € C2°(92) uma fungdo que é igual
a 1 num aberto que contenha K. Como tanto a fun¢ao yf como a fun(;ao 8 - tém suporte compacto,

podemos estendé-las a fungoes em C°(R™) fazendo com que elas sejam 1guals a zero fora de €.
Seja R > 0 tal que as fungdes xf e ¢ se anulem fora de [-R,R]" = [-R,R] x ... X [-R,R], n
vezes. Logo

[ 1052 e = [ 3o @) 55 )i

— €T a@ = R . &p 2\da x/
_/[—R,R]” x@)f(e )8£Un( @)dz = [_R7R]1Ll (/_RX( )@ )8£Cn( )d n) d
(2 / (X(l’/, R)f(x/7 R)(,O(.T/, R) — X(,’L‘/, _R)f(x’7 _R)QO(.I‘/, —R)) dx’'
[-R,R]"—1
R 9 ,
- /[R,R]"l /, (6mn (x(@)f(x)) ﬂm)dx”) dz

— [ (gL @+ @i slards

2 [ (Ewpw).

Em (1) usamos integracdo por partes em z,, e em (2) usamos que x(z) = 1 para  num aberto que
contém o suporte de . g

Baseando-se na Proposi¢do 147, podemos definir derivadas fracas para fungoes L?(£2) de maneira
muito parecido ao que fizemos em um intervalo em R.

DEFINIGAO 148. Sejam Q C R™ um aberto e f € L?(Q). Dizemos que f tem derivada fraca g—f

Tj

para algum j € {1,...,n} se existir uma funcdo g; € L?() tal que
[ rogE @ == [ g, Vo e o).
l’j Q

9,
Neste caso, denotamos g; por zf

OBSERVAGAO 149. Neste curso, as derivadas fracas serdo sempre fungdes em L?(Q2). Em outras
referéncias, outras classes de fungoes também sdo consideradas.
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ExeEMPLO 150. Seja B(0,1) = {z € R?® : ||z|| < 1}. Definamos a fun¢io u : B(0,1) — R por
u(r) = ||z]|7*. Se a < 1/2, entao u € H'(B(0,1)) e suas derivadas fracas sao iguais a %"j = — e
j€{1,2,3}

Inicialmente observamos que, usando coordenadas polares, temos

1
/ u(z)?de = 47r/ 272y,
B(0,1) 0

Logo u € L?(B(0,1)) ja que 2 — 2a > —1, pois a < 1/2.
Para calcular a derivada fraca, observamos que se ¢ € C°(B(0,1)), entao

_a Op . o O
[l 5 (w)de = tim Il 52 (a)da
B(0,1) 1 e20T JB(0.1)\B(0e) 1

. _ 0 -
~ Jim | | V- (ol e(e).0.0)d — ol ~)p(a)da
e20" \/BO.1)\B(0) B(0,)\B(0,e) 91

o . / Ca T 71
= lim [ — (Jlz||~%e(x),0,0) - =dS(z) + a/ ———p(z)dx
e—0+ < 8B(0,¢) € BO,1)\B(0,) [|Z]|*T2

. 1 T T
= lim —f/ —gp(m)dS(x)—&-a/ ———p(r)dx
e—0+ ( € JoB(o,e) €¢ B(0,1)\B(0,¢) || >+2

Em (1), usamos o teorema da divergéncia, o fato de que ¢ se anula em 9B(0,1) e que —% =
—%(ml, Z9,x3) € a normal que aponta para fora de 9B(0, ).
Note que |z1]| < e se x € 9B(0,¢). Logo

(4.2.1)

1 T1

2 s

€ JoB(0,e) €

< e lellLe (o) / dS(x) = 4ne®"(l¢| L~ ()
9B(0,e)

Como —a+2 > 0, pois @ < 1/2 concluimos que a integral acima converge para zero quando € vai
a zero. Por outro lado,

/3(0,1)

jaque 2—a—1>1/2> —1. Portanto,

. T T

lim ———(x)dx :/ ———(x)dz.
=0/, 1\B(0,e) Il][*+? B0, llz[*F?

Desta forma, tomando o limite &€ — 0 em (4.2.1), concluimos que

_a Op / Ty
4.2.2 / z|| s (z)dz = ———=p(z)dz.
(4.2.2) o) 21 5, (@) o, TP ()

T
[ @

1
dr < ||<PHL°C(Q)/ |||~ tde = 47T/ P20 1gp < oo
B( o

)

Observando que |z1| < ||z||, temos

1 1
/ dr < / ||| =2 2de = 47r/ 207202 = 47r/ r2%dr < oo,
B(0,1) B(0,1) 0 0

pois —2a > —1, ja que a < 1/2. Concluimos, assim, que x — a—2— € L*(B(0,1)). Por (4.2.2),

Izl

concluimos que ||z||~* tem derivada fraca em x; e que %(Hx“‘a) = —aprie-

As demais derivadas podem ser calculadas da mesma maneira.

2
Z1

[l]jo+?

Vamos agora definir a classe H((2).

DEFINIGAO 151. Seja Q@ C R™ um aberto. O espaco de Sobolev H(§) é o conjunto das funcoes

u € L?(2) que possuem derivadas fracas %, para todo j € {1,...,n}.
J
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Um ponto crucial da teoria é o fato de que H'(Q) ¢ um espago de Hilbert, como sera provado a
seguir.

PROPOSIGAO 152. O espagco H'(Q) é um espaco de Hilbert com o sequinte produto interno

- ou Ov
Q) = d -Voudx = d —dx.
(u,v)g () /qu :c—i—/QVu Voudx /qu l‘-‘r;/ 6% o,

DEMONSTRACAO. Vamos provar por partes.

Afirmagao 1: O espago H'(Q) é um espaco vetorial com produto interno.

Como H'(Q) C L?*(Q), entdo basta mostrar que H'(2) é um subespago de L?(f2). Para tanto,
devemos mostrar que se u,v € H'(Q) e a, 8 € R, entdo au + fv € H' ().

Como L?(£2) é um espago vetorial, entao au+ Bv € L*(Q). Seja ¢ € C°(Q) e j € {1,...,n}. Entdo

Oy N uxa—(px vxail“
/Q(au(x)er(x))de_ /Q ()axjd +/3/Q () 92,

ou ou
= o [ gyetenia =5 [ Srewie = [ (og w850 ) et

Assim, au + Sv tem derivada fraca e
0 8
— (au(x) + pv(x + .
o (o) + u(w) = /36%
Portanto, au + Bv € H*(Q). A verificagdo de que (-, )H1(q) ¢ um produto interno é simples.
Lembramos que duas fungoes u e v sdo iguais em L?(Q) (ou de forma mais precisa, estdao na mesma

classe de equivaléncia) se
/ |u —v|*dz = 0.
Q

Afirmagao 2: O espagco HY(Q) ¢ um espaco de Hilbert.
Suponha que (u;);en seja uma sequéncia de Cauchy em H'(2). Pela defini¢do de produto interno,
vemos que

ou; c’)uk
[y — |72 Q)+Z|| : HL2(Q) [[w; *Uk”%rl(szy

Assim, é facil de concluir que (Uj)jeN e (gxz )jen sdo sequéncias de Cauchy em L?(2), para todo
l€{1,...,n}. Como L?(Q) éum espaco de Hilbert, entao existem fungoes u e u;, para todo ! € {1,...,n}
tais que lim;_,oo u; = u € lim;_,oo ‘ZLJ/,JI' =u; em L?(Q).

Seja p € C°(Q). Entao

dy de ou,; ou,;
(uj, 8$Z)L2(Q) /ng B, | 9z, ¥ (le P)r2(@)

Tomando o limite j — oo, concluimos que

¢

(u, 87)L?(Q) —(u, SD)LZ(Q),
ou seja,
/ ua—@dx = / uppde.

o O Q

Isto implica que u € H'(Q) e que g—; = . O

4.2.1. Teoremas de aproximacgao e extensdao em H'(f2).. O objetivo dessa se¢io é mostrar
como podemos aproximar fungoes dos espagos de Sobolev por fungoes de classe C°° e como podemos
estender essas fungoes de 2 a R™.

Primeiramente vamos estudar resultados que valem para abertos arbitrarios. Logo em seguida,
restringiremos nossa atencdo aos abertos de classe C, para os quais os resultados de extensdo também
podem ser provados.
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4.2.1.1. Aproximacéoes em abertos. Nesta primeira se¢do, ndo assumiremos nenhum resultado de
regularidade da fronteira de um aberto de R™.

Inicialmente, provaremos um resultado de aproximagao. Em seguida, aplicaremos resultado de
aproximacdo no estudo da composicdo e mudancas de coordenadas com funcoes H'.

TEOREMA 153. (Aprozimagdo sem hipdtese de reqularidade na fronteira) Sejam Q@ C R™ um aberto
eu € HY(Q). Entio existe uma sequéncia de fungoes (u;) em C°(R™) que satisfazem as sequintes
propriedades:

i im0 ||uj — U||L2(Q) =0.

g6, lim; o0 ||81k %HLQ(U) =0, para qualquer k € {1,...,n} e qualquer aberto U C § tal que U
é um compacto em Q.

DEMONSTRAGAO. Para cada j € N, consideremos os compactos
1. —
K;={zeQ:d(z,00) > ;} N B(0,7)

como na Proposicao (144).

Vimos na Proposi¢do (140) que existem fungbes ¢; € C°(Q) tais que ¢;(x) = 1 para todo x
contido num aberto que contém Kj.

Vamos definir uma fungio @ € L*(R") por u(xr) = u(z) para z € Q e u(xr) = 0 para = ¢ Q.
Usando as fungdes p; da Definigdo (134), definimos u; = ¢;(p; * @). Pela Proposi¢do (146), sabemos
que u; € CF(R™) e limj_, [Juj — @|L2(rny = 0. Portanto, lim;_, [[u; — ul|12(q) = 0 e o Item i esta
provado.

Agora consideremos um aberto U C € tal que U é compacto em . Como U é compacto, 0 é
fechado e U N 9 = (), entdo sabemos que d(U, ) > 0. Além disso, U ¢ limitado, por ser compacto.
Assim, existe ng € N tal que d(z,0Q) > - e [[z]| < ng para todo € U. Logo U C K,,. Portanto, se
Jj > ng, temos

¢;(x)(pj * ) (x) = p; * u(z), VreU.

Assim, se j > ng e x € U, entao

9 _ 9pj -\ / o 0p;
gty @) = 5% i) @ [ )52 @~ gy
Op; / 0 ©)) ou
= uly Xr — d - — u a3 AC d -
| o3 = iy == [ wt) g (s =may @ [ 2
Em (1) usamos a Proposi¢ao (139). Em (2), usamos que se z € U e j > nyg, entdo suppp;(z—.) C
x + B(0, ) C Q, pois afinal d(U,99) > L. Logo y € Q + p;(z —y) € C(2). Portanto, (2) segue
da deﬁnlgao de derivada fraca em L?(2).

= (Y)pi(z —y)dy.

Por fim, seja @y (z) = %(m), sex €Q, ed(zr)=0,sex ¢ Q. Assim, para x € U e j > ng, temos
0 _ 0 - ou
Dar (¢5(x)p; * u(x)) = Ozr (pj * u(z)) = o Tm(y)pj(x —y)dy

z/fMMW@—w@=m*%@)

Concluimos que

ou
¢J( j* ) — 37||L2 (v) = lim, lpj * @y — gl L2(v)
< lim ||Pj * gy — Ug||L2rn) = 0.
j—oo
Na ultima desigualdade, usamos a Proposigao (143). O

Vamos aplicar o Teorema (153) no estudo de composi¢do de uma funcio C'! por uma fungio H*.
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PROPOSIGAO 154. Sejam Q C R™ um aberto, M > 0 uma constante e f € C1(R) uma funcdo tal
que f(0) =0 e |f'(s )| < M para todo s € R. Entio fou € HY(Q) e
Ju

8xk(fou)( ):f’ou(m)a—xk(x), Vke{l,..,n} e Vre.

DEMONSTRAGAO. Afirmagao 1: As funcoes fou e f' o u .- pertencem a L?(Q) para todo k €

{1,...,n}.
Note que |f(t)| = |f0 (s)ds| < fo |f/(s)|ds < Mt. Assim,

/Q If o u(e)?dz < M2 / ()P = M2

Logo f ou pertence a L?(Q).
Além disso, vemos que

/ 1 o u(e) 2L (o) Pde < M / 8 ) < M2 Jul ).

Portanto, f o ua pertence a LQ(Q)

Afirmagao 2: A derwada fraca 8 —(fou) éigual a ouaw , para todo k € {1,...,n}.
Para demonstrar este fato, devemos mostrar que, para toda fungdo ¢ € C°(Q ) eke{l,..,n}
temos

(4.2.3) /fou ‘9%” /f o u(w a9%( 2)p(x)dz.

Vamos entao fixar uma fungdo ¢ € Cgo( ) arbitraria e uma sequéncia (u;) em C2°(R™) como no
Teorema (153). Por um resultado de medida e integragdo podemos, tomando uma subsequéncia se
necessario, supor que lim;_, u;(z) = u(z) (para quase todo z € Q).

Inicialmente, observamos que

u(ac
/|fouJ — fou(x de—/ / (s)ds|*dx
wuj(x)

< / | / ()| ds[de < M2 / () — w3 ()P = M2|[u — ;22 -
Q Juj(x) Q

Logo lim; o0 || f 0 uj — foul[r2¢q) = 0. B
Pelo Corolario (145), existe um aberto U C Q tal que U é compacto e suppy C U. Note que

ou; ou
f Oujaij -f OUTMHLQ(U)

ou;
<17 oG

Observamos que

O</|f ou %7 8“)|2d <M2/|auj—ﬂ\2dz.
l‘k Bmk afk

(4.2.4) ) .
E)HL?(U) +[(f ouj — fo U)aTckHL?(U)'

Pelo teorema do confronto e o Teorema (153), concluimos que lim;_, « || f'ou; g;i faa'—;‘k) L2y = 0.

Note também que

ou
Jin |(f" 0 us(@) —J"Olt(x))aj%(%)l2 =0,
para quase todo x € U e
ou ou
! gl 2 < 4M2 el 2.
‘(f OU‘J f OU)8Ik| — ‘8$k‘
Ouj

. . . /
Logo, pelo Teorema da convergéncia dominada, lim;_,« || f" o u; Do —flo uamk l2() = 0.



4.2. ESPACO H'(Q) 93

Assim, (4.2.4) nos diz que

. ou; ou
]hjolo £ o UJTJ —f'o uaT:kHLQ(U) =0.

Como uj € C°(R™) e p € CH(U), sabemos que

Op = — ’ou-wﬁx x)dx
| rou@gi@in == [ 1o g @i

pela Proposicao (147), ou seja,

Jp ou,;
(f ouy, aTCk)L?(U) =—(f OUiji,¢)L2(U)~

Tomando o limite j — oo, vemos que

0
(f ou, 6—2)L2(U) = _(f/ o u@—xk, SO)L2(U)'
Como @(x) = 0 para x ¢ U, concluimos que (4.2.3) vale. O

Podemos agora fazer mudangas de varidveis no espago H'({2) usando a Proposigio (154).

PROPOSIGAO 155. Sejam €y e Qg abertos de R” eF : Qs = O, Fly) = (F1y), ., Fu(y)),
um difeomorfismo de classe Ct tal que supzegl\ 303 ( )| < o0 e supyeq, |6y (y)| < oo, para todo

i,j €{1,..,n}. Aqui, denotamos F~'(z) = (Fy *(2), ...,Fn’l(x)).
Se u € Hl(Ql), entio uo F € H'(Q) e

0 8F
— F(y
Oyx we Z 8x2 ayj 3y W)

Lembramos que um difeomorfismo de classe C* entre dois abertos é uma bijecdo, cuja funcio e
sua inversa sio diferenciaveis e de classe C*.

oF

i1 az 5u; pertencem a L*(Q) para todo

DEMONSTRAGAO. Afirmagio 1: As fungoes uoF ey
ke{l,..,n}.
Observemos que

/Q o Fy)dy = / ()] det(DF ()| dax < (sup |det<DF-1<x>>|) /Q )P

1 TeEQ

- OF;

em que DF~!(z) = (S

J

as componentes da matriz DF~!(x) o sdo.
Da mesma forma,

SRy = [ 15 @) S8 ()R e DF )

1
(7));; ¢ a matriz Jacobiana de F~!. O determinante é limitado, pois todas

< (sup laetDF @) G @) [ 15 )P

TEN Y
Novamente, o determinante e g—f(F ~1(z)) sdo limitados.
.7

Afirmagao 2: A derwada fraca -2 For (uoF) éigual ay i, BwL (F(y))%j(y), para todo k € {1,...,n}.

Seja ¢ € C°(2). Pelo Corolario (145), existe um aberto V' C Qs tal que suppp C V e V C Qs.
Pelo Teorema (153), existe uma sequéncia (u;)jen de fungoes em C2°(R™) tais que lim;_,o0 |lu; —
ull 20,y = 0 e limj_, ”gTui - %HH(F(V)) = 0, para todo k € {1,....,n}. Como ujo F € C'(Qy),
podemos usar o Teorema (153) para concluir que

dp 0 " ou,;
ui(F(y) 75— Wdy = — | 5—(u;(F(y)))e(y)dy = — :
/QQ ’ ayk J Zz:; Qs 81}1

Qo Oyx

OF;
Oy

F(y) 57— ()e(y)dy.
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Observando que

/ |uj (F(y)) — u(F(y))Pdy = / juj(z) = u(z)*|det DF " (x)|dx
Qo

Q

< sup |detDF_1(x)H|uj —ullz2(0,)
e

du, Ou . Ou; ou _
[ 5 - e P = [ 150 - S oD o)
0

ou; U
< sup |[detDF ' (z o5 -3 ||L 2(F (V)

€
concluimos, tomando o limite j — oo, que

o _ OF;
| ) 5wy :Z [, o ) g ety

O

4.2.1.2. Aprozimacdes e extensdes em abertos com fronteira de classe C'. Na secao anterior, con-
sideramos abertos de R™ sem nenhuma hipotese de regularidade da fronteira. Vamos agora considerar
abertos de classe C*, k > 1, a fim de obter primeiramente um teorema de extensdo e depois resultado
melhor de aproximacao.
Para cada z = (11, ...,7,) € R™, vamos usar a notagao =’ = (x1,...,7,_1) € R" ! e x,, € R. Logo
= (2',2,) € R""! x R. Vamos também usar a seguinte nomenclatura (tirada do livro de Brézis):
o R} = {(2',2,) € R" : 1, > 0},
e Q={(2',z,) ER": |2/ ||gn-1 <1 e |a,| <1},
e QL =QNRY ={(2',2,) € Q : z, >0},
e Q- ={(a",7,) €Q:x, <0},
* Qo=0Qn[R"!x{0})={(=',0) € Q}.

DEFINIGAO 156. Dizemos que um aberto 2 C R™ tem fronteira de classe C' (ou simplesmente é
um aberto de classe C') se para todo x € 9Q, existir um aberto U que contém z e um difeomorfismo
H :Q — U de classe C' com as seguintes propriedades.

i HQ4+)=UnNK.

il. H(Qo) = U N oN.

oH !
OBSERVAGAO 157. Podemos, sem perda de generalidade, assumir que as derivadas 4 0, i o re S0

limitadas para todoi,j € {1,...,n}, em que H(y) = (H1(y), ..., Ho(y)) e H 1 (x) = (Hl_l(x),...,H’l(x)).

n

Nosso objetivo serd provar um teorema de extensao que permitird que, sob certas condicoes, uma
fungdo u € H'(Q) possa se estendida a uma funcio em H!(R"). Demonstraremos o teorema por
partes: Primeiro provaremos o resultado no semiplano (ou numa parte dele) e depois, usando parti¢ao
da unidade, estenderemos o resultado para um aberto limitado qualquer de classe C*.

Vamos comegar estendendo fungoes de Q1 a fungdes em Q.

PROPOSIGAO 158. Seja u € HY(Q). Vamos definir u* : Q — R por

!
(@ ) = u(x', xp),xn >0 .
’ w(@', —xy),xn <0

Entdo a funcao u* pertence a H*(Q). Além disso, para todo i € {1,....,n — 1}, temos

ou , , ou
O 1 2 = g (7 mbitn = 0 e I (ot 2 = 5”5"(
Ax; T ) Ou (&, ) m < 0 Or, T T _ Ou
axi bl njysn 31‘n

' xn),xn >0

(', —xp),n <0
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Em particular, ||[u*| 120 = V2l|ullr2(0.) € llu*llm@) = V2Ilullai (g, )-

DEMONSTRACAO. Observe que as fungoes ‘Z—i pertencem a L?(Q) para todo i € {1,...,n}. De
fato, se i € {1,...,n — 1}, temos

/|ai(x',xn)|2d:c:/ \au (x',xn)|2dx+/ |8u (x',—xn)|2d:v
Q O Q. Ox; 0. Oz

= 2/ | Ou (z', z,) | dx.
Q+ Oz

K2

De forma similar, temos ||g%:||Lz(Q) = \/§||597“ L2(Q4)-

Afirmagao 1: Demonstragao da férmula para derivadas fracas em x;, i € {1,...,n — 1}.

Sejan € CPR) tal que 0 <5 <1, n(t) =0,set <1/2, en(t)=1,set>1. A funcdo n pode
ser construida da seguinte maneira. Fixamos uma funcdo 77 € C2°(]1/2,1[) néo nula e maior ou igual

a zero em todos os pontos, cuja existéncia pode ser provada usando, por exemplo, a Proposicao 140.
Definimos

t -
fo 7(s)ds
77(75) = 1 = :
I pi(s)ds
Logo 7 tem as propriedades que queremos. Definimos também 7 : R — R por 7, (t) = n(kt), para

k € N. Logo ni(t) =0, se t < 5z, e mip(t) =1, se t > 1.
Seja p € C°(Q). Observamos inicialmente que

/u* 8SDdx:/ u*(x/,xn)a—w(x’,xn)dw

—/Q+ u(x’,xn)g—ai(xﬂxn)dx—i-/iu(x’7—:cn)g—z(:c',xn)dx
(4.2.5) =/ u(z', x )%(iﬂ/ x )dm+/ (@', x )8g0 (2, —xy,)dz
L. Q+ » N 8xi Pl 1 Q+ Pl 13 axi I n

= /QJr u(z', ) (gi (z/,2n) + g—i(z’, xn)> dx
/ 9 / /
= [l g (' ) + ', ) do
Q+ Li
Vamos definir ¢ € C*°(Q4) por
Y(a',zn) = o(a’,zn) + (@', —xn).

Note que (2, 2,) € Q4 — ni(xp) (2, 2,) € C(Q4). Portanto, como u € H(Q), temos

ou 0 oY
(4.2.6) Ymdr = 7/ u—=— (Yn)dz = f/ u—mndx.
Q+ Oz, Q+ O Q+ Iz

Tomando o limite £ — oo, vemos que 7y converge pontualmente para 1 e permanece limitada.
Logo

(4.2.7) / U 0y dr = lim u % Nedx W lim / Ou Ynpdr = — Ou Wdax,
Q4 8.231 k—o0 Q4 axi k—o0 QL 8xi Q. 8331'

em que usamos (4.2.6) na igualdade (1).
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Por fim, observamos que

ou ,
wd / P (@, z0) (2, 2z )dz + 0. axl(ac s Zpn)(a’, —xy, )dx

Q+ 6%
4.2.8 = au(xx)(acx dx—i—/ (@, —xp) (2, 2,)dx
(4.2.8) = Jo, oz, n)y n) axl n)p(a’, Tn
, gzl (@, z0) (2, 2y )da.
Assim, (4.2.5), (4.2.7) e (4.2.8) implicam que
L 0p ou* , , ,
/ 6mzd o Or; (@, xn) (2, zp)de.

Afirmacao 2: Demonstracao da férmula para derivadas fracas em x,,.
Usando um argumento similar ao anterior, vemos que

. Op * (o0 3790 /
/ B, —dx = /Qu (z ,Q:n)axn (2, xp)dx

= /Q+ u(a:',xn)g—;:(x/,xn)der / 7 u(x/,—xn)%(x’,xn)dx
(12,9 — [ ule ) e [l ) 2 )
Qy afn Q. al’n
= /Q+ U(JU/71'7L) <aail(aj/’mn) + (,;?;i (x” —xn)) dx
Q[ ala ) g (ola ) = (e’ —2)) do
Q+ Iy,
Em (1), usamos que %ﬂ (p(a',—x,)) = —(i—i(x’, —Zp).
Definimos 9 € C*(Q4) por
(4.2.10) (' wy) = o(@', z,) — (!, —xn).

Novamente, temos que (2/,z,,) € Q4+ — ng(z,)(2’, x,) tem suporte compacto em Q. Portanto,
pertence a C°(Q4) e

ou o) o o B Ok
(4.2.11) /Q+ axnz/mkd:rf f/ 8$n — (Y )dx = /Q+ 8xnnkdx / u axnd

Tomando o limite £ — oo, concluimos que 7, converge pontualmente para 1 e permanece limitada.
Além disso, como ¥(2’,0) = 0 pela definigdo dada em (4.2.10), temos

aﬁk
8xn

/Q+ u(z', zp) </01 ;‘lg(wx’,@xn))d@) %(n(kxn))dx

/Q ) ( /0 gi (o, 9xn)da) <kacn 58% (mn)> da

w(@', z,)| dx' dz.,.

wp—

= | e ) )

(4.2.12)

sup
z€Qy

sup
zr, ER

o
3:cn

&'En |

Para a dltima igualdade acima, lembramos que n(k‘xn) =0se x, > % A dltima integral vai a
zero quando k — oco. Logo

z/|<1



4.2. ESPACO H'(Q) 97

N W oY
u——dx = lim u—nidx
o, oz, k=0 Jo, o,

(4.2.13) 2 Jim / LI UL
k—o00 Q. oz, Q4 0xp,

©_ lim Ou Ynpdr = — Ou
k—oco Q4 81‘1-

Pdx.
Q. 0%

Em (1), usamos que 7 converge pontualmente para 1 e permanece uniformemente limitada. Em
(2), usamos que (4.2.12) vai a zero para k — co. Por fim, em (3), usamos (4.2.11).
Observamos que

ou ou ou
71/)6196 = / 7(1'/; xn)cp(x', xn)dx - / 7(x/’ $n)90(x/a 7£L'n)d1'
~/Q+ 8x” Q4+ 8.Tn Q. 81‘71
(4.2.14) = o 788331; (@', zn) (2, 2y )dr — o —88; (2, —xp) (2!, 2, dx
_ ou” / ’
= . (', zn) (2, zp,)dx.

Por (4.2.9), (4.2.13) e (4.2.14), concluimos que

/ u*%dm = g gzn (@, zn) (2, 2y )d.

O

Na proxima proposicao, mostramos que se u € H*(2) tem suporte compacto, podemos estender
facilmente para uma fungao em H'(R™) simplesmente tomando a extensao como sendo zero fora de €.

PROPOSIGAO 159. Seja u € HY () e K C Q um conjunto compacto. Suponha que u(x) = 0 para
todo x ¢ K. Entao g—fj(:ﬂ) =0 para todo © ¢ K e a fungdo @ : R™ — R definida como

~ u(x), x €
“(x){ 0, 2¢9Q

pertence a HY(R™). Além disso, % = v; para todo j € {1,...,n}, em que
J

9 iy zeq
3p, @) = D .
* 0, z¢Q
DEMONSTRAGAO. Seja ¢ € C°(Q\K). Logo
(371@7 P)rz\K) = /Q\K a—xk(m)go(:v)dx =, a—xk(m)go(x)dx = /Qu(x) B (z)dz = 0,

pois u% =0, j4 que u se anula fora de K e ¢ se anula em K. Como C2°(Q\K) ¢ denso em L?(Q\K),
entao % =0em Q\K.
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Agora vamos mostrar que @ € H'(R") e 887“(3:) = v;. Seja x € C°(2) uma funcdo que é igual a

1 em uma vizinhanca de K. Assim,
i@ g2 @as Y [ i) 2@ = [ ) 5 ()i
/cmfuwum—/umgymmmm
2 [ (Mg @+ g @) ) etaras
& /M)M;wmw@—gggmmmx

[ w@etz)ds

Em (1) usamos x& = % Em (2), usamos que px € C°(Q) para todo ¢ € C¥(R"). Em (3),
usamos que Y é igual a um num aberto que contém K e, portanto, suas derivadas sao iguais a zero

nesse mesmo aberto. Em (4), usamos que u g4 difere de zero em K, o que implica y 2% = 2%,
:C]' ij Bacj

Agora estamos em condi¢oes de provar nosso teorema de extensio.

TEOREMA 160. Seja 2 C R™ um aberto limitado de classe C* ou Q = R%. Entdo eriste uma
fungao linear e continua € : H*(2) — HY(R™) tal que E(u)|g = u.

Note que o teorema acima assume a existéncia de uma fungao de extensao £, mas nao sua unicidade.

DEMONSTRACAO. Inicialmente observamos que a Proposicdo 158 pode ser facilmente adaptada
provar o Teorema no caso {1 = R"}. Basta colocar R"} no lugar de Q4 e R™ no lugar de ). Assim, nos
resta considerar o caso de um aberto limitado de classe C!.

Para cada x € 092, consideremos um difeomorfismo H, : @ — U, como na definicdo de aberto de
classe C1'. Podemos supor, sem perda de generalidade que as derivadas de H, e de H ! sdo limitadas.
Como ) C QU (UgeanU,) e Q2 é um compacto, concluimos que

QCcQUU, U...UU,,

De acordo com o Teorema 141, existem fungoes C*° denotadas por (w]) ! tais que supp(¢;) C
Ug,, para cada j € {1,..., N}, supp(¢n41) C Qe ZNH ¥;(x) = 1 para todo x € €.

Sabemos que u o H,, € HY(Q,), pela Proposicao 155. Logo existe uma extensdo v; € H'(Q) de
uo H,,. Pela Proposigao 155, v; o H;J € H'(Uy,,). Seja vjv; 0 Hy' € HY(U,,). Como esta funcéo
de anula fora do suporte de %;, que é compacto, podemos estender esta funcdo para um elemento
em H!(R") pela Proposicio 159 (basta definir a fun¢io como zero fora de Ug,). Da mesma forma,

podemos estender vy ju para um elemento em H!(R™). Vamos continuar denotando essas funcoes
em H'(R") por ¥;v; o H;jl e Pys1u. Seja

N
-1
(w) =Y wjvj 0 Hyl + ¥npru.
=1
Assim, se = € 2, temos
N+1

N
x) =Y v 0 Hyl(x) + Ynru(z Z Yju(@) + Ynyru(@) = u(x).
j=1
Como as extensoes, multiplicagoes por fungoes de suporte compacto e composigoes sao todas

operagoes lineares e continuas, concluimos que £ também é linear e continua. O

TEOREMA 161. Seja Q C R™ um aberto limitado de classe C* ou o conjunto R7%. Sewu € HY(Q),
entdo existe uma sequéncia de fungoes (uj;)jen em C°(R™) tais que lim; o0 [[uj — ul[ g1y = 0.
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DEMONSTRAGAO. Seja £(u) € HY(R™). Veremos logo a seguir na Proposi¢ao 164 que existe uma
sequéncia (u;);jen de fungdes em CZ°(R™) tais que lim; ;oo [|u; — E(u)|| g1 wn) = 0. Logo

i [ — ullgr() < i luj — E()| mr@ny = 0.
O

4.2.2. Espagos H{(f2). Assim como no caso em uma dimensdo, os espagos H}(Q) sdo muito
lteis no estudo do problema de Dirichlet. Para dimensoes maiores do que um, podemos defini-los da
seguinte forma.

DEFINIGAO 162. O espaco H} () é o fecho do conjunto C°(Q) em H' (), ou seja, u € Hi () se,
e somente se, existir uma sequéncia (u;) en, em C2°(€2) tal que lim; o [|u; —ul| 1) = 0. O produto
interno e a norma de H}(Q) sdo os mesmo de H' ().

OBSERVACAO 163. Cuidado! Observe a diferenca: Se Q C R for um aberto limitado de classe C'*
e u € H'(Q), entdo existe uma sequéncia (u;)jen, em C°(R™) tal que lim; o [|u; — ul| g1 (q), pelo
Teorema 161. Se u € HE (), entdo os elementos desta sequéncia devem pertencer a C2°(£2), ou seja,
as fungoes nao sb6 tém suportes compactos, como os suportes também devem estar contido em €.

Se 2 =R", o espago H}(R™) coincide com H!(R™), conforme a proposi¢io abaixo nos mostra.

PROPOSIGAO 164. Seja u € H*(R™). Entio existe uma sequéncia (uj)jen em C°(R™) tal que
lim; o0 [|u; — ul| gr1gny = 0. Em particular, H'(R™) = Hj(R").

DEMONSTRAGAO. Seja u € H'(R"). Consideremos a fungdo ¢; = p; * u, em que p; é dado na
Defini¢ao 134. Logo ¢; € C=(R™) N L*(R™) & tal que lim;_,« [|¢; — ul[z2®n) = 0, pela Proposicao

143. Além disso, vimos que gﬁf = g—’;”[' x u, pela Corolario 139. Porém,
9p; 9p; / 9
— xu(x) = —(r —y)u(y)dy = — — (pj(z — u(y)d
9z, 1) . D, W)uly)dy o (pj(x —y)) uly)dy
ou

) oy Ou _ ., Ou
f/Rnpg(fv y)ayl(y)dy—pg*ayl(x)-

Em (1) usamos que y — pj(xz —y) € C(R™) e que u € H*(R™). Novamente, pela Proposigao
143, concluimos que
0p; . Ou  Ou
j—oo 01y j—oo 01y j—ro0 Oxy n 53317

em que o limite é tomado em L?(R™). Como tanto a sequéncia (¢;)jen como suas derivadas convergem
em L*(R"), concluimos que a sequéncia (¢;) ey converge a u em H'(R™), pois

n

Op;  Ou
: 2 I L 2 J 2 _
jli{go ||<p] — UHHl(Rn) = jh—zgo <||50] u||L2(]R") + ;71: || axl a.’El ||L2(Rn)> =0.

Seja agora n € C°(R™) uma funcéo tal que 0 <7 < 1, que se anula fora de B(0,2) = {z € R™ :
llz]] < 2} e que é igual a 1 na bola B(0,1) = {# € R" : ||z| < 1}. Definimos 7, € C(R™) por
ne(z) = n(xz/k). Logo ny se anula fora de B(0,2k) e é igual a 1 em B(0, k).

Como [(1 — ng(x))pi(z)] < |e;j(z)| e limyoo [(1 — nr(x))p;(x)] = 0, entdo, pelo teorema da
convergéncia dominada, temos

(4.2.15) Jim Jlo; — il 7z = lim /R (1 = m(@)) s (w)|*da = 0.

Note também que, para qualquer [ € {1,...,n}, temos

0 N Ok p;
(4.2.16) pr (Mkpj) = Bz, ¥ + Mk 2,
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Pelo mesmo argumento visto acima, concluimos que

1 0p; ¢p; _
Por fim, vemos que a"’; = %%(g) Note que!
oy 10n ,x
||87xl(pj||L2(R” Hkax (D)eillLe@ny < || ||Lw(Rn)H<PJ||L2 (®")-
Logo
(4.2.18) JLHQOH%%HL?(W =0.

De (4.2.16), (4.2.17) e (4.2.18), concluimos que
0 0,
4.2.1 li — ) - = ny = 0.
(4.2.19) dm 5 ees) = ol =0
De (4.2.15) e (4.2.19), temos
li ;= il g1 gy = 0.
Jimle; — oyl ny = 0

Desta maneira, para cada j € N, podemos encontrar k; € N tal que

1
e — 1k, 051 1 mmy < 7
Neste caso, definindo u; = Tk, € C(R™), vemos que

luj — ull ey < llug — @il @ey + 10 — wllmr@ny-

Como as normas do lado direito vao a zero, concluimos que lim;_, [|uj — u| g1 ey = 0. O

A situagdo para 2 # R™ é um pouco mais complexa. Vamos comecgar vendo exemplos de fungdes
em H}(Q).

PROPOSIGAO 165. Seja u € HY () e K C Q um compacto. Se u(z) = 0 para x ¢ K, entdo
u € HHQ).

DEMONSTRAGAO. Pelo Teorema 153, sabemos que existe u; € C°(R™) tal que lim;_, o |Ju; —
ullp2() = 0 e lim;_, || g;k dxk L 2vy = 0, para todo k € {1,...,n} e todo aberto V C Q tal que V
é um compacto contido em 2.

Seja x € C(R) tal que x(z) = 1 para todo = num aberto que contém K, conforme a Proposi¢ao
140. Assim, yu; € C(52). Basta agora mostrar que lim; o ||xu; — u||g1() = 0. Para as contas
abaixo, observamos que xu = u.

Primeiramente, vemos que

jlggo Ixu; — xullL2) < lIxlle=@) jlggo luj — L2y = 0.

Para as derivadas, seja V' C Q um aberto que contém o suporte de x e tal que V é um compacto
contido em €. Portanto, se k € {1,...,n}, entdo

0 7] . Ox Ou;  Ou
I (xt) — o Ccdlzziy = D g =)+ x (522 = 37 i)
0 Ou;  Ou
< gl llus = ull oy + Ixll~wll 322 = g llaw.

ILembre-se que se f € L2(R™) e h : R™ — R for uma fungio continua limitada, entdo

IAfll L2 mny \/ _|h(2)f(2)?dz < sup [h( x)w z)|2dz = ||kl Loo ) | fll L2 mm -



4.2. ESPACO H'(Q) 101

Agora ¢ facil de concluir que
j im %Ulc XUj D XU)L2(Q) .
O

Gostarfamos de interpretar H{(£2) como sendo o conjunto de fungoes em H'({) que se anulam
na fronteira. Esta interpretacao nao é tao facil como parece. Para tanto, precisamos inicialmente do
seguinte lema.

LEMA 166. Eziste uma fungao G € C*°(R) tal que G(t) =0, se [t| <1, e G(t) =t, se [t| > 2.

DEMONSTRAGAO. Seja x € C°(R) com suporte em [—2,2] e tal que x(t) =1 se ¢t € [—1,1]. Logo
G(t) = (1 — x(¢))t satisfaz as propriedades que procuramos. O

A fungao G definida no lema acima é tal que G'(t) = 1set > 2e G'(t) = —1 se t < —2. Portanto,
G’ & uma fungao limitada.

PROPOSIGAO 167. Seja Q C R™ um aberto limitado e uw € H(2) N C(Q). Se u(x) = 0 para todo
x € 09, entdo u € HE(Q). Por outro lado, se Q for de classe C* e u € HE(Q), entdo u(z) = 0 para
todo x € 0f).

DEMONSTRAGAO. Afirmagdo 1: Se u € HY(Q) N C(Q) e u(z) = 0 para todo x € 0L, entio
u € H}(Q).

Seja G € C*(R) tal que G(t) = 0, se |t| < 1, e G(t) = t, se |[t| > 2. Definimos G, : R — R
por G;(t) = %G(jt). Logo G;(t) =0, se |t| < %, e Gj(t) =t, se [t| > % Note que G tem derivada
limitada, pois G’;(t) = G'(jt) e G & limitada.

Pela Proposigao 154, a funcdo Gj o u :  — R pertence a H'(£2). Como Q ¢ fechado e limitado,
entdo também é compacto. Portanto, v é uniformemente continuo e existe § > 0 tal que, se |z —y| < 9,
entao

1
u(e) —u(y)| < 7

Se d(x,09Q) < §, entao existe y € 9N tal que ||z —y|| < 6. Como u(y) = 0 para y € 912, concluimos
que

u(@)] = fue) = ulo)] < =
Logo Gjou(z) = 0. Desta forma, G; ou pertence a H*(2) e se anula fora do compacto K := {z €
Q:d(z,09Q) > §}. Pela Proposigao 165, Gj ou € H} ().
Como Hj () é fechado, pois é o fecho de um conjunto, basta mostrar que lim; , [|Gj o u —
ul| 1) = 0 para concluir que u € Hj(9).
Para a convergéncia em L?, observamos que

(4.2.20) lim [|Gjou—ulljzq) = lim / |G o u(x) — u(x)|*dr =0,
J—00 Jj—=oo Jo

pois lim; o G; o u(z) = u(x), ja que lim;_,o G;(t) =t e |G, ou(x)| = Ju(z)| < ||ullre=, se |u(z)] > %,
e |Gjou(x)] < %supwe[_ZQ] |G (2)], se |u(x)] < % Assim, G; o u é uniformemente limitada e (4.2.20)
segue do teorema da convergéncia dominada.

Por fim, se k € {1,...,n}, entéo, derivando pela Proposigao 154, obtemos

0 x ou ou 2,
Jim 157Gy ou= 2 ey = tim [ [Gyule)) (o) = 5 @) = 0
, 8u ou 9
= Jim [ 16 u(e) @) = (e =0,

pois lim;_, G'(ju(z)) = 1 se u(z) # 0. Usamos novamente o teorema da convergéncia dominada.
Afirmagao 2: Se u € H}(Q) NC(Q) e Q € de classe C*, entdo u(x) = 0 para todo x € I .
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Vamos primeiro provar que se u € H(Q+) N C(Q,), entdo u(z’,0) = 0, para todo ||z'[| < 1.
Seja (uj) € C°(Q4) uma sequéncia tal que lim; . [[u; — ul[g1(g,) = 0. Como u; tem suporte
compacto, entdo u;(z’,0) = 0. Portanto, para (z’, z,) € Q+, temos

Tn B'LLJ'

0 63771

o ([ potetmntasn oz < 2 ([ ([
(4.2.21) i/x/d (/O (/O 95 (4 )‘dt) da:n) dz’

ox,
Lo (L G2 yor) o= [ (f
- z' t)| dx, | dt ) dz’ =
€ Jjz'j<1 \Jo 0 &Un( ) lz’|<1 \Jo

Para tomar o limite j — oo na expressao acima, note que
€ 15
[ [ e~ [ [,
|z'|<1 J0 l'|<1 Jo
€
S/ / (2, 2,)| — Ju(a’, z,)|| da’dy,
|z'|<1J0
1>
= / / |uj (I/, x”) - U(l‘/, In)| dx,dxn
|z’'|<1J0

€ g
< / / dx'dzy, / / luj (2, 2) — u(z!, x,)|? da’da,,.
lz'|<1 Jo lz'|<1 Jo
€ €
'lim/ / |uj(m’,xn)|dx'dxn:/ / lu(x', z,)|d2’ day.
J=90 Jiz'|<1 Jo |z’'|<1J0

Da mesma forma, prova-se que

lim (/ auj(x’,t)‘dt>dx// </
I Jiz|<1 \Jo Oxp lz’'|<1 \JO

Portanto, tomando o limite j — oo em (4.2.21), obtemos

n)|dz'dzy, <
/|x|<1/ |U33 v |CU v | 8:177,

Como u é continua, podemos tomar o limite ¢ — 0 na expressao acima para obter
[ ol <o,
'] <1
. ;o
ou seja, u(z’,0) = 0.

O caso geral segue através do uso de particdo da unidade e localizagdo, isto é, difeomorfimos do
tipo H : Q@ — U que definem os abertos de classe C*. O

w; (2! z,) = (', t)dt.

Assim,

6“] /

IN

%(m’, t)‘ dt) da’

Logo

ou
oxy,

— (2, t)‘ dt> dx’.

x ,t) ’dtdm

z’|<1

EXEMPLO 168. Consideremos um aberto  limitado de classe C' em R™, n > 1. Logo a funcdo
u:Q — R dada por u(z) = 1 é uma funcio que pertence a H'(Q), porém nio pertence a H}(Q2). De
fato, ¢ uma fungao continua que nao se anula na fronteira. Em particular, vemos que H'(Q) # Hg ().

OBSERVAGAO 169. Vimos anteriormente que H'(a,b) C C([a,b]). Assim, usando os mesmos
argumentos anteriores, podemos provar que u € H'(a,b) é o limite de uma sequéncia de funcoes em
C>(Ja,b[) se, e somente se, u(a) = u(b) = 0. Portanto a nova definigio de Hg () coincide com a
anterior no caso unidimensional.
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Vamos finalizar com a importante desigualdade de Poincaré. Ela é fundamental para o estudo do
problema de Dirichlet.

PROPOSIGAO 170. (Desigualdade de Poincaré). Seja @ C R™ um conjunto limitado. Entdao existe
uma constante C > 0 tal que

/ u?(z)dx < C/ Vu(z) - Vu(z)dz, Yu € Hi(Q).
Q Q

DEMONSTRAGAO. Como () é limitado, existem a < b tais que, se x = (2, z,) € Q, entdo x,, €]a,b|.
Assim, se u € C°(Q), entdo

, 9 Tn au , 2 Tn 9 Tn au , 9
lu(z’, z,)|* = T(m ,8)ds| < 1%ds 8—($ ,8)“ds
a Ln a a Ln
Ty b
= (zp, —a) 867“(3:’, 5)%ds < (x, — a) %(m’, s)%ds.

Integrando em x,,, obtemos

b b b 2 b
ou (b—a) ou
! 2 < o ! 2 / 2 )
/a lu(z’, x,)|*da, < /a (xn a)/a —axn (', s)*dsdx,, = 5 /a —axn (2, s)%ds

Por fim, integrando em z’, temos

lu(z)|?dx = |u(z)|*dz = lu(z', x,)|?dz, | do’ = b|u(x’7xn)|2dxn dx’
frotor= e [ ([wsmiri)os= ([

(b — a)2 / /b Ou /2 / (b — a)2 u / 2
< —_— _ - -
< 5 o\ e (2, s)%ds | dx 5 s () zp)*dx

(b—a)?
2 Rfl

D

OBSERVAGAO 171. Observe que a demonstracdo acima nos mostra que se @ C R™ é tal que
z = (x1,...,2,) € Q implica que z; € [a,b] para algum j € {1,...,n} (2 esta contido numa faixa no
eixo z;), entao
b—a)? ou
/|u(x)|2dx P iy LT
Q 2 o 0z

4.3. Aplicacao: Existéncia de solugoes fracas usando espagos H'(Q) e H}(Q2)

Nesta se¢ao usaremos os espagos de Sobolev para demonstrar a existéncia e unicidade de uma
solugao fraca para os problemas de Dirichlet e Neumann em um sentido analogo ao que fizemos na
Secao 3.2, quando tratamos de problemas variacionais em uma dimensao.

Nossa abordagem seguird os seguintes passos:

e Definimos o que ¢ uma solugio classica, usando espagos C?(€2).

e Definimos solugdes fracas em um espago de Sobolev apropriado e provamos que uma solugao
classica tem que ser uma solucgao fraca.

e Usamos o que aprendemos de analise funcional (em particular, o Teorema de Lax-Milgram)
para provar a existéncia e unicidade de solugoes fracas. Concluimos, assim, que, se uma
solucao classica existir, entao ela é tnica, pois é igual a tnica solugao fraca.

e Mostramos por fim que, se a solucao fraca estiver em C?(Q), entdo u ¢ uma solucgdo classica.

Uma pergunta que surge naturalmente na nossa abordagem é: Quando é que uma solugao fraca esta
em C2(Q) afinal? Isto serd abordado apenas nas se¢oes posteriores quando enunciarmos resultados de
regularidade.
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4.3.1. Problema de Dirichlet. Comecaremos com o problema de Dirichlet. Para tanto, con-
sideremos  C R™ um aberto limitado, A > 0 e f € L?(Q2). Gostarfamos de achar um fungio u que
resolva o problema abaixo:

Au(z) — Au(z) = f(x), x€Q,

(4.3.1) u(r) =0, x€oN.

Precisaremos deixar claro o que entendemos como solugao do problema. Vamos ver dois tipos de
solucao: a solucgao classica e a solucao fraca. Abaixo, definimos a solugao classica.

DEFINIGAO 172. Dizemos que u € C?(Q) é uma solucio cldssica do problema de Dirichlet se
u € C%(Q) e u satisfazer a Equagio (4.3.1).

Observe que, para que u seja uma solucao classica, precisamos que f seja uma funcao continua
(isto é uma condigao necessaria, mas nao suficiente!). Vamos supor que a Equagao (4.3.1) admita uma
solugdo classica u € C%(Q). Logo se ¢ € C°(£), temos

)\/ dxf/Au x)da::/gf(x)cp(z)dx

Usando a Proposigao 147, temos

/QAU d:c—Z/ Z/axk &Ek dx—/Vu - Ve(z)dz.

Logo

(4.3.2) )\/ dx+/Vu -Vo(x dm—/f

Seja v € HE (). Sabemos que existe uma sequéncia (p;);en de fungdes em C2°(£2) que converge

para v em H'(Q2). Logo p; e amJ convergem para v e 887“ em L2?(Q), para todo k € {1,...,n}. A

Equagao (4.3.2) implica que

dp; O .
(4.3.3) AMu, @; L2(9)+Z % 90 L(Q) (fiej)rz, Vi€EN,

pela defini¢do de produto interno em L?(2). Portanto, tomando o limite para j — oo em (4.3.3),
concluimos que

(4.3.4) )\/ u(z)v(x)dw+/ Vu(m)~Vv(z)das:/f(x)v(:z:)dx, Yo € Hy(9Q).
Q Q Q
Como u € C?(Q) C C*Q) e u(z) = 0 para todo x € 9N, concluimos que u € H}(Q), pela
Proposigao 167. Isto motiva a definigdo de solugao fraca dada abaixo.

DEFINIGAO 173. Dizemos que u € H}(Q) é uma solugdo fraca do problema de Dirichlet (4.3.1)
se u € HY(Q) e u satisfaz a(u,v) = F(v) para todo v € H}(Q), em que a : H}(Q) x HY(Q) - Re
F: H}(Q) — R sao dados por

a(u,v) = )\/ uvdx —|—/ Vu - Vudz,
Q Q

Flv) = /Q Fudz.

Por (4.3.4), vemos que toda solugao classica é uma solugao fraca. Note que, ao contrario da solugao
classica, nao precisamos que f seja continua para que a solugao fraca exista. De fato, o seguinte teorema
é valido.

TEOREMA 174. Para toda f € L*(Q), existe uma tinica solugdo fraca de (4.3.1).
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DEMONSTRAGAO. Basta provar que a : H}(Q) x H}(Q) — R é uma fungdo bilinear, continua e
coerciva e que F : H}(2) — R ¢ uma fungao linear continua. O resultado seguird de Lax-Milgram,
Teorema 94.

Afirmacao 1: A fung¢ao F € linear e continua.
A linearidade é simples. Para a continuidade, basta ver que

o) =| /Q foda| < \/ /Q f“'dz\/ /Q v2dz = | fll 2@ 0l 2@y < 112 1]y 0)-

Afirmacao 2: A funcao a € bilinear, continua e coerciva.
A bilinearidade é simples. Para a continuidade, observamos que

ou Ov
a uv|—|/\\|/uvda:|+z /Backamk

ou ov
< Ml 2y o]l L2e0) + Z H%HL?(Q)H%HH(Q)
k=1

< IMull ga o 101z 0y + D Nl @y ol o
k=1

< (n 4+ D lull g e l1ol g @)

Para provar coercividade, consideremos primeiro o caso em que A > 0. Neste caso, temos

2
uu|—)\/ dx+§/98xkdx
> min{1, \} (/ u?dx + g /a— dx) :min{l,)\}HuH?{l(Q).
Tl 0

Consideremos agora o caso em que A = 0. Neste caso, usando a constante C' > 0 da desigualdade
de Poincaré visto na Proposigéo 170, vemos que

1 1
|a(u,u)|: /aiﬁk :§/§2|Vu|2dg:+§/ﬂ\Vu|2d:z:
1
— Vqua:—F—/ ul?dx
5 Q| | 5C Q| \

1 1 1 1
> 2 2 = 1
mm{2 20}(/Q|Vu| d:r+/ﬂ|u| dsc) mln{2 20}“ ||H (DN

Assim, a é coerciva. O

Y

Como as solugoes fracas sao tnicas e como toda solugao classica é uma solucao fraca, entao, caso
exista uma solugao cléssica, ela deve ser tinica. Afinal ela seréa a igual a tinica solucao fraca do problema.

Mas quando é que uma solugao fraca é uma solugao classica? Ja vimos que f deve ser ao menos
continua. Abaixo, vamos mostrar que se u é uma solugio fraca que pertence a C%(Q), entdo u é uma
solugao classica.

TEOREMA 175. Seja u € HE(Q) uma solugdo fraca de (4.3.1). Se Q tem fronteira OQ de classe
Cl eu e C*Q), entdo u é uma solucdo cldssica.

DEMONSTRAGAO. Pelas hipoteses, u € HH(Q)NC?(Q) € HE(Q)NC(Q). Como € tem fronteira de
classe C'!, entdo, pela Proposigao (167), vimos que u(x) = 0 para todo z € Q. Portanto, a condigao
de contorno ja esta satisfeita.

Consideremos ¢ € C°(Q2). Como C°(Q) C Hi(£), temos

)\/ dx—l—/Vu -Vo(x dx—/f
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Usando novamente a Proposi¢ao 147, concluimos que

/Q(m) Au(z d:v—/f

(/\quuffagp)LQ(Q):(L VQPECSO(Q)
Como C°(12) ¢ denso em L?(f2), concluimos que \u — Au = f. O

ou seja,

4.3.2. Problema de Neumann. Vamos agora repetir os argumentos da secao anterior para
estudar o problema de Neumann. Para tanto, consideremos um aberto limitado 2 C R™ de classe
Cl, A >0e f € L?Q). Note que aqui consideraremos apenas o caso A > 0. O caso A = 0 é mais
complicado e serd proposto na lista de exercicios para entregar.

Gostariamos de achar um fungdo u que resolva o problema abaixo:

Mu(z) — Au(z) = f(z), z=€Q,

(4.3.5) ou
a—n(ac) =0, z€09Q,

em que n(z) = (n1(z),...,ny(z)) & o vetor normal que aponta para fora de Q em z € 9. Lembramos
que

G @) = (Vu(a)n(w)se = Y- Sy o),

para u € C1(Q).

DEFINIGAO 176. Dizemos que u € C?(Q) é uma solugdo cldssica do problema de Neumann (4.3.5)
se u € C?(Q) e u satisfazer a Equacio (4.3.5).

Novamente, uma condigao necesséaria para que u seja uma solugao classica ¢ que f seja uma fungao
continua. Vamos supor que a Equagio (4.3.5) admita uma solucio classica u € C?(Q). Logo, se

p € C*(R™), temos
)\/Qu(w)ga(x)d:cf/QAu(:c)go(x)dw:/Qf(x)ap(z)d:c

Observe que estamos usando aqui ¢ € C2°(R™). No problema de Dirichlet, haviamos usado
© € C(2). Usando o teorema da divergéncia (ele é valido, pois §2 ¢ limitado de classe C!), vemos
que

- | Mu@ptayde = = [ (V- (oVul@) = Vila) - Vula) da
. /BQ@(VU(@ n(@)zedS(a) + [ Volo) - Vulaydo
[ e5asts /w V(e )dxf/w ) Vu(a)ds

Assim,
(4.3.6) )\/ dx—|—/Vu -Vo(x dx—/f dx, Yy e CFR").

Seja v € H' (). Sabemos que existe uma sequéncia (¢;)jen de fungoes em C2°(R™) que converge

para v em H'(Q), pelo Teorema 161. Logo ¢; e gfi convergem para v e 6?71; em L%(Q), para todo
ke {l,..,n}. A Equagdo (4.3.6) implica que

dp; 0
(4.3.7) Mu, @) 20 +Z Op; asa

xj)L @ = (f,05)r2, VieN
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Tomando o limite para j — oo em (4.3.7), concluimos que
(4.3.8) )\/ x)dx —|—/ Vu(z) - Vo(z)dz = / f(z dr, Yve HY Q).

Como u € C%(Q) C C1(Q), concluimos que u € H'(Q2). Isto motiva a defini¢ao de solucio fraca
dada abaixo.

DEFINIGAO 177. Dizemos que v € H'(Q) é uma solucdo fraca do problema de Neumann (4.3.5)
se u € HY(Q) e u satisfaz a(u,v) = F(v) para todo v € H*(Q), em que a : H'(Q) x H'(Q) - Re
F: H'(Q) — R sdo dados por

a(u,v) = )\/uvd:ﬂ—l—/ Vu - Vudz,

/ fudzx.

Por (4.3.8), vemos que toda solugao classica é uma solucao fraca. Note que, ao contrario da solugao
classica, nao precisamos que f seja continua para que a solucgao fraca exista. De fato, o seguinte teorema
é valido.

TEOREMA 178. Para toda f € L?(S2), existe uma tinica solugdo fraca de (4.3.5).

DEMONSTRAGAO. A prova é uma repeticao do que foi feito no caso Dirichlet. Escreveremos aqui
a prova completa para facilitar o leitor.

Basta provar que a : H*(2) x H'(2) — R ¢ uma funcdo bilinear, continua e coerciva e que
F: HY(Q) — R ¢ uma fungao linear continua. O resultado seguird de Lax-Milgram, Teorema 94.

Afirmacao 1: A funcao F € linear e continua.

A linearidade é simples. Para a continuidade, basta ver que

v =| / fodz| < \/ / deaf\/ / v2dz = ||l llolzey < 11z ol .

Afirmacao 2: A funcao a € bilinear, continua e coerciva.
A bilinearidade ¢é simples. Para a continuidade, observamos que

ou Ov
a uv|—|/\\|/uvda:|+z /maxk

ou ov
< Ml 2y o]l L20) + Z H@HL?(Q)H@HL?(Q)
k=1

< Mllulle @0l @) + > lullm @ llvllm e
k=1

< (n+ ADIull @) o]z @)-

Para provar coercividade, basta observar que

la(u, u)|—)\/ de—l—Z/a—xk dx
> min{l, A} (/ 2dx+2/ o dfﬂ) :Inin{la)‘}Hu”%il(Q)'

Assim, a é coerciva. O

Como as solugoes fracas sao tnicas e como toda solugao classica é uma solucao fraca, entao, caso
exista uma solugao cléssica, ela deve ser tnica. Afinal ela sera a igual a tinica solucéo fraca do problema.
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Mas quando é que uma solugao fraca é uma solugao classica? J& vimos que f deve ser ao menos
continua. Abaixo, vamos mostrar que, se u é uma solucio fraca que pertence a C?(f2), entdo u é uma
solugao classica.

TEOREMA 179. Seja u € HY(Q) uma solugdo fraca de (4.3.5) e u € C?(Q2), entdo u € uma solugdo
classica. (Como em toda essa subse¢do, 0 C R™ € aberto, limitado e de classe C').

DEMONSTRAGAO. Consideremos ¢ € C2°(R™). Pelo teorema da divergéncia, temos

/f )z = A /u() dx—i—/Vu Vo(a)ds

- / dx—/Au Ddr+ [ L)) de.

o0 On

(4.3.9)

Se ¢ € C*(Q) C CP(R™), entao p(z) = 0 para todo = € 9. Neste caso, temos

| Oate) - Suw)) pla)ds = [ fa)ola)ds
Q Q

(Au—Au—=f,0)r2g) =0, Vo€ CT(Q).

Como C°(Q) & denso em L?(f2), concluimos que Au— Au = f. Aplicando este resultado a (4.3.9),
concluimos que

/f x)dr = A / dx—/Au x)dx + a—u(:v)@(x)dx

on
- [ rs@o [ %x)@(x) v, :

ou
— T
850 on

Portanto,

ou seja,

(4.3.10) p(x)de =0, VYee CX(R"™).

Suponha que g—“(xo) > 0 para algum zg € 9Q. Como u € C'(), entdo existe 6 > 0 e uma
constante g > 0 tal que 9%(z) > ey para todo x € 9 tal que ||z — zo|| < 8. Seja x € C(B(wo,0))
uma fungao tal que x > 0 e x(z) = 1 para todo x € B(zg,6/2). Assim,

0 0
—u(ac)x(ac)dx > / u( Ydx > 50/ dz > 0,
a0 On 9QNB(z0,6/2) on O0QNB(z0,6/2)

pois faﬂmB(zo,é/z) dx € a area (ndo nula) do pedago da superficie 9Q N B(zg,0/2). No entanto, por

(4.3.10), deveriamos ter [, g—fL( )x(z)dx = 0. Isto é um absurdo. Logo —;‘L(z) nao pode ser positivo

para nenhum z € 9€2. Usando o mesmo raciocinio, g—Z(x) nao pode ser negativo para nenhum z € 9f).
Concluimos, assim, que %(x) = 0 para todo z € 9. O

4.4. Caracterizagao dos espagos H'(R";C) usando transformada de Fourier

Uma ferramenta bastante atil no estudo dos espagos de Sobolev é a transformada de Fourier. Para
conseguir utiliza-la de maneira adequada, precisaremos trabalhar com espacos de fungoes com valores
complexos.

Assim, consideraremos nessa se¢ao espagos de Sobolev com valores em C. A definigdo, dada abaixo,
é a mesma que a dada para o caso real, porém todas as funcbes tém valores em C. Em particular,
toda funcao no espago de Sobolev real pertence ao espaco de Sobolev complexo.

DEFINIGAO 180. Seja k € {1,...,n}. Dizemos que u € L?(R"; C) tem derivada fraca 6,8—“ se existir

v € L2(R™; C) tal que

/Rn u(x)aa—i(x)dw =— /n v(z)p(z)dz, Yo e CFR™C).
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Neste caso, denotamos v por . O conjunto H!(R"; C) consiste de todas as funcdes u € L?(R";C)

que possuem derivadas fracas 6—” para todo k € {1,...,n}. E um espaco de Hilbert com o produto
interno

(f,9) i ®ric) = / f(z)g(z)dx —|—Z/n§£j( );;J( x)dz.

Assim como no caso real e usando a mesma demonstragao, podemos provar que CS°(R"™; C) é denso
em H'(R™;C). Vamos agora caracterizar esses espacos usando a transformada de Fourier.

TEOREMA 181. As sequintes propriedade sio vdlidas:

i. Sejau € L*(R™C). Logo u € H'(R™C) se, e somente se, £ € R™ — (14 ||€]|?)Y%a(€) €
L?(R™;C).

ii. O produto interno de H*(R™;C) pode ser escrito como

(o)) = [ T+ 1)de

DEMONSTRAGAO. Afirmagdo 1: Seu € H'(R";C), entio & € R™ — (1+]|¢]>)*/20(¢) € L2(R™; C).

Suponha que u € H*(R";C). Seja (u;)jen uma sequéncia em C°(R";C) tal que lim;_yoo [|u; —
u g1 (gn,cy = 0. Como a transformada de Fourier F : L?(R"*;C) — L%*(R™;C) é unitaria, concluimos
que

lim [|Fu; — Fullpznc) = lim [u; — ullr2@nc) =0,
Jj—o0 J—o0

Ou; ou Ou;  Ou
lim ||.7:( zk) _.7: () HL2(R"; ) = 11m ||7J — 7|‘L2(R";C) = O, Vk‘ (S {17...771}.

j—oo Oxy, oz,  Oxp

As fungdes z — e~ ¢ € CL(R") e gﬂ € C}(R") satisfazem as hipoteses da Proposigao 147.
Portanto,

F (%) (€)= / . GW%(@M = [ 2 (@)

(4.4.1) 7 O

- /n(fifk)efm'guj(x)dx =& /n eiiz'éuj(x)dx = €0, (€).

Lembramos que o é apenas outra notacao para Fu.

Como 4; converge a i em L?(R"; C), entdo, passando para uma subsequéncia se necessério, po-
demos supor que %; converge para i pontualmente (para quase todo ponto)?. Assim, concluimos que
& — i€, 0,5 (€) também converge pontualmente para & — €4 (&) (para quase todo ponto).

aa;k
passando para uma subsequéncia se necessario, concluir que § — i§,0;(§) também converge pontual-

Como & — &1, (&) = F (%) (€) converge para Fu em L?(R™;C), entdo podemos, novamente

mente para Fu (para quase todo ponto). Portanto, F (8”) (&) = i 0(€), para quase todo ponto.

2Dizer que 4 converge para 4 pontualmente para quase todo ponto quer dizer que existe um conjunto S C R™
tal que lim; o0 45 (€) = 4(€) para todo £ € R"\S e [, dx = 0, ou seja, o volume da regidgo onde ndo ha convergéncia
é zero. (Para quem conhece medida e integrac@o, lembramos que devemos supor também que o conjunto S deve ser
mensuravel).

A demonstragao de “se 4; converge a 4 em L2%(R™; C), entdo existe uma subsequéncia (@), )ken que converge para
4 pontualmente para quase todo ponto” pode ser encontrado no Rudin (Real and Complex Analysis), por exemplo. E
um resultado conhecido de medida e integracao.
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Como % pertence a L2(R";C), entdo ]-"((%2) também pertence a L%(R";C). Logo & —

ieni(e) = F (%) (€) pertence a L2(R™; C). Assim,
| Jasngrzae] s [ 1+Z|§J )[de
= [ tate)ae +Z | e
S RUCT Z L (gu) GIRG
— [ 1a |2d5+2 /

ou
= sy + 5 2 qensc) < oo
g=1 77"

Em (1) usamos que F é unitaria.

Logo £ € R™ > (1 + €])/2a(€) € I2(R™:C).

Afirmagdo 2: Se £ € R™ — (1 + ||€]|2)'/2a(¢) € L*(R™;C), entio u € H(R™;C).

Suponha que & € R” ~ (1 + [¢]2)Y2a(¢) € L*(R™C). Como |&] < (1 + |€2)'/? para todo
k € {1,..,n}, entdao i&a € L?(R";C). Vamos definir vy, = F1(i&a) € L2(R™;C). Assim, se
p € CX(R™) e 1p =, entdo

[ @ g2 @ds [ a7 @ [ Fuor () ©as 2 [ s

= / i ©p©de L — | Figa,) (@) F L) (@)de

=— / v (x)Y(x)de = — / Z(I)(p(m)dﬂ;

Em (1) e em (3) usamos que F e F ! sdo unitarias, respectivamente. Em (2), usamos o mesmo
argumento que em (4.4.1). Concluimos que a derivada fraca 6% existe e é igual a vg. Portanto,
u € HY(R"™;C).

Afirmagao 3: (u,v) g (rnic) = Jgn O 1+ |[€]|?)d€, para todo u,v € H*(R™; C).
Basta observar que

/Rn(HIIEII Ja(E)o(ENde = +Z [ GueEue

]R’!L
= v(z)dz + / dx.
/ n Z n 81’1 8% )
Em que usamos que a transformada de Fourier é unitaria na ultima igualdade. O

4.5. Espacos H™(Q)

Vimos nas secdes anteriores as definigdes e os principais resultados sobre os espacos H!(Q2), além
de importantes aplicacoes para o estudo de solugoes de problemas de contorno elipticos.

Nessa secao, definiremos os espagos H™(2) para todo m € N. Para facilitar, denotaremos
H%(Q) := L?(Q). Depois iremos enunciar os principais resultados, sem prova-los.

Como aplicagao, vamos enunciar o teorema de regularidade para o problema de Dirichlet e dar
uma condicdo suficiente, mas néo necessaria, para que uma solucao fraca seja uma solugao cléssica.
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DEFINIGAO 182. Seja Q C R™ um aberto. O espago de Sobolev H™(2), m € N, é o conjunto de
todas as fungoes u € H'(Q) tais que 87“] € H™1(Q), para todo j € {1,...,n}.

Pela defini¢ao acima, dada u € H™(2), podemos derivé-la até m vezes no sentido fraco. Portanto,

B ( il (62’;)) para 0 < k <me i; € {1,...,n} para todo j € {1,...,k}, estd bem definida: Se

Bxil 61712

p € C(Q), temos

/ 0 0 ou dzf—/ 0 ou &pdx
q Oz, \Oxyy ' Oy, = o Oz, ' Oxy, 83:“

_/ 0 ou 0% do — / _ %
- Jq 0xi, \ 0wy, ) Oiy0xy, T 8:% 8:@2895“

Como ¢ € C(Q), entdo as derivadas de ¢ comutam. Assim, se 7 : {1,...,k} — {1,...,k} for uma
comutagao (ou seja, uma fungdo bijetora), entao
ok

(—1)* 8k—spdx =(-D)* [ u dz
Q &rzkaxlzax“ QO axiw(k)...axiﬂmaxim)

B / 9 d du od
O 8-'17i,r(1) 8$iﬂ(2) (%ziﬂm

Concluimos, assim, que a ordem da derivagao fraca nao importa. Isto é analogo ao que ocorre com
derivadas classicas em C™ (). Tal como nas derivadas classicas, podemos usar a notagao:

ok 0 0 Ju
Bxilamh..@xik o 6$i1 8.731'2 8%

para as derivadas fracas de ordem mais alta.

Como a ordem de deriva¢do ndo é importante nos espagos H™(2), a notagdo de multiindice
costuma ser muito util. Para a € N}, com |a| < m, e p € C°(£2), vemos, usando o mesmo argumento
anterior, que

Oupdr = (—1)1e! / udgpdr, Yo e CX(Q).
Q Q
Resumindo, podemos dar a seguinte caracterizagao de espagos H™ ().

PROPOSIGAO 183. Seja 2 C R™ um aberto. Dizemos que u € H™(Q)) se, e somente se, para todo

a € NI com |a| < m, existir u, € L*(2) tal que

(4.5.1) / ud®pdx = (—1)le / ugpdr, Vo € CZ(Q).
Q Q
Neste caso, 05U = uq,.

DEMONSTRAGAO. Vimos que se u € H™ (), entdo 0%u satisfaz (4.5.1). Por outro lado, se existir
uq € L2(Q) que satisfaz (4.5.1) para todo |a| < m, entdo u tem todas as derivadas fracas de ordem
menor ou igual a m. Portanto u € H™(Q). O

Como o conjunto C2°(£2) ¢ denso em L?(2), existe no maximo uma fungio u, que satisfaz (4.5.1)
para cada |a| < m. Portanto, as derivadas de ordem mais alta também s@o unicamente definidas (para
quase todo ponto, como sempre).

Um ponto fundamental da teoria é a completude do espago H™(£2), como visto abaixo.

TEOREMA 184. O espago H™() € um espago de Hilbert com produto interno
(u,'U)Hm(Q) = / aa )dl‘
|a]<m

As seguintes propriedades dos espagos H™()) podem ser demonstradas com argumentos anilogos
aos usados para o espaco H'(f).
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PRrROPOSIGAO 185. Seja 2 C R™ um aberto limitado de classe C*°. Logo

1) (Extensao) Existe uma transformagao linear continua € : H™(Q) — H™(R™) tal que E(u)(x) =
u(x), para todo x € Q.

2) (Aprozimagao) Dado w € H™(QY), existe uma sequéncia (u;)jen de fungdes em C(R™) tais
que lim; o [|uj — ul gm o) = 0.

Em R" também temos o seguinte resultado de aproximagao.

PROPOSICAO 186. Sejau € H™(R™). Entdo existe uma sequéncia (u;) en de fungoes em C°(R™)
tais que lim; o ||u; — ul| gm@ny = 0.
Os resultados e defini¢coes acima podem ser trivialmente generalizados para fungoes com valores

complexos®. Para tais espacos, podemos usar a transformada de Fourier para caracteriza-los da seguinte
forma.

TEOREMA 187. Seja k € Ny.

i. Sewu € L*(R%;C), entio u € H*¥(R"™;C) se, e somente se, £ € R™ s (1 + |£]?)*/2a(¢) €
L?(R™;C).

ii. A seguinte funcdo define um produto interno em HF(R";C):

(o) = [ R+ €[ de.

iii. Eziste C > 0 tal que & ||ull grerncy < lullx < Cllullgegn.cy, para todo u € H*(R™;C), em que

Julft = [ 1)

||UH%II»-(R7L;<C) = Z Hagu”Qm(Rn;C)-
| <k

2(1+ l€l®)vde,

Novamente, a demonstracio do teorema acima segue os passos da caracterizagao de H'(R™;C)
via transformada de Fourier. O Teorema 187 nos motiva definir os espagos H*(R";C), para todo
s €10,00][.

DEFINIGAO 188. Seja s > 0. Dizemos que u € H*(R";C) se u € L>(R*;C) e £ € R™ — (1 +
[€%)*/%a(€) € L*(R™; C).

Pode-se mostrar que H*(R"™; C) também é um espago de Hilbert com o seguinte produto interno:
(w.0)e = [ €T+ eI ds.
A norma ¢ denotada como |lul|s = \/(u,u)s. Note que, se t > s >0eue H'(R";C), entao

ol = [ J©P@+ I < [ (a©R0+ el = Jul.

Logo u € H*(R™;C) e a inclusao i : H*(R";C) — H*(R"™;C) é continua.

Usando a teoria das distribui¢oes também é possivel estender a definigao de H*(R"™; C) para s < 0,
mas nao o faremos aqui no curso.

Até este momento, quase nao provamos nada nesta secdo. Apenas enunciamos os principais resul-
tados, que, como ja dissemos anteriormente, podem ser provados de maneira semelhante aos resultados
vistos para H'.

Vamos finalizar, demonstrando dois novos teoremas que sao uteis para aplicagoes: O teorema do
trago e o teorema de inclusao de Sobolev.

3Neste caso, o produto interno é dado por

(u,v)gm(a;c) = Z L@Su(m)&gv(x)dx.

la|<m
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Vamos comecar com o teorema do tragco.

TEOREMA 189. (Teorema do trago) Eriste uma tinica transformagao linear continua vy : H*(R"; C) —
HY?(R" 1, C) tal que

Yp(a') = ¢(a',0), Ve CZ(R™).
A fungao trago v nada mais é do que a extensdo da funcio de restrigdo de R” em R™~! x {0}.
DEMONSTRAGAO. Vamos usar trés notagoes: F,  para a transformada de Fourier em z,,, F,+ para

a transformada de Fourier em 2’ e F para a transformada de Fourier em = = (2/,x,). Assim, para

p € C(R™; C), temos

1 o0
. ” —iZn€n xlvxn da,, Fl $/7$n / %IH&L 2 )dE s,
Foupl@ &) = = [ el e, Flelw ) = o [ et 6)de
1 —ix’- 1
fx’¢(€/7xn) = (27[_)771;1 A . € 5 gp(x',xn)daj’, ‘F 90('1: J?n - 271_)7121 /]R . f Z‘n) E )
1 iz — -
Fool€) = W/ne So(x)de, F W/ 6,

Note que F = F, . F,,. Para cada 2’ € R"7! a fungdo =, — ¢(2’,z,) pertence a C(R;C).
Usando a transformada de Fourier na variavel z,,, obtemos

1 R
‘P(x,vxn) = \/727_(/ emn&fxn‘p(zlagn)d&r
Assim,

]:acn 7£n)d§n

o,

Om/

Seja g € C°(R"~1; C) definida como g(2') = p(2’,0). Logo

1 o
fx/g fl = — / 67”‘, -5 g I/ dl‘/
( ) (27T)T Rn—1 ( )
1 —iz’-&’ 1 o0 , ,
B (27‘1’)7n%1 Rn—1 € E fxn@(x agn)dfn dlL’
1
T e / = / e ip(a!, ) dandnda’
i 2 Rn—1
1 S 77;2?/'5/ iz ,
\/ﬂ 5 Jons e e Sa(l’)d.iﬂ dé, = E ]:ga(f ,fn)dé‘n.
Assim,

/ Farg(€)2(1 + [I€']2)1/2de’ = / | / Fol€ €021+ [€]2)2de’

= 5= |/ Fo(€, &)L+ E1Y2 0 + [|€]3) 1 2den]* (1 + ||€']*) "/ 2de’

Rn—1

1 [ ireeerarigrs) ([ aviar ) o e i

2 — 00 —00
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Agora observe que

| aslery e = [ asigp e

—0o0 —00
—1

(o)) e
e 1+ €2 (L+1€12)

1 o0 1 T
e I ERE /_w v = W ez

Logo, existe uma constante C' > 0 tal que
91y gry < € [ 1FEPA+ €IS = Cllolen

Como C2°(R™) & denso em H'(R™), obtemos o resultado do Teorema 66. O

CoROLARIO 190. Seja Q@ = R ou Q um aberto limitado de classe C'. Logo existe uma tnica
transformagdo linear continua yq : HY(Q) — L?(0Q) tal que, para todo u € C2°(R™), temos

re(ulg)(@) = ulx), Va € 09,
Note que se u € C°(R™), entao ul,, € H' ().

DEMONSTRAGAO. Como 7 : H'(R™;C) — HY?(R"1;C) e a inclusao i : HY/?(R*;C) —
L?(R"~1;C) sao continuas, entdo i o~y : HY(R";C) — L?*(R""1;C) é continua. Denotaremos por
i oy simplesmente por 4. Restringindo v a fungdes com valores reais, concluimos que v : H*(R") —
L?(R™1) é continua.

Para provar o teorema para R, fixamos inicialmente um operador de extensao & : H 1(]R’_f_) —
H'(R™). Assim, a fungdo procurada é dada por YrRe =7 © E.

Para provar o teorema para 2, procedemos da seguinte maneira. Para cada x € 0f2, consideremos
um difeomorfismo H, : Q@ — U, como na deﬁmgao de aberto de classe C'. Podemos supor, sem perda
de generalidade, que as derivadas de H, e de H ! sao limitadas. Como Q C QU (UzepnU,) e  é um
compacto, concluimos que

QCQUU,, U...UUyy.

De acordo com o Teorema 141, existem fungoes C*° denotadas por (wj)j»vjll tais que supp(y;) C
Us;, para cada j € {1,..., N}, supp(¢)n41) C Qe ZNH Yi(x) = 1 para todo z € Q. Em particular,
Z;V:l ¥j(x) = 1 para todo = € 0.

Sabemos que u o H,, € H'(Q4), pela Proposigao 155. Logo existe uma extensao v; € H'(Q) de
uo H,,. Usando a Proposi¢ao 165, concluimos que v; o Hy v; € HY(R™). Assim, podemos definir

'yQu Z’y el Hx]U] (Hijl(x)), x € 0N.

Note que se x € Qe u € C’g"(R"), entao H, '(zr) € R"~" x {0} e

N N
You(e) = 301 0 Hay o) (Hy ) = 3 vy 0 Hay (H; () uo Hy, () )
J;{ J=
= > v@ula) = u(a)

Para o teorema de imersdo de Sobolev, vamos inicialmente definir a classe de funges C7"(R™).
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DEFINIGAO 191. Seja m € Ng. O espaco Cy*(R™) consiste em todas as fun¢ées em C™(R™), cujas
derivadas de ordem menor ou igual a m sdo todas limitadas. Para este espago, definimos a norma
ue CP'(R") — ||u||cgn(Rn) € [0, 00| por

”U”Cg”(R"): Z 103 ull oo (rn)-

o] <m.
Vamos precisar da seguinte proposigao.

PROPOSIGAO 192. Seja (uj)jen uma sequéncia de Cauchy em CJ*(R™), ou seja, uma sequéncia
para a qual, para todo € > 0, existe N € N tal que se j,k > N, entdo ||u, —uk”C{)ﬂr(Rn) < e. Logo eziste
u € Ci(R™) tal que lim; o0 [Ju; — ullcprrny = 0.

Nao daremos a demonstragao da Proposicao 192, porém ela pode ser feita usando os resultados do
capitulo V.6 do Curso de Analise, volume 2, do Elon Lages Lima.

A definigao e as propriedades de C}"*(R") se estendem para fungées com valores complexos também,
que serd denotado por C7*(R™; C).

TEOREMA 193. (Teorema de imersdo de Sobolev) Seja m € Ny e s € R tais que s > m+ 5. Entao
H*R"™;C) c CI"(R™; C).

DEMONSTRAGAO. Primeiramente observamos que, usando derivacao por partes, se u € C°(R"; C),
entao

Dou(E) = L e e T = ol 1 (e )y (x)dx
02u(6) = Gy [ e O = () [ o u(aa
= (Dl [ i e uade = G ae).

Além disso, observamos que, se ¢t > n/2, entao

2yt > 2\—t, .n—1
[astantaes [ as@ [ <o,

pois =2t +n—1< —1.
Assim, se |a] <m et >n/2 for tal que s = m + ¢, entdo

o) = |G [ e Tulae] = [ [ e
(27371/2 L temiaede < s | el el e
1

< n/z\// (L flgl>)m ) IQdS\// (1+ llgll*)~de

< cnuHHs )

Assim, concluimos que existe uma constante C' > 0 tal que
lullep@nicy < Cllullms@ncy, Yue€ H*(R™;C).

Consideremos agora u € H*(R"; C). Pela Proposigao 186, existe uma sequéncia (u;);en de funcoes
em C°(R™;C) que converge para u € H*(R";C). Logo (u;)jen é uma sequéncia de Cauchy em
H?*(R";C). Portanto, também é uma sequéncia de Cauchy em CJ"(R™; C), pois

luj — ukllep gnic) < Cllug — ukl s mnic)-

Assim, (u;);en converge em CJ"(R™; C), pela Proposicao 192, ou seja, existe v € C7*(R™; C) tal
que

lim [Ju; — o]

Jim, cpR50)



4.5. ESPACOS H™(Q) 116

Por fim, se provarmos que u = v, entdo concluiremos que v € C}*(R™; C). Para tanto, seja R > 0 e
X € CX(B(0,2R)) tal que 0 < x <1 e x(x) =1 para todo = € B(0, R). Seja |B(0,2R)| = fB(O o) .
Portanto,

Ixu; — xvllzz@nicy = lIxu; — xvllz2(Bo,2R)c) = \// Ix(uj —v)|[>dx
B(0,2R)

< B0, 2R)|[Ix]l o @) luj — vll Lo @iy
< [B(0, 2R)|[[x]| oe @y lluj — vl

cr(R™C)-

Da mesma forma,

Ixu; — xullL2@nic) = \// IX(uj = w)Pdz < [Ix|| Lo mmlluy — ullL2nic)-
B(0,2R)

Assim, vemos que yu; converge tanto para yu quanto para yv em L*(R™; C). Logo xu = xv, pela
unicidade do limite.

Como x(z) = 1 para « € B(0, R), entao u(x) = v(z). Porém R é arbitrario, o que implica que
U =v. U

COROLARIO 194. Sejam Q um aberto limitado de classe C*°, s e m € Ny tais que s > m + 3.
Entio H*(Q) ¢ C™(Q).

DEMONSTRAGAO. Seja £ : H*(f2) — H®(R") uma extensao continua, como na Proposi¢ao 185.
Logo £(u) € H*(R™) C C"(R). Portanto, ulg, = E(u)|q € C™ (). O

Vamos terminar essa secao com uma aplicacao. Para tanto, vamos enunciar o seguinte teorema,
cuja longa demonstracao pode ser encontrada no Brezis e no Evans.

TEOREMA 195. (Teorema de Regularidade para Problema de Dirichlet) Seja @ C R™ um aberto
limitado de classe C*°. Seja u € HE(Q)) uma solugdo fraca do problema de Dirichlet, ou seja, u € tal
que

/ Vu - Vudr = / fvdz, Vv e Hi(Q).
Q Q

Logo, se f € H™(Q), entdo u € H™2(Q).

Usando este teorema podemos obter o seguinte resultado.

COROLARIO 196. Seja Q C R™ um aberto limitado de classe C*°. Seja u € H}(Q) uma solugdo
fraca do problema de Dirichlet, ou seja, u € tal que

/ Vu - Vvdr = / fvdz, Vv e Hi(Q).
Q Q

Se fe H"(Q2) em > %,

entio u € C*(Q) e u é uma solugdo cldssica, ou seja, u satisfaz

—Au(z) = f(z), x€Q,
u(z) =0, x €.

DEMONSTRAGAO. Basta observar que se f € H™(f), entdo u € H™*2(Q), pelo Teorema 195.
Como m +2 > 2+ n/2, concluimos que u € C?(f2), pelo Corolario 194. Porém ji vimos que se
u € C%(Q) & uma solugao fraca e ) ¢ um aberto de classe C!, entdo u ¢ uma solugao classica. O

Note que pelo critério acima, se 2 C R, entdo basta que f pertenca a C'' para termos uma soluco
classica. Para Q@ C R™ com n = 2 e 3, entdo basta que f pertenca a C?. Estes resultados somente
sao suficientes, mas nao necessarios para a obtencao de solugoes classicas. Em uma dimensao, por
exemplo, basta que f seja continua para que a solucio seja de classe C2.



CAPITULO 5

Equacoes do calor e da onda em ) C R"

5.1. Operadores compactos

Para entendermos o que sdo operadores compactos, vamos antes dar (ou recordar) algumas defi-
nicoes.

DEFINIGAO 197. Seja (H,(.,.)) um espaco de Hilbert. Dizemos que um conjunto K C H é um
conjunto compacto se para toda sequéncia (u;);jen contida em K, existe uma subsequéncia (uj, )ren
convergente e limy_,oc uj, € K. O conjunto K ¢ dito pré-compacto se o seu fecho K for compacto.

Diversas propriedades desses espacos podem ser provadas da mesma maneira como fazemos em
cursos de analise real.

PROPOSIGAO 198. Seja (H,(.,.)) um espago de Hilbert. Entao

a) Se K C H é compacto, entiao K € fechado.

b) Um conjunto K C H € pré-compacto se, e somente se, para toda sequéncia (u;)jen em K existe
uma subsequéncia convergente (nao necessariamente para um elemento em K!).

DEMONSTRAGAO. a) Seja u € K. Logo existe uma sequéncia (u;);en de elementos contidos em
K tal que lim;_,o uj = u. Como K é compacto, a sequéncia admite uma subsequéncia (uj, )ren que
¢ convergente e converge para um elemento em K. No entanto, como (uj, )ken ¢ uma subsequéncia de
(uj)jen, concluimos que limyg_, o uj, = u €, portanto, u € K.

Mostramos que K C K, o que implica que K = K e K ¢ fechado.

b) (=) B

Seja K C H um conjunto pré-compacto. Por definicdo, K é compacto. Portanto, se (u;);en €
uma sequéncia de elementos em K C K, entdo existe uma subsequéncia convergente em K.

(=)

Agora vamos supor que toda sequéncia em K tenha uma subsequéncia convergente em H. Vamos
mostrar que K éum conjunto compacto. Para tanto, suponha que (uj)jeN seja uma sequéncia em
K. Pela defini¢ao de K, para cada u;, existe v; € K tal que |lu; — vj||g < 1/j. Consideremos entao
a sequéncia (vj)jeny em K. Ela admite uma subsequéncia (vj, )xen convergente em K, por hipotese.
Seja u = limg_,o0 v, € K. Vamos mostrar que u = limy_, u;, . De fato, basta observar que

||u - ujk” = Hu — V5, + V5, — ujk” < ”u - Uij + ||Ujk - ujk”'

Como os dois tltimos termos do lado direito acima vao a zero, concluimos que limy_,o u;, = u e,
portanto, (uj, )ken converge. O

Agora estamos em condig¢oes de definir um operador compacto.

DEFINICAO 199. Dado um operador T : H — H linear e continuo, dizemos que 17" é um operador
compacto se, dado um conjunto B C H limitado, o conjunto T(B) = {Txz : x € B} é um conjunto
pré-compacto.

Vamos denotar o conjunto dos operadores compactos de H em H por K(H). Fica a cargo do leitor
provar que K(H) é um subespaco de L(H).
Uma caracterizacao dos operadores compactos é dada da seguinte maneira.

PRrROPOSIGAO 200. Um operador linear continuo T : H — H é compacto se, e somente se, para
toda sequéncia limitada (u;)jen, existir uma subsequéncia (uj;, )ren tal que (Tuj, )wen € convergente.

117
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DEMONSTRAGAO. (=)

Vamos supor que 7T seja um operador compacto.

Seja (uj)jeny uma sequéncia limitada. Assim, o conjunto B = {u; : j € N} é limitado. Como
T ¢ compacta, entdo T leva o conjunto B em um subconjunto pré-compacto. A sequéncia (T'u;) en
tem, portanto, uma subsequéncia convergente, ja que pertence a T'(B). Concluimos que existe uma
subsequéncia (uj, Jxen tal que (Tu;, )ren é convergente.

(=)

Vamos agora supor que para toda sequéncia limitada (u;);en, existir uma subsequéncia (u;, )ren
tal que (T'u;j, )ren € convergente.

Seja B um conjunto limitado de H e (v;) ey uma sequéncia em T'(B). Logo v; = Tuj, em que
(uj)jen € uma sequéncia em B. Assim, pela nossa hipotese, existe uma subsequéncia (u;, )ren tal que
(T'wj, )ren converge. Portanto, (vj, )ren = (Tuj, )ren converge e T'(B) é pré-compacto. Concluimos
que T é um operador compacto. O

ProproOsIGAO 201. Seja (H,(.,.)) um espago de Hilbert. Logo todo operador linear continuo é
compacto se, e somente se, H tem dimensdo finita.

DEMONSTRAGAO. Afirmagao 1: Se H tem dimensdo finita, entdo todo operador é compacto.

Suponha que H tenha dimensao finita. Vamos fixar B = {ey, ..., e, } uma base ortonormal de H.
Seja (uj);jen uma sequéncia limitada. Logo existem ajy tais que u; = >, _; ajrer. Como (uj)jen é
limitado, entao existe M > 0 tal que |Ju;||* < M para todo j € N. Assim,

n
2,12
> ekl = Jlus]|* < oo
k=1
Portanto, a sequéncia ((oj1, 52, ..., 0jn)) jen € limitada em R™. Portanto, existe uma subsequéncia
(0,1, 0,2, ...y iy )ien convergente em R™. Seja
(1,9, .., qp) i= ll_l>r£o(ajll7ajl2’ ey Q)

e definamos u = 22:1 ager. Vamos mostrar que lim;_, u;, = u. De fato,

n
Z |Ozk - ajlk|2 =0.
k=1

Agora, como T' é continuo, concluimos que (T'u;, );en é convergente.

Afirmacao 2: Se todo operador linear continuo € compacto, entao H tem dimensao finita.

Como a identidade é continua, entao a identidade é um operador compacto, pela hipétese acima.
Se H tem dimensao infinita, entdo existe um conjunto B = {e; : j € N} infinito e ortonormal.
Consideremos a sequéncia (e;);jen. Note que I(e;) = e; e a sequéncia (e;) ey € limitada. Porém néo
tem nenhuma subsequéncia convergente. De fato, se (ej, )ren for uma subsequéncia de (e;),en, entéo

n

lim [Ju—w;, || = lim || Y (ar — ajp)ex| = lim
l—o0 =00 = l—o0

||ejk — €l H = \/(ejk = €1y € T 6jk+1) = \/(ejmejk) - Q(ejk’ejk+1) + (ejk+17€jlc+1)
= Jllegll + llejnll = V2.

Logo a subsequéncia ndo pode ser de Cauchy. Assim, ela ndo converge. Concluimos que se todo
operador continuo for compacto, entao H tem dimensao finita. O

Como corolério da demonstragao acima, temos o seguinte resultado.

COROLARIO 202. Seja (H,(.,.)) um espago de Hilbert. A identidade I : H — H é um operador
compacto se, e somente se, H € um espaco de dimensdo finita.

Um dltimo resultado que usaremos bastante é o seguinte.
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PROPOSIGAO 203. Seja (H,(.,.)) um espago de Hilbert, T : H — H wum operador compacto e
F C H um subespago fechado de H. Se T(F) C F, entdo a restri¢io de T ao espago de Hilbert F, ou
seja, T : F'— F, define um operador compacto.

DEMONSTRAGAO. Seja (uj)jenuma sequéncia limitada em F. Logo existe uma subsequéncia
(uj Jken tal que (T'u;, )ken converge em H, pois T' é compacto. Como Tu;, € F para todo k € N e
F ¢é fechado, concluimos que a subsequéncia (T'w;, )yen converge para um elemento de F. Portanto,
T : F — F é compacto, pela Proposicao 200. d

5.1.1. Operadores compactos e autoadjuntos. Entre os operadores compactos, destacaremos
aqueles que também sao autoadjuntos.

DEFINICAO 204. Seja (H, (.,.)) um espago de Hilbert e T : H — H um operador limitado. Dizemos
que u € H\{0} é um autovetor e A ¢ um autovalor se Tu = Au. Neste caso, dizemos que A é autovalor
associado a u e vice-versa.

Se H for um espago de funcdes, como L?(2), é comum chamar os autovetores de autofuncoes.
Note que u € H\{0} é um autovetor associado a A se, e somente se, u € N(T — AI) e u # 0.

Nosso principal objetivo é provar aqui um resultado analogo ao teorema espectral que conhecemos
de &lgebra linear. Queremos mostrar que, quando H for separavel e T': H — H for autoadjunto e
compacto, entdo existe uma base de H formada apenas de autovetores de T.

Vamos lembrar aqui de algumas propriedades dos autovalores e autovetores de operadores auto-
adjuntos.

PROPOSIGAO 205. Sejam (H,(.,.)) um espago de Hilbert, T : H — H um operador autoadjunto.
Sejam u,v € H dois vetores nao nulos tais que Tu = Au e Tv = pv. Se X\ # p, entdo u € ortogonal a
v.

DEMONSTRACAO. Basta observar que
. v) = (s, 0) = (T, v) = (1, Tw) = (1, Av) = A(u,v).
Logo (A — u)(u,v) = 0 e, portanto, (u,v) = 0. O

PROPOSIGAO 206. Sejam (H,(.,.)) um espago de Hilbert e T : H — H wum operador compacto e
autoadjunto. Se A # 0 é um autovalor de T, entado N(T — \) tem dimensdo finita.

DEMONSTRAGAO. Sabemos que F := N(T — \) é um espago de Hilbert, por ser fechado. Note
que %T quando restrito a F' ¢é igual a identidade (observe que u € F se, e somente se, Tu — Au = 0,
ou seja, se %Tu = u). Em particular, %T leva elementos de F' em elementos em F. Pela Proposicao
203, %T : F' — F é compacto. Portanto, a identidade I : FF — F' é compacta. Logo F' tem dimensao
finita, pelo Corolario 202. O

PROPOSIGAO 207. Sejam (H,(.,.)) um espago de Hilbert, T : H — H um operador compacto e
autoadjunto e A o conjunto dos autovalores de T. Logo Agr = {\ € A : |\| > R} € finito para todo
R > 0. Em particular, A é um conjunto enumerdvel e nao possui ponto de acumulagio diferente de
zero.

DEMONSTRAGAO. Suponha que Ag seja infinito para algum R > 0. Logo podemos encontrar uma
sequéncia (A;);jen de elementos distintos em Ag. Consideremos uma sequéncia (e;),en de elementos
tais que ||e;j|| =1 e Te; = Aje;. Como T é autoadjunto, entdo o conjunto C é ortonormal.

Sabemos que T' é compacto, por hipotese. Logo existe uma subsequéncia (e;, )en tal que (Tej, Jren
converge. No entanto, T'e;, = Aj, e;, €

1Tej = Tejll = INjies — Anesll = \/(Ajkejk = A€ Ajiin = Xqi€ji)
= \/lAjk|2(€jk>€jk) = 22 A5 (€5 €0) £ [Aai[* (e, €5,)

= cllles I+ i lles Il = /Ix 2 + 22 > V2R
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Assim, a subsequéncia (T'e;, )ren nao é de Cauchy. Portanto ndo pode convergir. Temos uma
contradicao e concluimos que A é finito.
Observando que A\{0} = UjenA4/;, concluimos que A\{0} ¢ unido enumeravel de conjuntos enu-
meréaveis. Logo A é enumeravel (pode ser finito ou infinito enumeravel).
Por fim, se A tiver um ponto de acumulagao A, # 0, entdao necessariamente havera infinitos
Ral "oy sej A Mas ist tradi i teri t
5 ja, em A|y,|/2. Mas isto contradiz o que vimos anteriormente.
O

elementos em A maiores do que

Um passo fundamental para provar o teorema espectral é a existéncia de autovetores. Isto é o
contetdo da proxima proposicao.

PROPOSIGAO 208. Seja (H,(.,.)) um espago de Hilbert, cuja dimensio é maior ou igual a 1. Se
T : H — H ¢ um operador compacto e autoadjunto, entao ||T|| ou —||T|| € autovalor de T, ou seja,
existey € H, y # 0, tal que Ty = ||T||y ou Ty = —||T||y.

DEMONSTRAGAO. Se ||T|| = 0, entdo T' = 0. Logo todo vetor u # 0 é um autovetor de T', pois
Tu = 0 = Ou. Portanto, zero é um autovalor de T' e a proposicao estd provada. Vamos supor entao
que || 7] # 0.

Sabemos que

[ Tul] u
1T = = 75—l = sup [[Tul| = sup{||Tul : uw € H, |Jul = 1}.
wemnior llull wemvgor lull” =1
Assim, pela definicdo de supremo, existe uma sequéncia (u;);eny em H tal que ||u;|| = 1 e
lim; o0 ||Tw;|| = ||T||. Como ||T|| > 0, podemos supor que || T'u;|| > 0 para todo j € N, sem perda de
generalidade.

Pela hipotese, o operador T' é compacto e a sequéncia (u;)jen ¢ limitada. Portanto, existe um
subsequéncia (T'u;, )xen que converge em H. Por ser uma subsequéncia de (T'u;);en, € claro que
lim || Tug, || = lim |[Tu;| = [T
J]—00 J]—00
Vamos agora estudar a subsequéncia (uj, )ken.
Afirmagao 1: A subsequéncia (uj, )ken converge.

Note que
0 < 1T, — || Tug, [ *ug, |1
= (T%uj, — | Tuj|PPuji, T?uj, — | Tug,|[*uj, )
(5.1.1) = (T, T?uj,) — 2T, (1T, P ) + (7w [P 17w, [ *,)

(1)
= ||T2ujk ”2 - 2||Tujk||2(Tujk7Tujk) + ||Tujk ||4(ujk7ujk)

2)
= 172, 1? = T 1* < 1T 1P gy [1* = 1Tz [1* < ITY* = 1T |1

Em (1), usamos que T é autoadjunto. Em (2) usamos que ||T2| < ||T||?. De fato, se v € H, entdo
17?0l = IT(To)l| < ITIIToll < T2 [l0]l-
Observamos agora que
Jim (7)1 = [T, [|*) = | T)1* = IT)|* = 0.
—o00
Assim, pelo teorema do confronto e pela desigualdade provada em (5.1.1), concluimos que limy o0 T2uj, —
| Tuj, ||*u;, = 0. Como (Tu;, )ken converge e T' é continua, entao (T?uj, )yen também converge. Assim,

T?uj, — (T?uj, — ||Tuj, ||Puj,)  limg_eo T?u;
51.2 li s Ik Jk Jk Jk/) _ o Ik
12 R e = Tus Gk
e a subsequéncia (uj, )xen é convergente.
Afirmagao 2: Seja u = limg_y00 uj, . Logo u € um autovetor de T? e seu autovalor € ||T||?.
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Como T & continua, entao T? também ¢ continua e limy_, o 72uj, = T?u. Portanto, T?u = ||T||*u
pela Equagao (5.1.2). Note que u # 0, pois

Jull = I Jim s, || = Jim g | = 1.

Concluimos que u é autovetor de 7% com autovalor ||T||?.

Afirmagao 3: Sejam u = limy_ oo uj, e v = Tu+ ||T||u. Entdo ou u € um autovetor de T com
autovalor —||T|| ou v € diferente de zero e é autovetor de T com autovalor ||T|.

Vimos que T?u — ||T'||*u = 0. Portanto,

(T = ITINT + |1 T[)w = T*u — | T|*u = 0.

Se (T + ||IT|)u = 0, entdo Tu = —||T||u e —||T|| é um autovalor associado ao autovetor u. Se
v:i=(T+ ||T|)u # 0, entdo
(T—=TlHv =0 = Tv=|T|v
e ||T|| é o autovalor associado ao autovetor v. O

Estamos agora em condi¢oes de provar o teorema principal.

TEOREMA 209. Seja (H, (.,.)) um espago de Hilbert separdvel com dimensio maior ou igual a um
eT : H — H um operador compacto e autoadjunto. Logo existe uma base de Hilbert B = {e; : j € N}
composta apenas de autovetores de T', ou seja, Te; = Aje;, para algum A; € R.

DEMONSTRAGAO. Seja A = {); : j € I} o conjunto enumerével de autovalores, isto é, I = N ou Z.
Pela Proposigao 208, este conjunto ¢ diferente de zero. Para cada A; € A, definimos Ey, = N(T'—);) e
encontramos By, uma base de Hilbert do espago E;. Seja B = U;c1B,;. Este conjunto é ortonormal,
pois By, ¢ ortonormal para cada j € I e os elementos de By e B, sao ortogonais para A # u, pela
Proposigao 205.

Pelo Corolario 60, basta mostramos que B+ = {0} para concluir que B é uma base de Hilbert
(Lembramos que B+ = {u € H : (u,v) = 0,Yv € B}).

Pela Proposicao 52, o conjunto Bt é um subespaco fechado de H.

Ele também ¢é invariante pela aplicacio T, ou seja, T(B*+) € B*. De fato, se u € B+ e v € B,
entdo T'v = \jv, para algum \; € A. Assim,

(Tu,v) = (u, Tv) = (u, A\jv) = A;j(u,v) =0

e, portanto, Tu € B~.

Por fim, se B+ # {0}, entdo o operador T : B+ — B+ é compacto e autoadjunto, pela Proposicio
203. Assim, pela Proposicao 208, concluimos que existe y € B, y # 0 e A € R tal que Ty = \y. Logo
A€ Aeye N(T—)). Como y é ortogonal a todo elemento de By C B, concluimos que y = 0, pois
By & uma base de N(T — \). Isto é um absurdo. Assim, B+ = {0}. O

O seguinte corolario sera tutil para o estudo dos operadores que serao apresentados na proxima
secao.

COROLARIO 210. Seja H um espago de Hilbert separdvel de dimensdo infinita e T : H — H um
operador autoadjunto e compacto. Se T s6 tiver autovalores estritamente positivos (> 0), entao existe
uma base de Hilbert B = {e; : j € N} de H formada apenas de autovetores de H e wma sequéncia
(A\j)jen contendo infinitos elementos distintos tal que:

i. Tej = )\jej.

ii. Para todo j € N, o conjunto {k € N: A\ = \;} € finito.

w. limj*)oo )\j =0.

DEMONSTRAGAO. Pelo Teorema 209, sabemos que existe uma base B = {e¢; : j € N} formada
apenas de autovetores de T'. Isto prova i. Se (\;);en tiver apenas finitos elementos distintos A1, ...,
AN, entao, pela Proposicao 206, o espago H tem dimensao finita, pois H é gerado pelos elementos de
BC N(T—M)U..UN(T — Ay). Isto é um absurdo, pois estamos supondo que dim(H) = co.
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O ntmero de elementos do conjunto {k € N : A\, = A;} deve ser finito. De fato, basta observar que
#{EeN: =X} =dimN(T — \;) < oo,

pela Proposigao 206. Acima # denota o nimero de elementos do conjunto em questao.

Pela Proposicao 207, (\;) jen nao tem ponto de acumulacao diferente de zero. Como cada A; se
repete finitas vezes, podemos ordenéa-los do maior para o menor. Isto prova iii. Por fim, a sequéncia
(Aj)jen € ndo-crescente e limitada. Logo converge. Seu limite deve ser zero, ja que esse é o Gnico ponto
de acumulagao, novamente pela Proposicao 207 O

5.1.2. Operadores nao limitados. Como vimos anteriormente, é natural definirmos o Lapla-
ciano A apenas em subespagos de um espaco de Hilbert. Por exemplo, nos subespagos H?(R") de
L2(R™) ou H?(Q) N HL(Q) de L().

Isso é comum na teoria de equacoes diferenciais parciais: os operadores lineares que correspondem
operadores diferenciais nao sao continuos nem estao definidos em todo o espaco de Hilbert. Isto motiva
a seguinte defini¢ao.

DEFINIGAO 211. Dado um espago de Hilbert H. Um operador nao limitado A : D(A) — H é uma
transformacao linear definida em um subespago de H, denotado por D(A), chamado de dominio de A.
Dizemos que o operador A é densamente definido se D(A) = H.

Note que na defini¢do acima, o operador nao limitado pode ou néo ser continuo (isto pode causar
alguma confuséo entre diferentes referéncias...). Nas aplicagoes em EDPs, ele costuma néo ser continuo.

Operadores nao limitados podem ser definidos através de uma funcao bilinear. Para as definigoes
e resultados abaixo, se V' C H sao dois conjuntos, entao diremos que uma funcao i : V. — H é a func¢ao
inclusao se i(v) = v, para todo v € V.

DEFINIGAO 212. Sejam (H, (.,.)g) e (V,(.,.)v) dois espagos de Hilbert tais que V' é um subespago
denso de H e a inclus@o i : V' — H é continua. Consideremos uma funcao a : V- x V — R bilinear e
continua. O operador A : D(A) — H associado & fungio a é definido da seguinte maneira.

D(A) ={ueV :3f € H tal que a(u,v) = (f,v)u, Vv € V},
Au = f.

Pela defini¢do acima, vemos que A satisfaz a(u,v) = (Au,v)y para todo u € D(A) e v € V.

O operador A esta bem definido. De fato, se existirem f e g em H tais que a(u,v) = (f,v)g =
(g,v)g para todo v € V, entdo (f — g,v)g = 0 para todo v € V. Como V ¢é denso em H, concluimos
que f=g.

Além disso, é simples verificar que D(A) é um espaco vetorial e que A é linear. De fato, se u e w
pertencem a D(A), entdo a(u,v) = (Au,v)g e a(w,v) = (Aw, v) g, para todo v € V. Logo

alau + Pw,v) = aa(u,v) + Pa(w,v) = a(Au,v)g + S(Aw,v) g = (cldu + SAw,v)q.

Assim, pela definigdo, vemos que au + fw € D(A) e A(au + fw) = cAu + SAw.
Para nossas aplicagoes, serd importante que a inclusao ¢ : V' — H além de ser continua, também
seja compacta, conforme definiremos abaixo.

DEFINIGAO 213. Sejam (H, (-,-)m) e (V,(,-)v) dois espagos de Hilbert tais que V' C H. Dizemos
que a inclusao i : V. — H € compacta se

i. i é continua, ou seja, existe C' > 0 tal que ||v||g < C||v||v para todo v € V.

ii. Toda sequéncia (u;)jen limitada em V' (ou seja, sup,cy [luj]ly < 00) tem uma subsequéncia
(uj, Jwen convergente em H (ou seja, existe v € H tal que limy_o ||uj, — ullg = 0).

Note que a defini¢cao acima equivale a dizer que os conjuntos limitados de V sao pré-compactos
em H, ou seja, i leva limitado (em V) em pré-compacto (em H).

A proxima proposigdo garante que um operador linear continuo de H em V pode ser considerado
um operador compacto em H, quando a inclusao i : V' — H for compacta.
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PROPOSIGAO 214. Sejam (H, (-, )g) e (V,(-,-)v) dois espagos de Hilbert tais que V. C H. Se
T : H — V & um operador linear continuo e a inclusao i : V.— H é compacta, entdao ioT : H — H é
um operador compacto.

DEMONSTRAGAO. Sabemos que existem constantes C; e Cy > 0 tais que
li)a < Chllvllv e [[Tully < Collulla,

para todo u € H e v € V, ja que T e i sdo transformagoes lineares e continuas. Assim, i 0 T' é uma
transformacao linear tal que

[ioTullg < Cil|Tully < C1Cs[ul[ -

Portanto, i o T' é continua.
Agora considere (u;);en uma sequéncia limitada em H. Logo existe C' > 0 tal que ||u;||lz < C,
para todo j € N. Portanto,
[Tujllv < Collujllm < C2C, Vj €N
Assim, (Tuj)jen € uma sequéncia limitada em V. Como a inclusdo é compacta, existe uma
subsequéncia (T'u;, )ren que converge em H. Concluimos, assim, que 0T : H — H é um operador
compacto. O

Muitas vezes denotaremos i o T simplesmente por T. Agora vamos ao nosso principal teorema
dessa secao.

TEOREMA 215. Sejam (H, (.,.)g) € (V, (.,.)v) dois espagos de Hilbert e uma fungdo a: VxV — R
tais que

(Hipétese 1) H ¢é separdvel, tem dimensao infinita, V € um subespac¢o denso de H e a inclusao
1:V — H € compacta.

(Hipétese 2) a: V x V — R € uma fungao bilinear, simétrica, continua e coerciva.

Seja A : D(A) — H o operador associado a a. Nessas condigdes, existe uma base de Hilbert
B ={e;:jeN} de H contida em D(A) e uma sequéncia (\j)jen de nimeros estritamente positivos
(ou seja, maiores do que zero) tais que

1. hm]_mo >\j = Q.

it. Aej = Aje;, para todo j € N.

iii. D(A) = {u €H:Y 2, A2 (u, e5)F < oo}.

. . _ . o0 2 . 2 ., . .
Observe acima que, como lim; oo A; = o0, a desigualdade 77, A7(u,e;)7; < oo ja implica
oo 2
Zj:1(uaeJ)H < 00.
Para provar esse teorema, vamos provar alguns lemas simples antes.

LEMA 216. Sejam (H, (.,.)mx) e (V,(.,.)v) dois espagos de Hilbert tais que V' é um subespago denso
de H e a inclusio i : V — H € continua. Logo para cada f € H, existe um unico fy € V tal que

(fa U)H = (fV, U)V,
para todov € V. A fungao T : H — V definida como T (f) = fv € uma transformagao linear continua.
DEMONSTRAGAO. Como a inclus@o i : V' — H é continua, existe C' > 0 tal que ||v|]|g < C|v|lv

para todo v € V. Assim, dado f € H, a fungdo v € V — (f,v)g € R ¢é linear e continua (¢ um
funcional linear continuo de V'), pois

|(fo0)u| < [ fllallola < (ClflH) loflv
Pelo Teorema de Riesz, existe um tnico fy € V tal que

(513) (fVav)V = (fav)H'

Vamos definir 7 : H — V por T(f) = fy. Assim, T é uma transformacao linear, pois se f e
g € H, entao, para todo v € V', temos

(afv + Bgv,v)v = alfv,v)v + Blgv,v)v = a(f,v)g + B(g,v)n = (af + Bg,v)H.
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Logo T(af + Bg) = afv + Byv.
Por fim, T é continua, pois

- M 2) 3)
LAV = v fodvl = 1 ) al < W lallfvia < ClElallfviv.

Em (1), usamos (5.1.3) para v = fyy. Em (2) usamos Cauchy-Schwartz ¢ em (3) a continuidade
da inclusdo i : V. — H. Logo || T fllv = lIfvilv < C|fllz- O

LEMA 217. Sejam (H, (., .)mx) e (V,(.,.)v) dois espagos de Hilbert tais que V' é um subespago denso
de H e a inclusao i : V — H € continua. Consideremos uma fungio a:V xV — R bilinear, continua
e coerciva e o operador A : D(A) — H associado a a. Logo A é uma aplica¢ao linear bijetora e
AL =T1oT, em que

i. T :H — V ¢é a unica transformagao linear continua tal que (T f,v)y = (f,v)u, para todo
veV.

it. T:V =V € a dnica transformagdo linear continua e bijetora tal que a(u,v) = (Tu,v)y.

A prova de que as transformagoes lineares 7 e T existem foram dadas pelo Lema (216) e pelo
Teorema 94 (Teorema de Lax-Milgram).

DEMONSTRAGAO. Vamos mostra que A é injetora. Para tanto, basta observar que se u € D(A) é
tal que Au = 0, entao
0= (Au,u)g = a(u,u) > c||ul|}.
Assim, |lully =0 e, portanto, u = 0.
Para mostrar que A é sobrejetora, vamos mostrar que, se f € H, entdo u :=T 1o T f € D(A) e
Au = f. Basta observar que

a(u? U) = a(T_le7 U) = (TT—lea U)V = (Tf? U)V = (f? U)H7 YveV
Assim, u € D(A) e Au= f. O
Estamos enfim em condigoes de provar o Teorema 215.

DEMONSTRAGAO. (do Teorema 215) Pelo Lema 217, sabemos que A : D(A) — H & bijetora e
A7l : H — D(A) é dada por A=! = T=1 o T. Sabemos que D(A) C V C H. Assim, podemos
considerar A~! como uma funcdo de H em H, ou seja, A~' : H — H.

Afirmagao 1: O operador A~ € autoadjunto e compacto.

Seja i : V — H a funcdo de inclusdo. Logo A~! =ioT ' oT. Pela Proposicio 214, A~ : H — H
é uma transformacao linear continua e compacta.

Para mostrar que A~! é autoadjunta, note primeiro que a(u,v) = (Au,v)y para todo u € D(A) e
veV. Como A~ u € D(A) e A~lv € D(A) C V, temos

(u, A7) g = (AA ', A o)y @Q a(A™ u, A7)

@ a(A w, A7) © (AA 0, A7 )y = (v, A7) g = (A" u,v) .

Em (1) e em (3) usamos que a(w,v) = (Aw,v)y para todo w € D(A), pela definicdo do operador
A. Em (2) usamos que a é simétrica.

Afirmagao 2: Existe uma base de Hilbert B = {e; : j € N} de H contida em D(A) e uma sequéncia
(A\j)jen de nimeros reais estritamente positivos tais que Aej = A\je; e lim; o0 Aj = o0.

Pelo Teorema 209 aplicado ao operador autoadjunto e compacto A~!, sabemos que existe uma
base de Hilbert B = {e; : j € N} tal que A~'e; = pje;.

Note que

Hj = (ej,ujej)H = (Gj,Ailej)H = (AAflej,Aflej)H = a(AflejAflej) > 0,

pois a é coerciva. Logo j1; s@o todos positivos.

O conjunto {x; : j € N} & infinito, converge para zero e podemos ordené-lo de forma néo crescente,

pelo Corolério 210.
Consideremos agora a sequéncia (\;);jen definida como A\j = 1/u;. Logo vemos que
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lim \; = hm 1/p; = oo.

j—o0
Aplicando A nos dois lados de A~'e; = pje;, concluimos que e; = ujAe;, ou seja, Ae; = %jej =
/\jEj.
Afirmagao 3: D(A) = {u €H: Y2 N(ue5)y < oo}.

Vamos comegar provando que D(A) C {u € H: Z A3 (u, e5) < oo},
Seja u € D(A). Logo existe f € H tal que u = 1f, pois A=!: H — D(A) é bijetora. Logo
o) o
=AU =D (feuAT ey =Y (frej)mpies
j=1 j=1

Portanto, (u,e;)g = w;(f,e;)m. Logo
Y Mwe)ty =D Nui(fre)h =Y (fenh = Iflk < .
§=0 §=0 7=0

Vamos agora provar que D(A) D {u € H: Z A3 (u, e5) < oo}.
Vamos supor que Z] L A3 (u, e5)F < oo Assnn, podemos definir f := Z;’il Aj(u, e;)mej. Agora
basta observar que

A7lf = Alz)\ (u,ej)e Z)\Jue] Z,u] (u,ej)e Zue] ej = u.
Jj=1 j=1 j=1
Como A~! leva H em D(A), concluimos que u € D(A). O

COROLARIO 218. Nas condigoes do Teorema 215, se u € D(A), entdo Au = Z;’OO Aj(u,ej5)e;.
DEMONSTRAGAO. Basta observar que se u € D(A), entdo u = A~1f, em que f € H. Logo

=ATF =AY (frepe Z Frep) A e; = > (frej)pie;.
J= Jj=0

§=0
Assim, (u,e;) = (f,e;j)u;, ou seja, (f,e;) = \j(u,e;). Portanto

AuziAu ej)e if,ej Z)\ u, e;)e
§=0

Jj=

O
OBSERVACAO 219. Como A~!: H — H é continua, podemos facilmente concluir que
AT = AT (frepdei =) (frep AT
§j=0 §=0

No entanto, 0 mesmo nao poderia ser feito diretamente para A, ja que A nao é limitada. Por essa
razao, a demonstracao do Corolario anterior é um pouco mais longa.

Terminaremos a se¢ao demonstrando o seguinte resultado.

PROPOSIGAO 220. Nas condigées do Teorema (215), se u,v € D(A), entio (Au,v) = (u, Av).
Além disso, se (Au,v) = (u, f) para todo u € D(A), entdo v € D(A) e Av = f.

DEMONSTRAGAO. Afirmagao 1: (Au,v) = (u, Av) para todo u,v € D(A).
Basta observar que

(Au,v)p = (Au, A~ Av)y 2 (A=Y Au, Av) gy = (u, Av)y

Usamos em (1) que A~! é autoadjunto.
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Afirmagao 2: Se (Au,v) = (u, f) para todo v € D(A), entdo v € D(A) e Av = f.
Se (Au,v) = (u, f) para todo u € D(A), entao
o0 oo
(5.1.4) D Ailuse)(v.eg) = (Auv) = (u, f) =Y (u,¢5)(f,€))-
j=1 j=1
Como a igualdade acima vale para todo v € D(A), entdo vale também para u = e. Se u = ey,
entdo (u,e;) = djx e Ay(v,ex) = (f,er), pela Equagio (5.1.4). Concluimos que Y 72, A(v,e5)* =
>oo1(fiej)? < oo e, portanto, v € D(A). Além disso, Av = Y272, Aj(v,ej)e; = Y07 (frej)e; =
. O

5.2. Inclusao compacta de H'(2) e H}(Q2) em L?(Q2)

Para aplicar o teorema espectral ao estudo das equagoes do calor e da onda, precisamos mostrar
que, sob condicdes apropriadas, a inclusdo de espacos de Sobolev em L? é compacta. Para provar
nossos resultados, faremos uso da transformada de Fourier. Assim, todos os espagos de fun¢oes usados
nessa secao tem valores complexos.

Nossos principais resultados aqui sao o Teorema 227 e o Corolario 228. Esses resultados sao
chamados de Teorema de Rellich ou Rellich-Kondrachov. De acordo com a Wikipedia, Rellich provou
a versdao L? e Kondrachov a versdo LP. Como no curso estamos lidando apenas com funcées L?, acredito
que aqui seria mais correto chamar apenas de Rellich. Esta é a maneira que o Folland (Introduction
to Partial Differential Equations), nossa principal referéncia nessa segao, chama estes resultados.

O resultado seguird em grande parte do Teorema Arzela-Ascoli, que recordaremos abaixo.

DEFINIGAO 221. Seja (f;)jen uma sequéncia de fungdes f; : R” — C. Dizemos que a sequéncia
¢ uniformemente equicontinua se para todo € > 0, existir 6 > 0 tal que se ||z — y|]| < J, entdo
1£5(&) — ()| < ¢ para todo j € N.

EXEMPLO 222. Seja (fj)jen uma sequéncia de fungoes f; : R" — C de classe C''. Suponha que
exista uma constante M > 0 tal que |fj(z)] < M e |%(x)| < M, para todo x € R", k € {1,....,n} e
j € N. Logo a sequéncia é uniformemente equicontinua. De fato, seja € > 0. Escolhemos § = m

Logo, se ||z — y|| < 4, entao

5@ = FWI=1 [ G+ oy =o)dl=| [ i+ 0t =)@ )i

1
€
< Viily+0(z— db||z — y|| < Myn——+= =¢.
< [ IV -+ 0 =)ol — ] < MV
TEOREMA 223. (Teorema Arzela-Ascoli): Seja (f;)jen uma sequéncia de fungées f; : R™ — C
tais que:
1. Existe M > 0 tal que |f;(x)| < M para todo x € R™ e j € N.
2. A sequéncia € uniformemente equicontinua.
Entao existe uma fungdo continua f : R® — C e subsequéncia (f;, )ken tal que limy_ o0 || fjn —
[l (x;c) para todo compacto K C R™. (Lembramos aqui || f;, — fll Lo (k;c) = suPex | [, (x) — f(2)]).
A demonstragdo do Teorema de Arzela-Ascoli pode ser encontrada em diversos livros de analise
real. Nao faremos aqui.

COROLARIO 224. Seja (f;)jen uma sequéncia de fungoes em C1(R™; C) tais que supey || fill Lo mr i) <
00 € Sup;ey ||ngiHLoo(Rn;C) < 00, para todo k € {1,...,n}. Entdo existe uma subsequéncia (fj, )ren €
uma fungdo f € C(R™;C) tal que limg o0 || fj, — fllzo(x:c) para todo compacto K C R™.

DEMONSTRAGAO. Basta observar que as condi¢oes do Teorema de Arzela-Ascoli sdo validas pelo
Exemplo 222. O

Para aplicar o Teorema de Arzela-Ascoli para obter inclusdo compacta de espagos de Sobolev e
L2, precisaremos antes de alguns resultados preliminares.
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PROPOSIGAO 225. Seja u € H}(Q;C). Logo i : R™ — C definido como u(x) = u(x) se x € Q e
w(r) = 0 para x ¢ Q, pertence a H*(R";C). As derivadas de @ sdo dadas por a‘% = (%3, em que

gT“j(x) = (987’2(;10), sex €9, e %‘j(x) =0, sex ¢ Q.
DEMONSTRAGAO. Como u € H{(Q;C), entdo existe uma sequéncia (u;)jen € C(%;C) que
converge para u em H1(£2;C).
Seja p € C°(R™; C). Logo

N _ © _
3uk ou
= —klggo A a—x](m) (z)dx = — i z)p(z)dr
=- [ sr @l

O

em que —iz;p(€) = F(—iz;p(x))(€).

DEMONSTRAGAO. Seja f € C*(R™;C). Logo

[ el = [ e < [ e dy> fo)
_ / ) ( / it f(:zr)dx) S(y)dy — /R Fe - oy,

0f(&) = ¢+ (&) = (f(€ =), 60 2@mio)s
em que o ponto - indica a variavel em que estamos integrando.
Seja agora f € L?(R";C). Como C°(R";C) ¢ denso em L?(R";C), entdo existe uma sequéncia
(fj)jen em CZ(R™;C) tal que limj .o [|f; — fllz2rn;c) = 0. Como a transformada de Fourier é
unitaria, vemos que

Concluimos que

lefi = eflrz@nie) = IF (of; — of) l2@nic)
= ||80fJ - sofHLz(]R";C) S ||Q0||L°0(]Rn,(c)||fj — f||L2(R";(C)~

Assim, limj_, o ||<;f\] - ;07 | 2(&n;c) = 0. Passando para uma subsequéncia se necessario, podemos
supor que @f; converge para ¢f para quase todo ponto. Desta forma, vemos que, para quase todo
£ € R™, vale

G f(&) = (f(§ =), @D 2@ncy = lim (F5(§ =), 8()) L2 @m0y

j—o0
= lim ¢ = f5(6) = lim of;(€) = o f(©).
Jj—o0 j—oo
Podemos usar argumentos semelhantes ao Corolério 139 para provar que ¢ % f € C®(R™C) e

5 (249)© = 52+
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Assim, para terminar a prova, observamos que

_ng T = # i e—iz{ 2)dx
9 (2m)n/? / pla)d (2m)n/2 /Rn ¢ ( ) p(z)d

d
d€;
= o [, Cmetada = (T

op 1

O

TEOREMA 227. Seja Q C R™ um aberto limitado de R™. Logo a imersio H'(Q;C) — L*(Q;C) ¢
compacta.

DEMONSTRAGAO. Seja (f;);jen uma sequéncia limitada em H{ (£2; C). Fazendo a extensao por zero
como na Proposi¢ao 225, podemos assumir que (f;)jen € uma sequéncia limitada em H'(R";C) que
se anula fora de (2. Vamos denotar por M a constante M := sup;cy || fjl z1 mnic)-

Fixemos x € C°(R"™;C) tal que x(z) = 1 para  em §. Assim, f; = xf; e fj = Y * fj pertence a
C>(R™; C) pelo Lema 226. Vamos mostrar que sup; ¢y Hfj”Loo(Rn;(C) < 00 esup; ey ||%HLO¢(RH;C) < 00
para todo k € {1,...,n}.

Para f;, basta observar que

HIGIEDEFAGIE fy(& DRyl < 11F5(€ = 2@ IR]l 2 @nic)

= ||fj|\L2<R";¢:)||>%\|L2(R"L (Sup|f3||L2 R7; «:)) X122 @m0y

Para as derivadas, vemos que

0

|8€]

( )| = |WCJX* fg §)| = |/ fj §— y)mJX( )dy| < ||fJ(§ - )HLQ(JR" ||ij||L2 R";C)

~ I l@mo @l < (sl ) liedeo.
J

Pelo Corolario 224, existe uma subsequéncia (f;, )ren € g € C(R™;C) tal que, para todo R > 0,
temos lim; o || fj, — 9llz~(B(0,r);c) = 0. Assim, como

F. _ 2 D)
/B(OR) /5. (6) — g(§)I7dE < </B(07R) 1d§> 1F5 = 9113 (50.m1:0)+

é claro que lim;_ o Hf]k — gllz2(B(o,r);cy = 0. Como (fjk)kEN converge em L%(B(0, R);C), entdo
(fje)ken € uma sequéncia de Cauchy em L?(B(0, R);C). Logo, dado & > 0, existe N € N tal que se
Jk,J1 > N, temos

~ N 13
I fir — fiellz2(Boo,r)c) < Nok

Este N pode depender de R > 0. Vamos fixar R > 0 tal que \/% < % Assim, se jg,j; > N,

temos
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e — fjl||2L2(R";(C) = ||fjk - fjl”%z(R";C) = /]Rn |fjk (&) — fjl (£)|2df

=/ MM@—&@W@+/
B(0,R) B(O,R

)

= / i (&) — fi, (&)2de + / L+ €D A+ 1EID 5 (€) = Fi,(6)]2dg
B(0,R) B(0,R)°

=/ |&@%ﬁ@%%+@uﬁ*/ (L4 P50 () — Fn(©)Pde
B(0,R)

B(0,R)°

M€ = Fi(©)Pde

< [ 1) - BOPdE+ 1+ RS~ Filency
B(0,R)

2 62 9

f f 2 2\—1 2 9 -
< [ o O~ Fu@PaE + (0 B < Sy G

Concluimos que (fj,)ren ¢ uma sequéncia de Cauchy em L2?(R™;C). Portanto converge em
L?(R"; C). O

COROLARIO 228. Seja Q2 C R™ um aberto limitado de R™ de classe Ct. Logo a imersio H'(Q;C) —
L?(Q;C) € compacta.

DEMONSTRAGAO. Pelo Teorema 160, existe um operador de extensdo & : H(Q;C) — H*(R™; C).
Como ¢ limitado, existe R > 0 tal que Q C B(0,R). Seja x € C>°(B(0,R)) tal que 0 < y < le
x(z) = 1 para todo  num aberto que contém €2, como na Proposi¢io 140.

Assim, vemos que x&(u) € H(B(0, R); C), pela Proposigao 165. Seja (u;);jen uma sequéncia limi-
tada em H'(£2;C). Logo (x&(u;))jen € uma sequéncia limitada em Hg(B(0, R); C). Pelo Teorema 227,
existe f € L?(B(0, R); C) e uma subsequéncia (x&(uj,))ren tal que limy o0 || XE (), )= fllL2(B(0,R):C) =
0. Como x(x)&(uj,)(x) = uj, (x) para todo = € Q, concluimos que

kll)rgo ”qu - f”LQ(Q;C) = 0
e (uj, )ren converge em L?(€2;C). ]

5.3. Equagao do Calor

Para o estudo da equagao do calor e da onda, vamos inicialmente estudar uma equagao diferencial
ordinaria com valores num espaco de Hilbert. Depois aplicaremos os resultados abstratos nos problemas
concretos.

A vantagem dessa abordagem é que os resultados abstratos podem ser aplicados para diferentes
operadores diferenciais e condi¢oes de contorno. Dessa forma, conseguimos unificar o estudo de diversas
equagoes de evolugao.

5.3.1. Equagao abstrata v’ + Au = 0. Vamos trabalhar nas hipoteses do Teorema 215.

Sejam (H, (.,.)m) e (V,(.,.)v) dois espagos de Hilbert, em que H é um espaco separavel de dimensao
infinita, V' é um subespago denso em H e a inclusao i : V' — H é compacta. Consideremos uma fungao
a:V xV — R bilinear, simétrica, continua e coerciva e o operador A : D(A) — H associado a a.

Nesta secaio B = {e; : j € N} e (););en sempre denotardo a base de Hilbert e a sequéncia (A;);en
de nimeros estritamente positivos cuja existéncia foi provada no Teorema 215.

Vamos ordenar os autovalores (););en de tal forma que

0< A1 <A<
Nosso objetivo é estudar a seguinte equagao abstrata
u'(t)+ Au(t) =0, t>0

(5.3.1) 0(0) =y,
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em que ug € H.

Para entender essa equagao, precisamos definir alguns espacos de funcao. Abaixo I sempre sera
um intervalo conexo de R e H um espago de Hilbert separavel de dimensao infinita.

DEFINIGAO 229. Dizemos que u: I — H é continua no ponto t € I se
li —u(t =0.
iy u(s) = () 1
Dizemos que u € continua em I (ou simplesmente continua), se for continua em todo ponto t € I.

DEFINIGAO 230. Dizemos que u : I — H é derivdvel em t € I se existir u’(t) € H tal que

lim
h—0

Dizemos que u € derivdvel em I (ou simplesmente derivdvel), se for derivavel em todo ponto ¢t € I.
Diremos que u € C1(I; H), ou seja, u € de classe C*t, se u for derivavel em todo ponto de I e u e
u' forem continuas. Por fim, diremos que u € C¥(I; H), k > 1,se u € CY(I; H) e v’ € C*~(I; H).
Como no caso real, se u for derivavel em ¢ € I, entao u é continua em ¢ € I. De fato
u(t+ h) — u(t)
h

—u' ()l + bl (O)]]n-

[ut +R) = u(®)]|z = All

u(t + h) — u(t)
h

Como os dois ultimos termos vao a zero, entao

— /() +u' (1)l 1

< hl|

lim [[u(s) — u(t) [ = i fu(t -+ h) = u(®)]lr = 0
Podemos provar algumas propriedades simples dessas fungoes.

PROPOSICAO 231. Sew:I — H € uma funcio continua ou de classe C* ev € H, entdot € I —
(u(t),v)y também é continua ou classe C*, respectivamente. Além disso,

S ult),0)ar = ( (0), )

DEMONSTRAGAO. Se u for continua, entao
[(u(®), v)m = (u(s),v)m| < |(u(t) —uls), v)u| < [Ju(t) —u(s)||mllv]a.

Logo lims_y;(u(s),v)g = (u(t),v)g e t € I — (u(t),v)y é continua.
Se u for de classe C!, entdo

u(t+h),v)g — (u(t),v)m u(t + h) — u(t)
! 1 O (1) )] = (D gy
u(t + h) — u(t)
S = —Olulvlm
Logo limy, ¢ W?w = (v/(t),v). Portanto, t € I — (u(t),v) ¢é derivavel. Como u' é
continua, entao t € I — (u/(t),v) também é continua. Assim, t € I — (u(t),v) é de classe C*. O

Estamos agora em condigoes de provar existéncia e unicidade para a Equacido (5.3.1).

TEOREMA 232. Seja ug € H. Entdao existe uma unica fungdo u : [0,00) — H tal que
i. u € C([0,00); H) N C((0,00); H)

ii. u(t) € D(A) para todo t > 0.

iii. u'(t) + Au(t) = 0, para todo t > 0.

iv. u(0) = up.

Esta fungao é dada por u(t) = E;’;l e N (ug, ej) e
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DEMONSTRAGAO. Unicidade:
Suponha que exista uma tal solugao. Como u € C*((0,00); H), entao t € (0,00) — (u(t),e;)m € R
também é uma funcao de classe C', pela Proposicao 231. Além disso,

d €)) ©)
gpul) e = (W (t),ej)m = —(Au(t) e)m = —(u(t), Aej)n = =A;(u(t), ¢)m,
em que usamos em (1) o item iii e em (2) a Proposicio 220. Resolvendo a EDO acima, temos
(u(t),ej) g = Ce=?it para alguma constante C' > 0. Por fim,
. Y . )
O = lim Ce ™ = Tim(u(t), ) 2 (u(0), ;)1 = (o,
O limite em (1) existe pela hipotese de que u € C([0,00); H). Concluimos que (u(t),e;)g =
(up, ej)pe Nt e
oo o0
u(t) =Y (ult),e;)me; =Y (uo,e;)me e,
j=1 j=1
Assim, mostramos unicidade. De fato, se a solugao existir, ela necessariamente tem que ser dada
pela férmula acima.
Ezisténcia:
Vamos mostrar que u(t) = Z;‘;l e it (ug, e;)e; satisfaz as propriedades do teorema.
ii. u(t) € D(A) para todo t > 0.
Isto ocorre, pois A € (0,00) — A%e € R é limitado se t > 0, ja que limy_o A2e™ ™ = 0, se
t > 0. Logo A\2e~?* < (y, para todo A > 0, e

—2Xt

(o) oo
D (uo,e;)*Xje Nt < Gy (ug, €5)* = Cilluo|* < oo.
=0 =0

Assim, u(t) € D(A), pelo Teorema 215.

iv. u(0) = ug.

Basta observar que u(0) = Z;’;O(uo, ej)He; = uo.

i. u € C([0,00); H) N CL((0,00); H).

Vamos mostrar que u(t) = >3°2 e V" (ug, e5)me; e v(t) = =372 Aje M (ug, e;) me; sdo conti-
nuas em [0, 00) e (0, 00), respectivamente.

Para u, temos

lu(t +h) = u®)|[F = 1> (e — e (ug, e5) me; || H
j=1

J

j=1
<le M" —112||luol|? =0, h—0.

oo o0

D e Ple N = 1P (ug, e5)ml* < e = 1| (uo, €5)
=1

le

Para v, seja t > 0. Assim, A\2e~2 < (y, para todo A > 0. Logo

lo(t +h) —v(®lF = 1D A — e (ug, e5)me; |y
j=1

o

N3N le MR 1P (ug, e5) < Cole™™ " — 112 |lug||} — 0.
1

J

Portanto, v é continua para todo t > 0.
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Agora basta provar que u'(t) = v(t) para todo ¢ > 0.

u(t+h) — u(t) e=Ni(tHh) _ o=t N
=t IZ e (o, e

—/\ h -1 \ )
( Aj) M (g, ey |

IIi

7=0
1 > 1
g IIZ/ OO e (ug, e5) me; ||
j=0"0
oo
<Y = e MNP (ug, )3 < Chllug|H[1 — e M =0, h—0.
j=0

Em (1), usamos

eNh—1 1 (td g !
- (oA do = —\. —/\~9hd9
I h/o gl ) J/O ¢
e Aj = [, 1dO),.

iii. u'(t) + Au(t) = 0, para todo t > 0.
Vimos acima

u'(t) = —Aul(t) Z)\Je “(uo, ej) me;j.
7=0

O

Ja temos um teorema de existéncia e unicidade. No entanto, para as equagoes do tipo u' + Au
vistas acima, podemos mostrar que a solugao possui muito mais regularidade.
Para tanto, vamos antes definir o espago D(AF).
DEFINIGAO 233. O espago D(A¥), k > 2, é definido da seguinte forma:
D(A*) = {u € D(A) : uw € D(A* 1)}

Podemos caracterizar facilmente os espagos D(AF).

PROPOSIGAO 234. O conjunto D(AF), k > 1, consiste no conjunto

(5.3.2) D(AF) ={uec H: i)\?k(u,ej)%[ < 00}

j=1

O espago D(A*) ¢ um espaco de Hilbert com o produto interno dado por

(5.3.3) (u,v)p(ar) Z)\ u,ej) (v, ).

DEMONSTRAGAO. Para k = 1, isto foi demonstrado no Teorema 215. Vamos agora seguir por
inducdo. Suponha que para algum k, o conjunto D(A*) seja dado pela Equacdo (5.3.2). Vamos
mostrar que D(A*+1) também é dado por (5.3.2) com k + 1 no lugar de k.

Afirmagao 1: D(A*) c {u € H : PRy )\?M‘z(u, ej)3 < oo}

Se u € D(AF1), entdo u € D(A) e Au € D(A*). Como (Au,e;)y = (u, Aej)y = \j(u,e;)m,
vemos que Au € D(AF) implica que

ZA?’“)\?(u,ej)%{ = ZA?’“(Awej)}Qq < 00.

Jj=1

A?k”(u,ej)%[ < oo} C D(AFHL).

Jj=1

Afirmagao 2: {u € H: 3372,
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2

: _ 5 oo , 0 42 2
Como lim;_,oc A; = 00, entdo se » .—, u,ej)y < 0o, temos Y 77 Aj(u,e;)f < oo. Logo

u € D(A). Além disso,

)\?k—i—?(

ZA?k(Au,ej)%I = Z)\?k)\?(u,ej)%{ < oo
j=1 j=1

Portanto, Au € D(AF). Assim, u € D(A*+1).
A verificacdo de que (5.3.3) é um produto interno e a demonstraciao de que D(A*) é um espaco de
Hilbert segue do exercicio 6 da primeira lista de exercicios. g

Motivados pelo o resultado acima, podemos definir D(A%) para todo o > 0 da seguinte forma.

DEFINIGAO 235. Seja o > 0, definimos D(A%) = {u € H : 3772, A2%(u, e;)3 < oo} com o produto

interno
o0

(u,v)p(an) = Z )\?a(u, ej)u(v,ej)u.
j=1
Pelo Exercicio 6 da primeira lista, sabemos que D(A®) também é um espago de Hilbert.

Podemos agora provar o seguinte resultado.

PROPOSIGAO 236. A solugao u(t) = Zj’;l e it (ug, ej)e; pertence a C*(]0,00[; D(A™)), para
todo m € N. Além disso, a derivada independe de m € N e € igual a
o)
uF (1) = (=) e N (o, e5) me;.
j=1
DEMONSTRACAO. Para cada k € N, definimos
o0
ve(t) =Y (=A) e N (uo, e5) me;-

Jj=0

Note que u = vy. Para provar que u € C*(]0, cc[; D(A™)), vamos provar que u'¥) = v. Para
tanto, mostraremos que vy, ¢ derivavel para todo ]0, 0o[ e que v}, = Viy1-

Inicialmente, observamos que se k € N e t > 0, entao existe Cy; > 0 tal que AZhF2e—20 < Ct
para todo A > 0. Assim,

(TR 20l B, = ||Z

h
o (e Ml — E =Xt 2
_ Z( ) (A e o ) s o am
=0

=X (t+h) _ =)t
e J e J —\.
( A + Aje *Jt) (anej)HejH%(Am)

0o a1
oy Z / =04 (= XYVt (g, €5) e 1B amy

< 31— IR R g, € < el — € E ol
=0

Novamente, usamos

e~Nh 1 1 /1 d !
—— == | =(eMM)ds = fA-/ e Mg,
h h )y df o

t+h) — vt
o | SEE 2O 0lpam =01

Concluimos que
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5.3.2. Equacao % = Awu. Vamos aplicar tudo o que conhecemos até agora para a equacao do

calor. Vamos comecar com o caso unidimensional.
Queremos resolver a seguinte equagcao:

ou 0*u
a(t@) o 5 (), t>0,x€[0,1],
u(t,0) = u(t, 1) = t>0,

( )—UO( )7 CUE]O,].[.
Consideremos ug € L?(0,1).

TEOREMA 237. FEziste uma dnica fungao u : [0,00) x [0,1] — R tal que
1) uw e C*(]0,00[x][0,1]) e

ou 0%u

E(t Z‘) = w(tx)a

para todo t €]0,00[ e z € [0,1].
2) u(t,0) = u(t,1) = 0, para todo t > 0.
3) limyo [y Ju(t, ) — uo(z)|*dz = 0.
Esta fungao € dada por

u(t,z) = 22 e~ (nm)*t (/01 udy)sen(nwy)dy) sen(nmx).

Como podemos provar?
Consideremos...
Vamos antes provar o seguinte resultado.

TEOREMA 238. Nas situacdo anterior, D(AF) C H?#(0,1) e a inclusio i : D(A*) — H?#(0,1) ¢
continua.

DEMONSTRAGAO. Observamos que D(A) O

Vamos, claro usar os resultados anteriores.
Da mesma forma, podemos provar que

TEOREMA 239. Seja 2 C R™ um aberto limitado com fronteira de classe C*°. FExiste uma tunica
fungao u : [0,00) x Q@ = R tal que
1) u e C>®(]0,00[xQ) e
ou

s (t,z) = Au(t, x),

para todo t €]0,00[ e z € .
2) u(t,xz) =0, para todo x € I et > 0.
8) limy o [, lu(t, 2) — uo(z)[*dz = 0.
Esta funcao € dada por

oo

-y ([ wwtweswa ) eso)

5.4. Equacao da onda

Seguiremos o mesmo caminho da equagdo do calor. Inicialmente, faremos um estudo de uma EDO
com valores em um espago de Hilbert. Depois aplicaremos o resultado para uma situacao concreta.
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5.4.1. Equagao abstrata u”’+Au = 0. Vamos novamente trabalhar com as hipoteses do Teorema
215.

Sejam (H, (.,.)i) e (V,(.,.)v) dois espagos de Hilbert, em que H é um espaco separavel de dimensao
infinita, V' é um subespago denso em H e a inclusao i : V' — H é compacta. Consideremos uma funcao
a:V xV — R bilinear, simétrica, continua e coerciva e o operador A : D(A) — H associado a a.

Também nesta secao B = {e; : j € N} e (););en sempre denotardo a base de Hilbert e a sequéncia
(A\j)jen de nimeros estritamente positivos cuja existéncia foi provada no Teorema 215.

Consideremos a seguinte equagao

u’(t)+ Au(t) =0, teR
u(0) = uo,
v (0) = uy,
em que ug € D(A) euy €V.

Vamos antes caracterizar o espago V em termos de poténcias fracionarias de A. Precisamos de
dois lemas iniciais.

LEMA 240. Sejam (Hy, (-, -)m,) e (Ha, (-, ) m,) dois espagos de Hilbert contidos num espago vetorial
H e B={e;:je N} um subconjunto de Hy e de Hy. Se B for uma base tanto de Hy como de Hs,
entao Hy = Ho.

DEMONSTRAGAO. Se u € Hy, entdao u = Y2 (u,¢j)m,e;. Como 377, (u,e;)3, < oo e B também
é base de Hs, entdao u € Hs, pelo Teorema 43. Logo u € Hy. Assim, H; C Ho.
Seguindo o mesmo raciocinio, podemos provar que Ho C H; e, portanto, que H; = Hs. O

LEMA 241. O espago V' é um espago de Hilbert com o produto interno dado pela funcdoa : VXV —
R.

Vamos denotar o espago de Hilbert V original por (V, (-, )y ) e o espago de Hilbert V' com o produto
interno a por (V,af(:,")).

DEMONSTRAGAO. Seja (u;);en uma sequéncia de Cauchy de (V. a(-,-)). Como a é coerciva, existe
C > 0 tal que
luj = ull¥ < Cralu; — uk, uj — ug).
Assim, vemos facilmente que (u;)jeny € uma sequéncia de Cauchy de (V, (-,-)v). Portanto converge
para u € V. Pela continuidade de a, existe Cy > 0 tal que

a(uj — u,u; — u) < Colluy — ullf.

Logo (u;)jen também converge para u em (V, a(-,-)) e, portanto, (V,a(:,-)) é um espago de Hilbert.
O

PROPOSIGAO 242. Os espacos vetoriais D(AY?) e V coincidem e o produto interno de D(A'Y/?)
coincide com a fungdo a. Além disso, B = {ﬁej : j € N} € uma base de D(AY?) = (V,a(-,-)).

DEMONSTRAGAO. Afirmagao 1: O conjunto B é uma base de (V,a(,-)).

O conjunto B ¢ ortonormal no produto interno a. De fato, sabemos que e¢; € D(A) C V. Além
disso,

1 1 1 1 1 Aj
a(—=¢e;j, ——=ey) = (A—=e;, —¢€y ——(ejex)n =/ Lok = .
AR R R = A T

Para provar que é uma base, vamos mostrar que B+ = {0} e concluir usando o Corolério 60. Seja

v €V tal que a(ﬁej,v) = 0 para todo j € N. Logo
J

) Ju = A

(ej,v)m = (;jAej,v)H = ;ja(ej,v) =0
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para todo j € N. Como B ¢é base de H, concluimos que v = 0. Isto encerra a demonstragdo de que B
é uma base.

Afirmagdo 2: O conjunto B é uma base de D(A'Y/?).

O conjunto B ¢ ortonormal no produto interno (-,)p41/2y, pois

1 1 — )6, 1 _s
1/2 ik~ A= k-
\/7 \/E 'D(A ) — J \/m J
Além disso, se u € D(A'/?), entdo uy = Zévzl(u, ej)ue; € [B] e
lu = unlparzy = D Xilue)E
j=N+1
Como Z Aj(u, €)% < oo, concluimos que limy_ s ZJ n41 Nji(u,e5)F = 0. Logo [B] é denso
em D(AY?).
Afirmagio 3: V = D(AY?).
Basta usar o Lema 240 para H; =V, Hy = D(AY?) e H. O

TEOREMA 243. Seja ug € D(A) e uy € V. Logo existe uma tinica fungao u € C*(R; H) tal que
i. ue C*(R; H).

it. u(t) € D(A) para todo t € R.

iii. v’ (t) + Au(t) = 0, para t € R.

iv. u(0) = ug e v'(0) = uy.

Esta fungao é dada por u(t) = E;‘;l (uo, ;) i cos(y/Ajt) ul,e] asen(y/Ajt)
DEMONSTRAGAO. Unicidade.

Suponha que exista uma tal solugio. Como u € C*(R; H), entdao t € R+ (u(t), e;) € R é também
uma funcio de classe C2, pela Proposicio 231. Além disso,

%(u(t)>ej)H = (u(t),ej)m = —(Au(t), e;)m = —(u(t), Aej)m = —A;(u(t), ;) -

Resolvendo a equacao, temos
(u(t), e;)m = (u(0), e;) i cos(/Ajt) \/» ), ;) rsen(y/Ajt)
J
uo,ej Hcos VA t \F ul,eJ Hsen A t
J

Desta maneira, se existir uma funcéo com as propriedades do Teorema, esta funcao deve ser dada
pela expressao

o0
= E ej HEj = g luo,e] Hcos 2. t

j=1 j=1

\F ul,ej gsen ft]

Ezisténcia.
Suponha que

;[uo,e] Hcos \/>t \Fm’ej gsen \Ft]

Vamos mostrar que u satisfaz as propriedades do teorema.
it. u(t) € D(A) para todo t > 0.
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Isto ocorre, pois

I

1

2
A?(uo,ej ) m cos( \/>t \/>u1,ej msen( ft)

Z( (uo, €;5) 2 cos?( ft + Aj(u1,e5) 2 sen?( ft)

— <
I/\:

> (2)
< 22/\?(%»6]‘)?&1 + > Aj(ur,e))h < oo,
=1 Jj=1

Em (1), usamos que (a+b)? < 2(a? +b?), para todo a, b > 0 (Lembramos que 2ab < a? +b?). Em
(2) usamos que up € D(A) e u; € V = D(A?). Assim, u(t) € D(A), pelo Teorema 215
i. ue C*(R; H)

Seja sabemos que u = u. + ug, em que

o0 o0
1
uo €; Hcos t e Ug, €4 Hsen t
= 2o emeost 0= 2 e

j=1

Vamos mostrar que u. tem derivada e

o0
= VAj(uo,ej) msen(y/Ajt)e;
j=1
Para tanto, observamos que

Ut + h) — ue(t)
)

—up ()|
_ i (0, ;) (COS(\/)TJ(t +h) - COS(\/)Tjt) + \ﬁsen \ﬁt ) cill

<.
Il

> cos(y/A;(t + h)) — cos(y/A;t) ’
Zluo,ej ( A +\/>sen\/>t)

(uo, €)X, ( ; (sen(y/Ajt + 04/A;h) —sen(@t))d@) .

Acima usamos que

M 112

<.
Il
_

1
cos(y/ A (t + h)) — cos(y/Ajt) = /0 % (cos(\/)Tjt + 9\/)\>jh)> de
= —\/\jh 1 sen(y/Ajt + 0+/A;h)do

0

Sabemos que 372 A;(uo, ej)? = ||u0H2D(A1/2) < 00, pois ug € D(AY?) c D(A). Logo limpy_, 0 dent1 A (g, €)=

Dado € > 0, seja N > 0 tal que
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j=1
N 1 2
= Z(uo, e;)?\; </ (sen(y/Ajt + 60/ Ajh) — sen(\//\jt))dﬂ)
= 0
3 1 2
+ Z (uo,€5)A; (/ (sen(y/Ajt + 0+/Ajh) — sen(\/)\jt))cw)
Jj=N+1 0
N 1 2 oo
<) (uo, €)% </ (sen(y/Njt + 0y/Ajh) — sen(\/)\jt))cw) +4 ) (uoreh)?N
j=1 0 j=N+1
N 1 2 22
< Z(UO, ej)2>‘j (/ (sen(\/ )\jt =+ 9\/ )\Jh) — sen(\/ )\Jt))d0> + 5
j=1 0
Pela continuidade do seno, existe § > 0 tal que se |h| < §, temos
N 1 2 2
Z(u07ej)2)\j (/ (sen(y/Ajt + 0/ Ajh) — sen(\/)\jt))ow) <3
j=1 0

Concluimos que

— u’c(t)H%{ < &2, Y|h| < 0.
Portanto,

lim | ue(t+ h) — uc(t)
h—0 h

— ue(t)llm = 0.

Seja uc(t) = 3272, (uo, €;) i cos(y/Ajt)ej. Vamos mostrar que u. & continuo e tem derivada u,(t) =

-3 VA (o, e5) rsen(y/Ajt)e;.

Para continuidade, observamos que

6+ h) = er (03 = |3 (w0, €) (cos(y/A5(t + 1) — cos(y/351)) el

Jj=1

Sabemos que Z;’;l(uo,ej)Q = |lup||? < oo. Logo limpy_s s Z;’;N(uo,ej)Q = 0. Dado € > 0, seja
N > 0 tal que

52

: 8’

o
(UO, €j)2 <
j=N
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Assim,

I (ose5) (cos(y/Aj(t+ ) = cos(v/Ai1)) e
j=1

_|_
M
Q
2
o)
Q
/N
@)
@]
9]
7
5
.
e~
_|_
>
|
@)
@]
w0
=
N—

]:N+1
N 2 o'}
<> (wo,e)? (cos(y/ g (t+ 1) = cos(y/N5)) +4 D (o, e;)?
j=1 j=N+1
N > 2
< Z(uo,ej)2 (cos(\/)\j(t +h))— cos(\//\jt)) + 5
Jj=1
Pela continuidade do cosseno, existe § > 0 tal que se |h| < J, temos
3 (ug, )’ (Cos(\//\j(t+ h)) — cos(\/)\jt)) <5
j=1

Concluimos que

Ut + h) — u(t
el e gy <,

quando |h| < §. Logo u., é a derivada de u,. Para calcular a segunda derivada de u, e sua continuidade
o procedimento é analogo. Da mesma forma com as derivadas de us.

iv. u(0) =up e v/ (0) = uy.

Vimos que

= Z [ i (uo, ej)msen(y/\jt) + (u, e;)m cos(\/rjt)} €;

Jj=1
e substituir ¢ = 0 na expressao de u e de u’.
iii. u”(t) + Au(t) =0
Vimos que

u’(t) = —Au(t Z[ (uo, €;) i c0s(r/Ajt) /A (u1, ej) grsen \Ft}

Jj=1

O
-~ 52 . . ~
5.4.2. Equacao %té‘ = Awu. Vamos aplicar tudo o que conhecemos até agora para a equagao do
calor. Vamos comegar com o caso unidimensional.

Queremos resolver a seguinte equagao:

02w 0%u
w(t’x) 5% 2(t x), teR,x€l0,1],
u(t )—U(t 1) tGR,
): ( ), «€]0,1].
au
(()’x) ui(z), =z €]0,1].

Consideremos uy € H?(0,1) N HL(0,1) e uy; € HE(0,1).
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TEOREMA 244. Existe uma tnica fungao u : [0,00) X Q& — R tal que
i. u € C%(R; L?(0,1)).

i. u(t) € H*(0,1) N H(0,1) para todo t € R.

iii. u' (t) — %u(t) =0, para todo t € R.

iv. u(0) =ug e w'(0) = uy.

Esta fungao é dada por

1

[e%s) 1 1
u(t,x) = QZ [/0 uo(y)sen(nwy)dy cos(nnt) + E/o u1 (y)sen(nmy)dysen(nmt)| sen(nrx).
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