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Interpolacao polinomial



Introducao

e S&o dados n+ 1 pontos {(x;, y;)}7_, no plano R

e “Interpolagéo” consiste em achar uma fungao f € C%([a, b]) continua tal que f(x;) = y;
para todos os pontos {x;}; e x; € [a, b] paratodos i =0, ...,n.

o Uma vez obtida a fungéo f € C°([a, b]), podemos calcular f(x) com x € [a, b] e
x & {xi}L,-

e Na pratica, os dados y; podem vir de uma experienga e fornecem uma informagao parcial
sobre a fungao f, isto é, a fungao f é conhecida apenas nos pontos x;. A interpolagao &
uma maneira de “reconstruir” a fungéo f num intervalo [a, b].

e Quando f é um polindmio, falamos de interpolacéo polinomial e f chama-se polindmio
interpolador.

e O MMQ também fornece uma aproximagéo g(x) dos pontos {(x;, ¥;)}7_,, mas a fungéo g
nao precisa satisfazer g(x;) = y;. O MMQ e a interpolagao sé@o dois métodos de

aproximacao diferentes.



Existéncia e unicidade do polinémio interpolador

Proposicéo: Sejam n + 1 pontos {(x;, y;)}7_, dados no plano R2 (pontos distintos). Entao
existe um Unico polinémio p de grau menor ou igual a n que passa por todos estes pontos, ou
seja p(x;) = y;paratodos i =0,...,n.

Idéia da demonstragéo: As condigdes p(x;) = > F_, akx,.k =y;parai=0,...,n, constituem
um sistema linear para os coeficientes a,. Depois, precisa mostrar que este sistema linear tem
uma solugao unica.

Exemplo: Temos os dados tabelados seguinte:
x| 13 | 14 | 15
yi~ e | 3.669 | 4.055 | 4.482

Temos n + 1 = 3 pontos, entdo o polindémio interpolador é de grau 2: p(x) = ag + ay X + apx2.
Entéo escrevendo as 3 condigdes p(x;) = >"4_o akx,.k = y;jparai=0,1,2, obtemos o sistema

ap + 1.3a; + 1.3%a, = 3.669
ao + 1.4a; + 1.4%a, = 4.055
ao + 1.5a; + 1.5%a, = 4.482

cuja solugdo é ay = 2.382, a; = —1.675, a» = 2.05, entdo o polindmio interpolador é
p(x) = 2.05x% — 1.675x + 2.382.

Agora podemos interpolar o ponto p(1.32) ~ 3.7430 que aproxima e'-32,



Interpolacéo de Lagrange

e Definimos os polindmios de Lagrange L; de grau n como

R x—x  (x=X0)(X = x1) .. (X = Xi_1)(X = Xi41) ... (X — Xn)
Leg= 11 X (= x0) (X = x1) . (X = Xi_1)(% = Xig1) .- (% — Xn)

k=0,kti Xi

e E facil verificar que
_J 1 parat=i,
Lilxe) = { 0 para £#i.

e Entao, se f € uma fungao tabelada em n + 1 pontos distintos xx, podemos determinar
imediatamente o polinémio interpolador de f relativamente a Xy, . . . , X, como:

p(x) =D Li(x)f(x).
i=0
e Assim, temos

POx%) = > Lixi)f(x) = Lk(xi)f(xx) = f(x),  k=0,....n.
i=0

Ent&o p é o polinémio interpolador relativamente aos pontos {(Xk, f(xk))}_o-



Interpolacéo de Lagrange
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O polinémio de Lagrange
X — Xo0)(x — x1)(x — x: X+2)(x+1)(x—1
Lo(x) = ( 0)( Dx—x) _ ( ) ) )

(X2 — Xo)(X2 — X1)(X2 — X3) o (05 + 2)(05 + 1)(05 — 1)

com os pontos Xg = —2,x; = —1,x0 = 0.5, x3 = 1. Observamos no gréafico da fungdo que
Lo(%) =0, La(x1) =0, Lo(x2) = 1 € La(x3) = 0.



Interpolacéo de Lagrange

Exemplo: Temos os dados tabelados seguinte:
Xi | 13 | 14 | 15
yi~ e | 3.669 | 4.055 | 4.482

Os polinbmios de Lagrange sao:
_(x=x))(x—x2) (X =x0)(x — x2) _ (x = Xx0)(x — x1)
D)= Go o) N T =) 2T e —r)te —x)
O polinémio interpolador é:
p(x) = Lo(X)f(xo) + L1(x)f(x1) + La(x)f(x2) = 2.05x% — 1.675x + 2.382.

Agora podemos interpolar o ponto p(1.32) = 3, 74292 que aproxima e'-32.

Observe que o polindmio interpolador p neste exemplo € exatamente o0 mesmo que no
exemplo anterior (compare os polinémios). De fato, a proposigao sobre existéncia e unicidade
de polinémio interpolador afirma que o polindmio interpolador de grau n relativamente a n + 1
pontos é Unico. Entao todos os métodos que calculam este polindmio interpolador vao dar o
mesmo polinémio.



Polindmio interpolador na forma de Newton

e Sejam n + 1 pontos distintos {xx}{_, e f(xx) = yx os valores de uma fungéo f tabelada
nestes pontos.

e Os polindmios de Lagrange sao facil de calcular, mas se adicionamos um ponto aos
{xi}{_,, precisamos recalcular os polinmios de Lagrange, e isso n&o € prético.

e Paratodosj=0,...,n, chamamos de p;(x) o polinémio interpolador de f relativamente
aos pontos {xo, . . -, Xj}. Em particular, temos pp(x) = f(xg) = yo para todos x € R.

e ldéia principal do polinémio interpolador na forma de Newton: construir os polinémios p;
recursivamente. Assim, se p;, que interpola {xo, . . ., X;}, for conhecido, sera facil calcular
Pjt+1 € interpolar os pontos {xo, - . ., Xj1}-

e O polindmio interpolador na forma de Newton é exatamente o0 mesmo polinémio que

usando polindmios de Lagrange (ou qualquer outro método), mas apresentado de uma
maneira diferente, para facilitar a indugao.



Polindmio interpolador na forma de Newton

e Formula de indugéo para p;:

pi(X) = pi_1(X) + (¥ — by 1(x-))ﬁ .
j j— j = Pi—11% A

pontos {xo,

e Vamos verificar que p; realmente é o polinémio interpolador de f relativamente aos pontos
{xo, .-, %}. Suponhamos que p;_1 € o polinémio interpolador de f relativamente aos

., Xj—1}, entdo temos

=1
pi(x;) =

Xi — Xk : :
p-1(6) +—p-1(9) [[Z— =y, parai=0,1,...,j—1.
— k=0 X~ Xk
=Y, POis pj_1 N——
é um polinémio =0, pois X;— X, =0
interpolador

para k=i
Entéo p; interpola os pontos {xo, ..., Xj_1}. Temos

20X — X
P09 = pi=109) + 0 = P 0 [T 5= =
k=0 "J

[ —
=1

Entdo p; interpola também o ponto x;. Concluimos por indugéo, que p; é o polindmio
interpolador de f relativamente aos pontos {xo, .. ., Xj}.



Polinémio interpolador na forma de Newton

e Vamos dar uma definigdo um pouco mais geral deste polindmio interpolador. Seja f uma
fung&o tabelada nos pontos {x;, Xjy1, ..., Xj}.

e Denotamos p/’f o polinémio interpolador de f relativamente aos pontos {X;, Xj11, . - ., Xj}.
Observe que o grau de p; é < (j — i) e temos pi(x) = y; para todos x € R.
e A formula de indugéo fornece (cuidado: o produto comega com k = i)

Pi(x) = pl_4(x) + (¥ — P} 1X/))Hx—xk

o Vamos definir a diferenca dividida f[x;, X1, .. ., x| de ordem (j — /) relativa aos pontos
{Xis Xig1, -+ X}

fix] = yi,
j—1

Xy Xigts -, X = (}/j—p;_1(xj) , paraj>i+1.

e Usando estas diferencgas divididas, obtemos o polindmio interpolador na forma de Newton
de f relativamente aos pontos {X;, Xj 1, ..., X}

pi(x) = 1] + (x = x)fxi, Xl + -+ [ [(x = x) 1, -, x)]
k=i



Polindmio interpolador na forma de Newton

Vamos ver um método eficiente para calcular o polinémio interpolador p/’f na forma de Newton

Proposicao: Sejam (j — i + 1) pontos distintos {xk}{(:, e yx = f(xx) os valores de uma fungao
f nestes pontos xx, com 0 </ < j. Entéo a diferenga dividida de ordem (j — i) relativa aos
pontos {X;, Xit1, - - -, Xj} satisfaz

it o1 = 1D %1
Xj*X,‘ '

f[X/7Xf+1""7Xj]:

Usando esta proposigéo, conseguimos calcular as diferengas divididas de maneira eficiente
usando a tabela seguinte:

x | f(x) | 1a. diferenga dividida | 2a. diferenga dividida | 3a. diferenga dividida
X0 f[Xg]
flxo, xi] = L=l
’ X1 —Xo
x| ] flxo, X1, 2] = P12l =01)
flxo] —flxq] X1, X0 ,X3] —f[xq , X1 1 Xo]
flxi, x] = ﬁ I flxo, X1, X2, X3] = %
Xz | f[xa] flx1, X2, X3] = %
flxg]—1
flxe, x3] = %
X3 f[X3]

Tabela: Célculo das diferengas divididas usando a proposigéo.



Exemplo: Vamos calcular o polinémio interpolador para estes pontos:
X; | 0 |1 3] 4
O polinémio interpolador é de grau < 3 (pois tém 4 pontos tabelados) e tem a forma:

P3(x) = f[Xo]+(x—x0)f[X0, X1]+(X—X0) (x—x1)f[X0, X1, Xe]+(X—X0) (X—X1) (X —X2) f[X0, X1, X2, X3]

x; | flx] | 1a. diferenca dividida | 2a. diferenga dividida | 3a. diferenga dividida
Xo | f[Xo]

xo, 31] = al=bol

’ X1 —Xo

X1 f[X1] f[Xg,X1,X2]=%

flx1, x2] = 7“222]:;[:1] X0, X1, Xo, xg] = 12281 0% %) 'Xz’?;:ig(o')q ]
X | flxe] . 2o, 3] = gl el

e, x5] = o=l
x3 | f[xa]

x; | f[x] | 1a. diferenca dividida | 2a.

diferenca dividida | 3a. diferenca dividida

0| -5

1—(—5
1£o =6
1 1
25—1
=7 = 12
3| 25
55—25
=3 =30

12-6 _ o
3—0 —

6=2 _ 4
30—12 -0
7= 6




Exemplo:

x; | flxi] | 1a. diferenga dividida | 2a. diferenca dividida | 3a. diferenga dividida

0| -5
: w( 05) =6
12—6
1 1 50 =2
235:11 =12 i:g =1
3 0-12 _g

O polinémio interpolador de f relativamente aos pontos {0, 1,3,4} é:

P3(x) = fIxo]+(X—x0)f[X0, X11+(x—Xo) (x—X1)f[X0, X1, Xe]+(x—Xo ) (X—X1 ) (X—X2) f[X0, X1, X2, X3],

54+6(x—0)+2(x—0)(x —1)+1(x —0)(x = 1)(x =3) = x® —2x* 4 7x — 5.
O polinémio interpolador pg de f relativamente aos pontos {1, 3,4} é:

PA(x) =1+ 12(x = 1) +6(x —1)(x —3) = 6x% —12x +7
O polinémio interpolador p§ de f relativamente aos pontos {3,4} é:
pa(x) = 25 4+ 30(x — 3) = 30x — 65

O polinémio interpolador p3 de f relativamente ao ponto {4} é p3(x) = 55.



Delimitacao do erro de truncamento na interpolagao polinomial

e Seja f € C™([a, b]), e pn 0 polindmio interpolador de f relativamente aos pontos
{Xk}zzo-
e Erro de truncamento: E(x) := f(x) — pn(X).

e Podemos mostrar que
n+1

n
(+1 HX )

com ¢ € [a, b]. Aqui, f"1) é a (n + 1)-ésima derivada de f.
e Problema: ¢ ndo é conhecido.

E(x)

e Podemos usar a estimativa seguinte:

max_|f(M1)(z)|

z€(a,b)
IECA] = [f(x) = pa(X)] < T T kl:[OIX = Xk|-



Exemplo: f(x) = e*
x| 10 | 11 | 12
e* | 2718 | 3.004 | 3.320

Calculamos as diferencgas divididas:
X; | f(x;) | 1a. diferenga dividida | 2a. diferenga dividida
1.0 | 2.718

202718 _ 286
1.1 |3.004 816-28 —15
3.320—3.004 __
“Fe-iq =316

1.2 | 3.320
O polinémio interpolador de f relativamente aos pontos {1.0,1.1,1.2} é:
p2(x) = fxo] + (X — X0)f[X0, X1] + (X — X0) (X — x1)f[X0, X1, X2]
=2.718 +2.86(x — 1) + 1.5(x — 1)(x — 1.1)
Estimativa de erro:

max | D(Z)] ,
z€[a,b] [(x = X0) (X — X1) (X — X2)|
|E(X)\§WH|X7X,(|: 0 1 >

3| max
o ! z€[1.0,1.2]

Temos f®)(x) = ¥ entdo  max |f®)(z)| = e'? ~ 3.32. Obtemos
z€[1.0,1.2]

|[E(1.05)| = |f(1.05) — py(1.05)| = |2.85725 — e'-0%| < 2.075 x 10~*.

110 (2)



Interpolacao por splines lineares

e A aproximagao de uma fungéo f em [a, b] por um polinémio de Lagrange é uma
aproximacao global, no sentido que usamos apenas um polinémio p no intervalo inteiro
[a, b].

e Um abordagem mais flexivel é de dividir [a, b] em m subintervalos e procurar uma
aproximacgao de f usando uma funcao polinomial por trecho, chamada spline.
Definigao: Seja f: [a,b] — R, f continua, a= Xp < Xy < -+ < Xm = b, m > 2. O spline linear
s¢ que interpola f em {x;}{_, é definido por

Xi Xi—1
Sp(x) := ———1f(x; 71‘ X € [Xi_1, X]-
Z() X,-—X,,1(I1)+ “ x4 () [/1 /]
e Os pontos {x;}7; s&o os nds do spline.
o E fécil verificar que s¢(x;) = f(x;),i =0,...,m
e Arestrigao de s; a [x;_1, x;] € um polindmio linear, de fato € um polinémio de Lagrange.
e O spline sy € uma fungéo continua e linear por trecho em [a, b].



Erro de interpolagao usando splines lineares

Para um conjunto dado de pontos {x;}7,, vamos definir

i=0’

h,’ = Xj— Xj_1q e h:= max h
1<i<m

Teorema: Seja f € C?([a, b]) e s; o spline linear que interpola f em {x; 7o Temos a
estimativa seguinte:

h2
I = stloo = max [F06) = s(0] < 5 max 1(x)].
x€la x€la,b]

Idéia da demonstracao: Usar a estimativa para o erro de interpolagdo usando o polindmio de
Lagrange em cada intervalo [x;_1, X;], isto &

00 = sux) = SO %)= x), X € 1,x]

Observagao: A importancia deste teorema é de mostrar que o erro de interpolagao usando o
spline linear s; é da ordem H2. Entd é facil controlar o erro de interpolagdo reduzindo o
tamanho do passo h. O controle do erro de interpolacao é mais dificil usando um método de
aproximagao global como um polindmio de Lagrange.



Funcdes de base para splines lineares

¢ Seja s, o spline linear que interpola f € C([a, b]) nos pontos {x;}{" .
e Podemos exprimir s, como uma combinagao linear de fungdes de base ¢y:

m

se(x) =D ek(0f(x),  x€lab].
k=0

e ok € um spline linear também, que satisfaz ¢(xx) = 1, e ¢(X;) = 0 quando j # k.
e Dizemos que ¢, € um spline linear de base ou fungao chapeu.

se Xkp1 < X.

! 0 se x < Xx_1,
! —
! ) ! ,),(:_1 se Xx—1 < X < X,
| —
pr(X) = Xi4q —X
I Zkt1 7% < x <
| Pt S€e Xk < X < Xk,
|
|
.

Xk—1 Xk Xk+1

(x) % sea=xy < x < xq, ) 0 se X < Xm—1,
= = X—Xm_
©o 0 se x; < X. om %‘ se Xp_1 < X< Xm=b.



Splines cubicos

fecC(abl),a=xo<xg<---<xm=bm>2.

Um spline clbico s € C?([a, b]) tem que ter as propriedades seguintes
1. s(x;) = f(x;), parai=0,...,m.
2. s é polinémio cubico em [x;_1, x;],i=1,2,...,m.

Para um conjunto de pontos {x;}{", dados e uma fungéo f € C([a, b]) dada, existe mais
de um spline cubico interpolante que satisfaz as condigbes acima.

De fato s é determinado por 4m parametros: 4 parametros para o polindmio ctbico em
cada [xj_1, X;], e ttm mintervalos. Do outro lado, temos m + 1 condig¢des de interpolagdo
s(x;) = f(x;), e 3(m — 1) condigdes de continuidade, pois s € C3([a, b]). Entdo temos
4m — 2 condigbes,
4m parametros,

entao temos 2 graus de liberdade adicionais para escolher o spline cubico s.
Definigcao: O spline cubico natural s, € um spline clbico que satisfaz também
sy (x0) = 83 (xm) = 0.

Definigao: O spline cubico restrito s, € um spline cubico que satisfaz também
st(x0) = f'(X0) € sp(xm) = ' (Xm).



Construcao do spline cubico natural

e Como s; é polindmio cubico em [x;_1,X], i =1,2,...,m, entdo sy é um polinémio de
grau 1 em [x;_1, Xi].

o Definimos o; = s/ (x;), i =0,1,2,...,m.
o Entdo s tem a forma seguinte:

X — X X — Xj_
sy(x) = “—0oi_1 + Lo, X € X1, x].
h; h;
e Integrando s}’ duas vezes obtemos
x; — x)® (x —x_1)®
S2(x) = 0 —x) oi_1+ 0 4 (X — Xi_1) + Bi(Xi — X), X € [Xi_1, X,
6h; 6h;

onde «;, 8; sdo constantes de integragao.
e Usando h; := x; — x;_1 e as condigOes de interpolagdo em [x;_1, x;], podemos calcular «;

e g
gj_
Sa2(xiz1) = f(xi_1) ,e LW +hB = f(xi_1)
= _
sa(x) = f(x) TH o = ()
e obtemos p ]
aj = () _ Ty, = 101) _ it h;.

h; 6 h; 6



Construcao do spline cubico natural

e Como s, € C?([a, b]), precisamos também das condigées de continuidade seguinte:

So(x7) =sa(x;"), parai=1,....m—1,
sp(x7) = sp(x;"), parai=1,....m—1,
sg(x7)=s3(xt), parai=1,...,m—1,
onde
SQ(X-_) = lim Sz(X)7 SQ(X-+) = lim SQ(X).
! X—Xj X< X; ! X—Xj, X > X;

o De fato, as condigdes sp(x;”) = s2(x;") e 85 (x;7) = sy (x;") ja estdo satisfeitas, pois s, ja

satisfaz o; = s}/ (x;) e também s,(x;) = f(x;), parai=0,1,2,...,m.
o Entdo so precisamos usar as condigées sy(x;") = sp(x;") parai=1,...,m—1.
e Depois dos célculos, obtemos um sistema para as incognitas o, parai=1,...,m—1:
f(xir1) — f(x; f(x;) — f(x;—
hioji—1 +2(hit1 + hj)o; + hiy10i4 :6( ( Mh)_ 1 Gi) _ 109) h-( : 1))
I+ i

ecomoy =om=0.

e A matriz correspondente a este sistema de equagoes lineares para o; é tridiagonal e
invertivel, entdo sempre tem uma solugao unica o, parai =0,...,m.



Spline cubico de Hermite
e feCl([ahb]),a=xo<Xg<--<Xm=b,m>2.

o Um spline cubico de Hermite s € C'([a, b]) tem que ter as propriedades seguintes:
1. s(x;) = f(x;), parai=0,...,m.
2. s(x,)—f(x,) para/—O ,m.
3. s é um polindbmio clbico em [x, 1,x,] i=1,2,...,m

e Em cada [x;_1, x;], podemos escrever s como
i i i 2 i 3
S(x) = ¢y + (X = xi—1) + ca(x — xi—1)" + c3(x — xi—1)°, X € [xi_1, x].
e Para calcular ¢}, ¢}, ¢}, ¢, usamos a condigéo s € C'([a, b]).
e Comegamos com a condigao de continuidade no ponto x;:

f(x)= lim_ s(x)= lim_ s(x)
X—Xj, X< Xj X—Xj, X > Xj

= f(x;) = ¢} + | (X — Xi—1) + Ch(x; — xi_1)? + ch(x; — x;_1)°
— C/+1 +Cq+1 (X/ —X)+ I+1 (X/ —X)2+ i+1 (X,- —X,')3
=0 =0 =0
= f(x) =cf™" e f(x)=ch+cih+chh? + cih?,

com h; = x; — x;i_1. Usando ¢} = f(x;_1) e ¢} = f'(x;_y), obtemos o sistema

¢! = f(x)

—f(xi—1) — ' (xi—1) bi + (X))

i 2 3
chh? + cih;



Spline cubico de Hermite

e Continuamos com a condig¢do de continuidade no ponto x; para s’(x):

f(x)= lim §(x)= lim_ §(x)
X=X, X< X;j X—Xj X > X;

= f'(x;) = ¢} +2¢h(x; — Xi_1) + 3Cé(Xi —Xi_1)?
=it +2¢" (% — x) +3¢ (% — x)?
~——
-0 -0
=) =c"" e f(x)=cih +2ch +3cih?,

com h; = x; — x;_4. Juntando todas estas equagoes, obtemos

co = f(xi—1)
¢} = f'(xi_1)
o —gfti) = fxig)  F(x) +2F(xi1)
2 — h2 - h;:

i 1
i PO+ (xiq)  f06) = F(xi4)
G = 2 - 3

; ;

e Observagéo: Ao contrario do spline cubico natural, os coeficientes ¢}, ¢}, ch, ¢k do spline
cubico de Hermite sao calculados explicitamente, sem resolver um sistema linear.



Erro de interpolacao usando o spline cubico de Hermite

Teorema: Seja f € C*([a, b]), e s o spline cubico de Hermite que interpola f em {x,}{"_,
a= Xp, b = xm, temos a estimativa de erro seguinte:

max_|f*4)(x)],

h4
f—8|loo := f - < —
I = Slla 1= max 11 = s(0| < 30 max

€la

com h := maxy<j<m(X — Xi_1), e f*) & a quarta derivada de f.

23
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