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1 Oscilador harmonico

1.1 Meétodo analitico

Partindo da equagédo de Schrodinger independente do tempo

Py 1,5,

e definindo os parametros adimensionais

mw B 2E
- hw

onde, agora, ¢ = ¢p(u).

Solugdes para esta equagdo podem ser obtidas usando o método de série de poténcias
(Frobenius), que levam a uma equacdo diferencial conhecida como equagdo de Hermite,
e cuja as solugdes sdo polindmios.

Oresultado final, portanto, leva a um produto de polindmios por uma fungdo exponencial
(gaussiana), na forma

P (1) = Hy(u)e /2.

Em termos da posigdo, a solucdo final é dada por

lpn(x) = Aan(\/ n;_wx)e_mWXZ/M


https://en.wikipedia.org/wiki/Frobenius_method
https://en.wikipedia.org/wiki/Hermite_polynomials
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onde A, é um coef. de normalizacdo. Os polindmios de Hermite podem ser gerados a
partir da férmula

2 d" 2
Ha() = (1) 2o
e tém certas relacdes de recursdo, como
H,.1(u) =2uH,(u) —2nH, _1(u)
dH
du” =2nH,_1(u)

Essas relagdes sdo tteis para calcular os polindmios de ordem superior e suas derivadas.

Os primeiros polindmios de Hermite sdo dados por

Ho(u) =1

Hl(u) =2u

Hz(u) = 4

H3(u) = 8 — 12u

Hy(u) = 16u* — 48u> + 12

Hs(u) = 32u —160u® 4 120u

Hg(u) = 64u® — 480u* + 720u% — 120

Os polindmios de Hermite, assim com outras func¢des especiais, estdo definidas em varios
programas de computagdo simbdlica e numérica, como nas bibliotecas Sympy , Scipy da
linguagem Python.

n=20 n=1 n=2
10 100 100
075 075
08
0.50 050
06 0.25 0.25
0.00 0.00
0.4
-0.35
-0.25
—0.50
02 —0.50
-0.75
-0.75
0.0 -1.00
4 =2 D 1 4 2 0 4 =2 0 2 1
n=3 n=4 n=>5
100 100 100
075 075 075
0.50 050 050
0.25 025 0.25
0.00 0.00
0.00
-0.25 -0.35
-0.35
—0.50 —0.50
-0.50
-0.75 -0.75
-1.00 -0.75 -1.00
4 2 D 1 4 3 0 4 2 0 2 3
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Normalizagdo da func¢ido de onda

A normaliza¢do das fun¢des das ondas vem dos polindmios Hermite, que sdo fungdes
ortogonais

/ Hyp () Hy (u)e ™ du = /702" 116

—00

Usando essa relagdo, podemos normalizar as fun¢des de onda integrando com a constante
de normalizagao

/ A%wzdu—Az/ H2(u)e — 4y
/mw / HZ / )—mwxz/hdx
= A%(\/—)\/EZ”n! =1
mw

portanto

1
2 mw 1 mwys
A = \/_2nnl r A znnl ( mth )

Finalmente, podemos reescrever a fungao de onda normalizada

11 .2
Pu(u) = (Z—?j) \/WHn(u)e u?/2

ou, em termos da coordenada de posi¢do

lpn(x):(@)}* 1 H,( @x)e—mwxz/zh

mth V2'n! h

A energia é determinada usando a solu¢do na forma de série de poténcias aplicada a
equagdo de Schrodinger. Levando em conta o comportamento assintético da fungado de
onda, para que essa faca sentido fisico, conclui-se que é necessario que a série seja finita.
Essa condicao determina a energia do estado n, dada por

1
E, = (n—|—§> hw, n=0,12,...

3 S.R.Muniz
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1.2 Método algébrico

E possivel resolver o problema do oscilador harménico usando um método totalmente
diferente, baseado apenas em operadores e a dlgebra de operadores que discutimos até
agora no nosso curso. Esse método é mais simples que o método analitico e vale a pena
aprendeé-lo, pois é usado em vérios outros casos, como veremos adiante.

Partindo da forma geral do Hamiltoniano

2 2
_ P _ P
H—2m+V(x) 2m+

mw?x2

2

Definimos os seguintes operadores em termos de operadores de posi¢do e momento
_ e (P
“=\ o (x * ma))
VLY U
“ T\ (x mw)

Podemos reescrever o Hamiltoniano usando esses operadores e resolver a equacido de
autovalores de maneira algébrica.

Para isso, escrevemos os operadores de posi¢do e momento em termos dos novos oper-

adores
©= Y gy (o4 4")
e o)

Cuidado deve ser tomado na hora de calcular os quadrados dos operadores

2 2
x2:i<a—|—a+> :—i—i (a2+aa++a+a+<a+> )
2mw 2mw

== (a—at) = <P (et —ata (o))

Substituindo no Hamiltoniano, temos

P2 2.2
H=op Tame>

_ T, t_ ot 12| mw? ([ h 2 t ot +) 2
——T[a —aa —aa+<a> +T M a~—+aa +aa+<a>

Note que

4 S.R.Muniz
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2
Portanto, os temos a2, (a+) se cancelam.

h h
H= Tw(Zanr +2a'a) = Tw(acf +a'a)

Observe que o temos dentro do paréntese sugerem usarmos o comutador
[a, aq =aat —ata=1

aat =1 —|—a+a

de modo que a ter

_hw + . + 1
H—T[l—l—Za a} —hw(a a+§)

Outras rela¢des de comutagdo que serdo uteis sao
[H,a] = —hwa, [H,aJr] = hwa

1.3 Operadores de criacao e destruicao

Antes de seguir com a resolucdo do problema original, vale fazer um breve desvio que nos
serd muito util depois. Vamos considerar, por um momento, um problema matematico
simples e explorar o que aprendemos sobre operadores no espago vetorial de Hilbert.

Suponha um operador a que satisfaz a relagdo de comutagdo

[a,a"] =1
queremos encontrar os autovalores e autovetores do operador a'a, tal que

a‘ala) = ala).
Se o vetor |a) for normalizado, temos que
o= <(x ‘aJra‘ oc> = [la]a)||* >0

Portanto, sabemos os os autovalores sdo todos reais e ndo negativos.

Usando a identidade [AB, C] = A[B, C| + [A, C]B, vemos que

5 S.R.Muniz
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ou, equivalentemente,

<a+a a=a <a+a — 1)
<a+a> at =at (a+a + 1>

Usando o primeiro resultado aplicado ao vetor |«)
<a+a) ala) =a <a+a — 1) o) =a(a —1)|a) = (« — 1)ala)

observa-se que a|a) é um autovetor com autovalor &« — 1, a menos que a|a) = 0.

Da mesma forma, pode-se verificar que a'|a) também é autovalor, com autovalor a + 1,
exceto quando a'|a) = 0.

A norma de a|a) ja foi determinada (acima) e podemos facilmente encontrar a norma
de at|a), seguindo um procedimento parecido, de modo que as normas (tamanhos) dos
autovetores sao Vi

o

| =
| =Vva+1

Supondo que a"|a) # 0, pode-se mostrar que a"*|a) é autovetor de a'a com valor (« — n).
Porém, isso leva a uma contradicdo para valores grandes de n, pois « —n < 0, ndo satis-
fazendo a condicdo de autovalores positivos. Para evitar isso, devemos ter um limite de
aplica¢des do operador a no estado |«), dependendo do valor de «, tal que

]|
|

laa)

a"la) #0 mas a"tla) =0.

Em outras palavras, ha um ntiimero méaximo de aplica¢des sucessivas do operador 4, num
dado estado. Além disso, como o rétulo a# é um nimero (dadas as relagdes acima), pode-
se observar que este niimero deve ser um inteiro ndo negativo.

Para ver isso, considere um vetor qualquer |« — n) e note que as rela¢des anteriores
mostram que |a|la —n)|| = /a —n. Assim, se a for um nimero inteiro, quando « = n,
teremos automaticamente a condi¢do desejada, a|0) = 0.

Deste modo, temos que os autovalores de (a7a) devem ser niimeros inteiros ndo negativos,
e que hd um estado especial |0), tal que

al0)y =0
chamamos esse estado de estado fundamental, por razdes que ficardo claras logo mais.

Observando a acdo do operador a' no no estado |0), nos da a pista que faltava para re-

solver o problema. Note que at|0) tem norma unitdria, pois ||a’|n)|| = v/n + 1, sugerindo
que a agio desse vetor em |0) é produzir o vetor |1), de modo que ||a[1)|| = V1 = 1.

Em geral, temos
_ Loy
n) = —=(a") 10

6 S.R.Muniz
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gerando um conjunto {|n)} ortonormal que satisfaz

atln) = vVn+1jn+1)
aln) = /njn —1)
ataln) = n|n)
Essas equagdes resumem a resposta do problema proposto. Em particular, vemos que o
operador a'a age como um contador do ntiimero do estado. Por isso, esse operador recebe

o nome de operador ntimero, definido por N = a'a, e os estados |n) sdo chamados de
estados de nimero, ou estados de Fock.

1.4 Energia do oscilador harménico

Retornando agora ao problema original, podemos resolver facilmente a acdo do operador
Hamiltoniano. Isto é, determinar as energias dos autoestados do sistema.

Usando os resultados da tltima secdo, é facil ver que o operador Hamiltoniano estd ex-
presso na forma de um operador ntiimero, multiplicado por constante com dimensao de
energia.

H|n) = hw <a+a + 1/2) |n)
= hw(n+1/2)|n).
Portanto, as energias quantizadas do sistema sdo dadas por

E, =hw(n+1/2).

Oscilador harménico guantico

12

10

Energia
o
i
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Isso nos fornece imediatamente uma interpretacdo interessante e esclarecedora para os
operadores que foram definidos antes e os autoestados do operado Hamiltoniano:

* O estado |0) é o estado de menor energia, portanto, o estado fundamental do sis-
tema, com energia Ey = fiw /2.

e O operador a' é chamado de operador de criagdo, pois “cria” uma excitagio no sis-
tema, com quanta de energia € = hw, levando a um estado excitado (de ntimero
maior) a partir do estado fundamental. Portanto, o estado |n) é produzido por
multiplas aplicagdes do operador at, com a devida normalizagio.

* O operador a é chamado de operador de destruigdo, pois “destroi” uma excitagdo
do sistema, baixo-o para um nivel de energia menor, exatamente pelo menos quanta
de energia €, até chegar no estado fundamental, que é o tltimo estado (mais baixo)
do sistema.

A partir dos autoestados de ntimero, é possivel escrever as correspondentes fungdes de
onda, em termos das coordenadas, seguindo o procedimento padrio ¢, (x) = (x|n). Para
determinar essas fungdes, basta fazer a aplicacdo no estado fundamental e usar as rela¢des
anteriores, para chegar numa equagdo diferencial simples (de primeira ordem) para de-
terminar i, = (x|0).

De forma explicita, temos

(x|al0) = % <x

PTILY P S T SV
mw \V 2h mw ox %o

al0) =0

portanto, a equagdo se reduz a equacdo trivial

sabemos que

g,  mw
ax ot

onde agora x é um namero (coordenada de posi¢do), e ndo mais um operador. A solugdo
pode ser obtida por integragdo direta

¥, (x) _ Aef(mw/Zh)x2

onde A é uma constante, determinada da condi¢ao de normalizacao

(00) = /o:o<0!x><x|0)dx = ]A\Z/_O; o (mw/ma2 g

= ARy T 2
mw

A= ()"

portanto

o
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Assim, finalmente, temos a funcédo do estado fundamental

mw\1/4 —(mw/2h)x?
X) = _ e .
$o(%) < mth )
Para encontrar os outros estados, pode-se usar a', sucessivamente, de acordo com a
equagao
1 £\ "
Pu(x) = (xlm) = —= (x|(a")

Vi %)

isso leva naturalmente aos polindmios de Hermite, tomando-se derivadas sucessivas de
P, (x), que é essencialmente uma funcado gaussiana, sem jamais resolver explicitamente a
equacdo de Schrodinger para 1, (x).

9 S.R.Muniz
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