Aula 15

17 de maio de 2020

6. Fundamentos da Mecanica Quantica

6.1 Introducdo

Neste bloco conectamos todos os conceitos matematicos estudados nas Gltimas sema-
nas, na construcdo de uma formulac3o concisa da teoria quantica. Isso é feito de forma
axiomatica, através de postulados, motivados por razdes fisicas. Esses postulados co-
nectam as observacdes empiricas da natureza com os objetos matematicos usados para
descrevé-la, fornecendo uma prescricdo matematica de como usar a teoria para predizer
e analisar os resultados de experimentos.

Na literatura da area, os postulados s3o apresentados de vérias formas, dependendo do
contexto e da area de aplicacdo. Podem também ser expressos em termos de vetores
de estado ou usando o operador densidade. Discutiremos aqui ambas as formas,
fazendo ainda referéncias a descricdo dos vetores de estado em em termos de funcdes de
ondas, para que percebam as conexdes e relacBes entre essas diferentes representacées
do sistema fisico.

Essas diferentes formas, em geral, sdo totalmente equivalentes e muitas vezes a escolha
é uma quest3o de preferéncia, ou familiaridade com o formalismo. Ha, porém, situacées
em que uma ou outra pode ser mais vantajosa e conveniente. Discutiremos, por exemplo,
casos onde a descricio com o operador densidade é conveniente para tratar sistemas
quanticos abertos, e introduziremos uma forma alternativa de descrever a dindmica
quantica.

Para concentrar-se nas ideias principais, toda a discussdo aqui sera para sistemas iso-
lados (sistemas fechados) de uma anica particula quantica. Estudaremos as extensdes
necessarias mais adiante, ao falar de sistema de particulas e fazer uma breve introducio
as ideias de sistemas quanticos abertos.
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6.2 Postulados

Por razdes didaticas, os postulados serdo primeiro apresentados em termos de vetores
de estado, aproveitando a linguagem introduzida nas Gltimas aulas.

Para focar a atencdo nos pontos principais, apresento-os primeiro de forma compacta e
resumida. Concentre-se na ideia e objetivo principal de cada um deles.

Postulados resumidos da mecanica quantica

1. O estado de um sistema fisico é descrito pelo vetor de estado |¢) do seu

espaco de Hilbert.

Medidas de observaveis fisicos sdo representas por operadores Hermitianos.

3. Os possiveis resultados de uma medida sdo autovalores do operador cor-
respondente.

4. As probabilidades dos resultados sdo dados pelo Regra de Born.

5. O estado p6s medida é um vetor do subespaco dos autovetores corres-
pondente ao resultado medido.

6. A evolucido temporal do vetor de estado é governada pela equacdo de
Schrédinger ou pela equacdo de Heisenbrg.

&

Depois discutiremos com mais detalhe suas implicagdes, nuances e extensdes (para
descricdes alternativas) nas segBes seguintes. Veremos também varios exemplos nas
aulas.

Postulado 1: estados de um sistema fisico
Vetores de estado

O estado num instante de tempo ¢, & descrito por um vetor [1)(,)) pertencente a um
espaco de Hilbert complexo, H.

Se o conjunto {|uq), |ua), ..., |u,)} forma uma base de um espago finito H, o estado
|4)) pode ser escrito como:

V) = cilur) + ealug) + -+ cnlun) = Zcz|uz>

=1

onde os coeficientes da expansdo sdo nameros complexos dados por

ci = (uily),

sempre satisfazendo a condigdo de normalizagdo (|t)) = 1, para ser consistente com a
inerpretacdo de Born. A condi¢do de normalizacdo exige que

Wl =l + e + -+ e =) e = L.
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Postulado 2: observaveis fisicos
Observaveis siao operadores Hermitianos

Quantidades fisicas mensuraveis, como energia e momento linear sdo chamados de
observaveis fisicos . Matematicamente, esses observaveis sdo descritos por operadores
Hermitianos que atuam em vetores do espaco de Hilbert.

Os autovetores desses operadores formam uma base ortonormal do espaco de estados
do sistema.

Dada uma base {|uy), |u2), ..., |u,)}, qualquer operador pode ser escrito na forma de
produtos externos dessa base, segundo:

A=) A lus) (g
ij=1
onde
Aij = (ui] Aluy),

para que o operador seja Hermitiano, devemos ter A;; = A}kz

Decomposicdo Espectral

Um |operador normal| sempre pode ser escrito em termos de operadores de projecdo
formados pelos seus préprios autovetores . Isso é chamado de decomposicdo espec-
tral.

Suponha um operador A com autovalores \; e autovetores |a;):

Ala;) =\ |a;)

A sua decomposicdo espectral é a representacdo na forma diagonal, em termos de seus
autovalores e autovetores, conforme:

A=\ lag) (ail.
=1
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Postulado 3: resultados de medidas fisicas
Resultados de uma medida

Os possiveis resultados de uma medida de um observavel fisico sdo autovalores de seus
operador correspondente.

De acordo com o postulado, esses sdo os tnicos valores possiveis da medida.

A seguir discutimos como calcular as probabilidades de cada uma dessas medidas e como
fica o estado do sistema apds o processo de medida. O processo de medida é um dos
pontos criticos na teoria quantica, havendo debates até hoje quando a sua completa
interpretacao.

Neste primeiro contato com o contetido é preferivel concentrar a atencdo no tipo mais
comum e conhecido, denominadas de medidas projetivas, devido ao tratamento in-
troduzido por John von Neumann[ 1], e que sdo expressas em termos de operadores de
projecdo. A discussdo abaixo deixara mais claro a razdo do nome.

Medidas projetivas ndo n3o sio as Gnicas formas de medidas na mecéanica quantica,
mas s3o as mais simples de entender e, para fixar as ideias, nos concentraremos nelas
aqui.

Postulado 4 : interpretacao probabilistica
Probabilidades dos resultados

A probabilidade de medir um resultado );, (autovalor) associado a um autovetor |a;)
de observavel A, é dada pela regra de Born.

Se o estado |t) for expandido na base dos autovetores |a;) do operador A
) = anfar) + azlag) + - + aylan) = Z%"CW
i=1

A probabilidade de obter o resultado \; : Py, = | (a;| ¥)|* = |a|?.

Lembrando-se que o produto interno € um niimero complexo, cujo produto é comutativo,
podemos reescrever

[ (@l ) = (@il ¥) (@il ¥))" = {ail ¥) (¥ as)
(sl ) (W] ai) = (Wl as) (il ) = (WIBJW).

onde P; & o operador projetor P, = |a;) (a;] .
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Degenerescéncia

Suponha que o operador A tem autovalores degenerados, A, correspondendo ao auto-
vetores {|al ), |a2,),...,|a%")}, onde

A‘afn>:)\m’a7’jl>7 k=1,2,...,Gm.

O conjunto {|aﬁ1>} constitui um subespaco M do espaco de Hilbert #.

No caso de degenerescéncia, a probabilidade de obter o resultado )\,, é encontrado
somando sobre os produtos internos de todos os autovetores do subespaco M.

Po= > |(ab| )]

Postulado 5: estado apés uma medida

Considerando apenas medidas projetivas, vamos dividir esta exposicdo em duas partes:
(i) sem e (ii) com degenerescéncia.

Estado posterior em medidas projetivas
(i) Caso nao degenerado:

se o resultado for um autovalor ndo degenerado \;, do operador A observavel, teremos
que imediatamente ap6s a medida o estado |¢;) do sistema é dado pelo vetor projetado
no autovetor correspondente ao autovalor medido.

Se o estado antes da medida for dado por

V) = aqlar) + aglag) + - - - + oy an)

onde {|a;)} & uma base ortonormal formada pelos autovetores de A, tal que A |a;) =

Supondo que a medida resultou no valor \;, o estado imediatamente apés a medida é
dado por:

1 .
) = i) = WR’ )

onde P; & o projetor P; = |a;) (a;] .
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(ii) Caso degenerado:

se o resultado for um autovalor degenerado \,,, do operador A, teremos que imediata-
mente apés a medida o estado |1,,) do sistema é o estado projetado no subespagco M
dos autovetores correspondentes ao autovalor medido.

Se o estado |¢)) antes da medida for representado na base dos autovalores do observavel,
onde {|a% )} & um conjunto formado pelos autovetores correspondes ao autovalor Ay,

tal que A |ak)) = Ay [ak,).

Supondo que a medida resultou no valor )\;, o estado imediatamente apés a medida é
dado por:

1 o
(Y|Pl
onde P,, é o projetor no subespaco M
. gm
Prn= ) |am) (o]

Note que no caso degenerado, ap6s se observar o resultado da medida )\,,, com de-
generescéncia g,,, tudo que podemos dizer é que o estado posterior & medida é uma
superposi¢do (combinagdo linear) dos autovetores correspondentes ao autovalor A,,.

Postulado 6: evolucdo dindmica do sistema
Dindmica de um sistema quantico
Schrédinger Picture:

A evolugdo temporal de um sistema quantico fechado é governada pela equagdo de
Schrédinger.

Assim, sendo |1 (t,)) o estado inicial, no instante de tempo t,, o estado do sistema num
instante ¢ posterior, |1(t)), pode ser derterminado a partir da equagido

L 0 3
iho [Y(1)) = H[0(to))

onde H é o operador Hamiltoniano. Para um sistema isolado com Hamiltoniano inde-
pendente do tempo, podemos integrar a equacdo anterrior, para obter

1 A
(t) = exp (~ (- 1)) 10(e)
onde temos a exponencial do operador Hamiltoniano, como visto na aula anterior.
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O termo exponencial pode ser entendido como um operador de evolucdo temporal ,
unitario, denotado U

Ut t,) = exp (—%f[(t - to))

que evolui (propaga no tempo) o vetor de estado |¢)(t,)) — [1(t)), tal que
() = Ut o) [ (to)) -

Heisenberg Picture :

Na representacdo de Schrddinger, o operador de evolucdo temporal evolui o vetor de es-
tado do sistema. Uma representacdo alternativa, é a representacdo de Heisenberg, onde
os vetores de estados sdo transformados por operadores que evoluem no tempo. Essas
duas representacdes sdo completamente equivalentes, pois as predicdes da mecanica
quantica sio determinadas por produtos internos

WO|A[(E)) = W (t)|UTAT(L,))

Pode-se descrever a evolucdo temporal do sistema em termos de um operador

Aty =UTA(t,) U

Neste caso, a dindmica do sistema é dada pela equacdo de Heisenberg

onde [A, H] é o comutador do observavel A e o Hamiltoniano H.
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