07/05/2020

Aulas S7 - SFI5774

5. Estrutura matematica da MQ (parte 2)

Nesta semana continuaremos a discutir a estrutura matematica da teoria
quantica, complementando a discussao a respeito de transformagdes
lineares e, em particular, mudangas de bases e o processo de diagonalizagao
de um operador (matriz). Também iremos apresentar alguns casos
importantes como os operadores projetores em subespagos e o produto
tensorial que permite expandir espagos de Hilbert.

Para retornar aos topicos das aulas anteriores, use 0 menu de navegagao ou
clique aqui.

5.7 Transformacoes lineares e mudancas de base

Na aula anterior nés discutimos como encontrar os autovetores de um
operador. Surgiu, entao, a questao se os autovetores do operador deveriam
ser sempre ortogonais e poderiam formar uma base. Aqui, vamos iniciar esta
discussdo com a questao, geral, se os autovetores de um operador podem
sempre formam uma base do espaco vetorial. Nos casos onde isso é
possivel, como construi-la?

Primeiro, vamos relembrar que condi¢gdes um conjunto deve satisfazer para
formar uma base. De maneira simples, para formar uma base do espago (ou
subespago) um conjunto de autovetores devem satisfazer duas condigdes:

@ condigdes para formar uma base

1. Ser ortonormais.

2. Satisfazer a relagdo de completeza.

Para ajudar a fixar esses conceitos, considere o seguinte exemplo.
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:= Exemplo

Considere o operador dado pela matriz

2= (5 %)

Observe que seus autovalores sdo A\; 2 = %£1.

= (3): =)

E f4cil verificar que esse autovetores sdo ortonomais, portanto satisfazendo a primeira

Tendo como autovetores:

condicéo.

Agora, precisamos verificar se a segunda condigdo também é satisfeita. Ou seja, se 0
conjunto é completo. Para isso, fazemos:

1

SERREREEE

Portanto, verificamos que a relagdo de completeza também é satisfeita.

) {ual + o) anl = (3 ) (1 00+ (1) (0

A conclusao final é que, neste caso, os autovetores formam uma base. De faot, é facil
verificar que qualquer vetor de dimensao dois pode ser escrito numa expansdo em termos
do conjunto {|u1) , [uz2)}.

Seja, por exemplo, |t)) um vertor arbitrario

= (5)=a(s)+8(]) = atu)+plun).

Forma diagonal

0 operador Z é um exemplo de operador na forma diagonal.
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6 Representagao diagonal
Um operador fi estd na forma diagonal quando escrito
A= Z)\z |’U,.,> <'Up,;|
i

onde os vetores |u; ) formam uma base ortonormal. Neste caso, a matriz A tem a forma

AN 0 ...0

0O X ... O
A=

0O 0 ... X\

Um operador é dito diagonalizavel quando pode ser escrito na forma diagonal. A
representacdo diagonal também é chamada de decomposigdo ortogonal. Nem todos os
operadores de um espaco vetorial tem forma diagonal.

Na ultima aula, vimos também um exemplo em que

1 2
1 0

M =

tem autovetores que nao sao ortonormais

)= —= (), )= )= (unfu) = —
Uy) = — y Ug) = —— Ur|uUy) = —.
V5 \1 V10
Sera que € possivel reescrever o operador M numa forma diagonal? Alias,
qual seria o significado disso e quais propriedades tal operagao deveria
satisfazer, se existisse? Mais importante ainda, qual seria sua utilidade?

Mais adiante veremos quais sao as condi¢gdes necessarias para um operador
ser diagonalizavel. Veremos também como fazer para diagonaliza-lo. Antes,
vamos introduzir mais dois conceitos importantes. Os conceitos de mudanga
de base e transformagées de similaridade.

Mudanca de base

Para efeito de comparacao e analogia, podemos pensar na mudancga de base
como algo parecido a mudanca de sistema de coordenadas, com o qual ja

localhost:8000/Aulas_S7/ 3/16



07/05/2020

Aulas S7 - SFI5774

estamos acostumados na Fisica.

Como sabemos, a representagao de um vetor (ou operador), por exemplo, na
forma matricial ird depender da base usada para representa-lo, pois em geral
os valores das compenentes serdo diferentes, mas isso nao altera o
significado de cada um desses objetos.

Dado um vetor qualquer
DEDRADED P
i i

expresso nas bases {|b;)} e {|c;) }, € sempre possivel achar uma
transformacgao de coordenadas que permita expressar as coordenadas ¢;
desse vetor a partir das coordenadas b;.

Para isso, basta encontrar a matriz (operador linear), .S, que leva cada vetor
|b;) no correspondente vetor |¢; ):

lc;) =S |b;) = |b;)) =8 i) = ¢ = bi(S7Y).

Uma forma de pensar nisso é que a transformacéo .S leva os vetores da base
|b;) nos vetores da base |¢;). Neste caso, S é efetivamente um mapa de
como fazer essa transformacao dos vetores da base, e é uma receita (mapa)
de como "levar” cada ponto de um sistema de coordenadas no ponto
correspondente no outro sistema de coordenadas. Na verdade, é importante
lembrar que aqui estamos interessados nas coordenadas (representagéo) do
vetor, que esta sendo representado nas diferentes bases (sistemas de
coordenadas).

- - - -2 - -2 - - -
4 $ ‘ s - T N . 4 r ? ‘

Figura 1: Efeito de uma tranformagao linear (S) num grid de pontos e nos
versores da base

localhost:8000/Aulas_S7/

4/16



07/05/2020

Aulas S7 - SFI5774

Note, porém, que nessa interpretacao todo o sistema de coordenadas é
transformado. Ou seja, o grid de pontos do espaco, onde cada ponto é
espacado pelos versores (vetores unitdrios) da base é transformado. Isso,
em geral, representa "deformacao” do espago (mais estritamente, do grid de
prontos representando o espago). Se for linear, essa tranformagao fard com
que um conjunto de pontos igualmente espagados continue igualmente
espacgados, mas como eles podem sofrer uma mudanga de escala, os
comprimentos e areas do grid ndo sdo necessariamente conservados. Na
verdade, pode-se demonstar que as areas serao escaladas por uma fator
exatamente igual ao determinante da matriz de transformacao.

Como determinar a matriz de transformagao?

Na verdade, é bem simples. Basta considerar o efeito nos vetores da base.
Usaremos a Fig. 1, acima, para ilustrar com um exemplo que nos ajudara a
entender o processo. Imaginando que estamos indo da base |b,,> com os
vetores indicados pelas setas potilhadas, e cujas coordenadas sao

1 0

b)) = 5 |be) =
|b1) 0 |b2) .

os novos vetores da base |¢; ) s&o dados por

I
w|—=

-1
3

lc1) = ;o |e2) = = S=

o D=
e N|=

1
2

N =

Portanto, as colunas da matriz de transformacao correspondem aos vetores
transformados da nova "base" (agora ndo mais ortonormal).

Dada a matriz de transformacéo .S, sabemos como todos os vetores do
espaco se transformam, pois sabemos como os vetores da base se
transformam. Assim, podemos facilmente traduzir as coordenadas de uma
base na outra, com facilidade. Mas como sao transformados (ou
representado) os operadores lineares de uma base para outra?

A resposta simples é, novamente, ver o efeito da agao sobre os vetores
expressos nas duas representacdes (bases) e usar as relagdes de
transformacgao entre os vetores das buas bases para expressar os elementos
de matriz do operador na nova base.
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Pode-se demonstrar (verifique!) que, se L for a representacdo matricial de
um operador L na primeira base |bz) a sua representac¢ao matricial na
segunda base sera dada por

L=8'LS.

Transformacoes de similaridade

Para simplificar a notagao, vamos expressar os operadores por matrizes,
mas o resultado discutido aqui é geral.

@ Matrizes (transformagdes) similares

 Uma matriz B é dita similar a uma matriz A se B = S~1 A S para qualquer matriz
inversivel S.

e Se B é similar a A, entdo B tem os mesmo autovalores de A. Isso pode ser facilmente
demonstrado (verifique!).

¢ Como consequéncia de ter os mesmos autovalores, as duas matrizes terdo também o
mesmo trago (soma dos autovalores) e determinante (produto dos autovalores).

 Seamatriz S for unitéria ela preservara normas e angulos, de modo que se A for uma

representacdo do operador A numa base ortonormal, entdo B também o serd. Como
sempre trabalhamos com bases ortogonais, estaremos interessados geralmente em
transformagoes unitdrias de similaridade.

Uma questao interessante agora é se seria possivel, em geral, encontrar uma
transformacéo S que transforme os autovetores de uma matriz M, geral, de
tal modo que a eles passem a formar uma base do espaco. Algo, por
exemplo, inverso ao mostrado na Figura 1. Em outras palavras, sera que é
possivel encontrar uma transformacéo de similiaridade S que coloque a
matriz M numa forma diagonal (i.e., que diagonalize M)?

Como vimos, nesta formulagdo da MQ usamos operadores lineares para
representar grandezas fisicas observaveis. Nesse contexto, vimos que os
autovalores do operador estdo associados aos valores das medidas daquele
observavel. Portanto, € muito desejavel preservar os autovalores de um
operador que represente grandezas fisicas, se quiseremos buscar
tranformacao que o diagonalize. Para esse efeito, portanto, usaremos
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transformacdes de similidares. Mas como encontrar tais transformacoes?
Como diagonalizar M?

5.8 Diagonalizacao de operadores

Como estamos interessados e na diagonalizagao de operadores observaveis,
vamos coniderar aqui uma operador Hermitiano C, qualquer, que representa
uma dada grandeza fisica. Estamos interessados em escrever esse operador
numa forma diagonal D, seguindo uma transformacéo de similiaridade S-

D=S57'Cs.

Como fazemos para encontrar a transformacéao S?

@ Procedimento para encontrar a transformagéo S

1. Encontre os autovalore e autovetores da matriz C
2. Normalize os autovetores de C

3. Forme a matriz S de modo que as colunas dessa matriz sejam os autovetores
(colunas) normalizados de C

4. Amatriz S~1 é amatrizinversa' de S, tal que S71S§ = §S1 = 1.

Fica como um exercicio sugerido demonstrar que este procedimento resulta

na forma diagonal

A0 . 0
0 X ... O

p=| . ZZAi|Ui><ui|
0 0 ... X\

onde \; séo os autovalores de C' e D.

Sera que esse procedimento funciona sempre? Nao, nem sempre! Nem todas
as matrizes sao diagnalizaveis. Para isso algumas condi¢gbes devem ser
satisfeitas pela matriz C.
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A primeira condigao é que para ser diagonalizavel uma matriz deve ter
autovetores que geram o espago. Assim, se todos os autovetores forem
distintos, ha uma boa chance dela ser diagonalizavel. Mesmo quando ha
raizes multiplias (degenerescéncia), em alguns casos, a matriz ainda pode
ser diagonalizada, mas ndo sempre.

Pode-se mostrar, porém, que toda matriz normal é diagonalizavel. Embora,
essa nao é uma condi¢ao necessaria. Além disso, todas as matrizes
hermitianas e todas as matrizes unitarias também sao diagonalizaveis.

5.9 Subespacos e projetores

Considere um espaco n-dimensional H com um base ortonormal
|1),2),...,|n). Um subespago S de # é um subconjunto de H tal que S
é ele proprio um espago vetorial, com respeito as operagdes de soma e
multplicacdo por um escalar. Podemos verificar que S € um espaco vetorial
usando os mesmos critérios usuais, mas se S for um subconjunto de H,
basta verificar dois critérios

1. O vetor zero (nulo) pertencea S

2. Para todos os vetores |u), |v) em S e escalar a, temos que |u) + |v) e
o |u) pertencema S.

Para isso é util usar o operador projetor, que ja discutimos na se¢ao 5.6.
Relembrando sua definigao:
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6 Operador de projecao: projetor

Suponha um subespaco de dimenséo m, onde m < n, que tem uma base ortonormal

U={|u),|u2),--.,|un)} Ooperador de projecio B, é dado por

P, = ZM]) (ui] -

m
=1

0 operador de projegao tem duas propriedades importantes:

N A

1.P= PT, isto &, ele € um operador hermitiano.
~ ~ A 2
2. P = PP = P ,éigual ao seu quadrado.

Podemos formar o projetor de apenas um vetor da base 13z = |uz) (uz| (imagine que o
somatorio estende-se apenas ao vetor |'u,l>) Esse operador é totalmente vélico e obedece
as duas propriedades acima. Ele claramente é hermitiano, por exemplo, e também obedece
a segunda propriedade (verifique!).

Considere, por exemplo, o efeito de P; |®):
P |9) = |u;) (ws| ®) = ((Ui] ¥)) |us) -

Veja que isso efetivamente "projeta" a componente de |\Il> na direcao do
vetor da base |u;).

Observe também que o projetor de um dado espaco (subespaco) é igual ao
opeador identidade daquele espago (subespago), satisfazendo a relagédo de
completeza daquele espaco (subespaco):

m m
i=1 =1

onde L,, = 1,,, expressa explicitamente uma matriz identidade de ordem m.

5.10 Func¢des de operadores

Assim como podemos expandir uma fungao ordinaria f(:v) numa série de
Taylorz:
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f(z) = Za,-:ci
i=0

podemos, de forma similar, generalizar essa ideia para definir a fungao de um
operador F'(A):

sl i
i=0
Note, porém, que em geral os coeficientes a; podem ser niumeros

complexos.

:= Exemplo: exponencial de um operador

Vamos considerar um exemplo bastante importante na mecanica quantica, que é a
exponencial de um operador. Usando a relagao que aprendemos entre operadores e
matrizes, usaremos a notagao de matrizes, para simplificar.

x 1 1 1
exp(H)=eH=ZEHk=I+H+§H2+EH3+...
k=0

onde I é matriz identidade, e H* é poténcia k da matriz H.

5.11 Generalizacao para espacos continuos

Para ajudar a fixar as ideias de espacos vetorias, aproveitando a analogia
com os vetores do espaco euclidiano, que estamos acostumados na Fisica,
até este ponto temos nos limitado a espacos discretos de dimensdes finitas.
Porém, o formalismo de espacos vetorias pode ser facilmente extendido
também a espacos mais gerais, como espac¢os continuos e infinitos.

Neste caso, em geral, estamos falando do espacgo das fun¢des continuas. Na
verdade, mesmo sem perceber, ja temos alguma familiaridade com esse tipo
de espago, mesmo na mecanica quantica, pois comegamos a nossa
discussao neste curso, falando da equacgao de Schrodinger e fungdes de
ondas. Pois entdo, como seria de se esperar, as fungaos de ondas da
mecanica quantica formam um espaco vetorial, com as mesmas
propriedades dos espagos discretos que temos discutidos até agora.
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A seguir fazeremos uma breve introdugdo da notacao usada para descrever
espacos vetorias continuos na mecanica quantica.

Vetores

Assim como os vetores de um espaco discreto e finito podem ser
expandidos numa base ortonormal {|u;), ¢ = 1,2,...} com um ndmero
finito de componentes, os vetores de um espago continuo sao representados
numa base ortonomal {|wg ) , 1 < @ < 3} por um nimero infinito de
pontos no intervalo [a, b]. Isto &, os (infinitos) coeficientes da expansao séo
representados por uma fungdo c(a), nesse intervalo. Neste caso a expans&o
€ escrita como:

) = [ efe) wn) da
Produto interno

Sendo o vetor |¢) = [ b(c) |wy ) de. O produto interno dos vetores |@) e
|4), sendo os dois vetores expressos na base |wq ) é dado por:

(91%) = [ be)*c(a)da
Bases ortonormal
No espaco discreto temos:
(uiluj) = 6
onde 5@- € o delta de Kronecker.
No espago continuo temos:
(wo|wy ) = 6(a — o)
onde §(a — @) é a fungéo delta de Dirac.

Relagao de completeza

3 ) (w| =1

]
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/|wa)(wa|da=i

Representagao de operadores

Podemos também estender a representacao de um operador para um
espaco continuo de maneira bastante similar e natural. Se imaginarmos uma
representagao matricial, o operador corresponderia a uma matriz "infinita’,
com um numero infito de linhas e colunas, e os elementos de matrizes sao
pontos:

A= - Ala,d)

Seguindo numa analogia geométrica, podemos imaginar um plano de pontos
(elementos de matriz) cujos valores sdo dados por uma fungéo de duas
variaveis A(a, a'), determinador por:

A(aaa’):/<wa|A|wa>da

Funcdes de ondas

A generalizagao para espagos continuos nos permite conectar as diferenes
representagdes da mecanica quantica, assim como varias ideias ja
discutidas neste curso, mas que pareciam estar, literalmente, em "espacos”
(contextos) diferentes. Por exemplo, nos permite conectar a mecanica
ondulatéria com a mecancia matricial, assim como formulagao em termos
de fungdes de ondas () com o vetor |1)).

Na linguagem dos espagos vetoriais continuos, a fungéo continua & € uma
representacao (coeficientes) do vetor |:13> da mesma forma, o momento
linear estd relacionado a um vetor |p). Nesta descrigao, as fungdo de ondas

¥(z) e 1(p) sdo dadas por

P(z) = (z|¥),  P(p)=(p|¥)
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e correspondem, respectivamente, as representagoes do vetor |1,b) nas bases

de posicao e momento, definidas pelas fungoes

€z, () = 6(z — xp), Up, = Leipﬁz/h.

*  V2rh

Observe que essas fungdes de base satisfazem as condi¢des necessarias
2|z} = oz —7), i= /|:1:> (2| do

W) =bp—7), 1= / 1p) (| dp

Além disso, o produto interno entre posi¢ao e momento é dado por

1 .
z|p) = (p|z)* = ———eP?/h,
(z| p) = (p|z) Jonh

Finalmente, usando a relagdo de completeza podemos mostrar que as
funcdes de ondas nos espagos da posi¢cao e momento estao relacionados

([ piaw)| )

através de uma transformada de Fourier:

() = (el) = (al 1) = <
=/@mmw@

- m [ €% dw)ip

5.12 Produto tensorial

Se um V é um espago de dimens3o p e W é um espaco de dimens&o g,
entdo o espago

Vew

tem dimenséo pq.
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Seja |[v) € Ve |w) € W dois vetores desses espagos. Ent&o o vetor

V) @ lw) e VOW.
Notacdes alternativas do vetor |v) ® |w) incluem |v)|w) e |vw).

Se A é um operador que atua no espaco V e B é um operador que atua no
espago W, entdo o operador formado pelo produto tensorial dado por

A®B
atua nos vetores |v) ® |w) da seguinte maneira:
(A® B)|v)|w) = (A|v))(Blw))

Considerando agora a norma de um vetor que pertencaa V @ W. Suponha
que

[¥) = [v)|w).

Neste caso, a norma é dada por

{Yly) = (v]v)(w|w)

Representagao matricial do produto tensorial

Seja A uma matriz (m X n) e B uma matriz (p X q). O produto tensorial
A ® B ¢é a matrizcom mp linhas e nq colunas. Os elementos desta matriz
sao construidos pelas submatrizes:

AijB

ou seja, multiplique B por cada componente de A e arrange essas
submatrizes numa matriz maior. A matriz completa, representando o produto
tensorial é dada por:

AllB AlzB AlnB
AnB AxnB

A= 21 22
AmB ... ... A.B
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Um vetor coluna em duas dimensdes possui duas linhas e uma coluna.
Como o produto tensorial entre uma matriz (m X m) e uma matriz (p X q)
tem myp linhas e nq colunas, o produto tensorial entre as duas matrizes

(2 x 1)tera (2 x 2) = 4linhase (1 x 1) = 1 coluna. A forma de calcular

isso é:
a 2 c\ | ad
b d be
Agora considere o produto tensorial de duas matrizes 2 X 2.
a b w oz
c d Yy z
Esse produto tensorial serd uma matriz (4 X 4):

aw ar bw bz
aB bB) ay az by bz

cB dB B cw cx dw dz

AsB—(

cy cz dy dz

1.] @ Como calcular a matriz inversa

Se A uma matriz ndo singular, sua inversa é dada por:

Cu Cy -+ Cy

Al 1 7 1 | C2 Co - Cp
A |A[] : .o

Cln C2n ce Cnn

onde C é a matriz de cofatores Cy; = (—1)*+ Dj;, sendo Dj; o determinante da matriz

menor Au obtida a partir da excluséo da linha i e coluna j da matriz A.. O termo
|A| = det(A) representa o determinante de A..

Se A for uma matriz 3x3, sua inversa é dada por:
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{ a2 Q23 a3 ap2 a2 a3 \
agz asg azz a3z G2z Q23
-1 _ i a3 a31 ail a3 a13 a1

|A| | lass a@31| |as1 ass| |azs an

Kam a22 a2 a1 aiz a2
azy as2 azz asgi a1 a2 )

Se A for uma matriz 2x2, sua inversa é simplesmente:

A_l_(a b)‘l_ 1 (d —b)_ 1 (d —b)
“\e d “det(A)\—-c a/) ad-bc\-c a

2.| @ séries de Taylor

Para uma fungéo continua f(a,') que seja infinitamente diferenciavel, a série de Taylor é uma
sua expansao em série de potencias do tipo:

© 1 d_f k 00 f('k)(wo)

T=xg k=1

Ultima atualizagdo: 7 de maio de 2020
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