Capitulo 16

Regressdo Linear Simples

16.1 Introducdo

No Capitulo 8 introduzimos o conceito de regressdo para duas v.a. quantitativas, X
e Y. Vimos que a esperanca condicional de Y, dado que X = x, por exemplo, denotada
por E(Y|x), é uma fun¢do de x, ou seja,

E(Y|x) = pu(x). (16.1)

Em (8.27) definimos precisamente essa fun¢do. Uma defini¢do similar vale para
E(X]y), que serd uma fungdo de y. Estamos considerando aqui o caso em que X e Y sdo
definidas sobre uma mesma populacdo P. Por exemplo, X pode ser a idade e Y o tempo
de reacdo ao estimulo, no Exemplo 15.1. Nesse exemplo, a andlise sugeriu a existén-
cia de uma relacdo mais forte entre as duas varidveis, e a modelamos por

Vis ey i=1,.,5 j=1,..,4, (16.2)

onde u; é a média do grupo de idade i. Podemos pensar que o fator idade determina
cinco subpopulacdes (ou estratos) em P e de 1d escolhemos cinco amostras aleatdrias
de tamanhos n;,=4,i=1, ..., 5.

Em (16.1), u(x) pode ser qualquer fun¢do de x; veja o Exemplo 8.21. Um caso
simples de interesse € aquele em que X e Y t€m distribuicdo conjunta normal
bidimensional. Nesse caso, u(x) e u(y) sao, de fato, fungdes lineares. Veja a sec¢do 8.8.

Continuando com o Exemplo 15.1, tanto X (idade) como Y (tempo de resposta ao
estimulo) sdo v.a. continuas, ¢ podemos pensar em introduzir um modelo alternativo
para y;, dada a relagio entre X e Y. Observando as médias de Y, segundo os grupos de
idades, ou seja, E(Ylx), percebemos que estas aumentam conforme as pessoas enve-
lhecem. A Figura 16.1 mostra os dados observados, onde notamos uma tendéncia
crescente, bem como os valores repetidos de Y para cada nivel de idade x.

Um modelo razodvel para E(Y|x) pode ser
E(Y|x) = u(x) = o + Bx, (16.3)

ou seja, o tempo médio de reagdo € uma funcio linear da idade.
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Figura 16.1: Gréfico de dispersdo de idade e rea-
¢do ao estimulo, com reta ajustada.
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A forma da funcdo u(x) deve ser definida pelo pesquisador, em funcido do grau de
conhecimento tedrico que ele tem do fendmeno sob estudo. Um modelo alternativo a

(16.2) seria, entdo,

Yy = u(x) + € (16.4)
com HY| x) = ux) = o+ ﬂxl, i=1, 2, .., 5. Entretanto, a forma usual de escrever o modelo é
¥, = H(x) + e, (16.5)

onde y, indica o tempo de reagdo do -€simo individuo com x. anos de idade, 1= 1,2, .., n,e n
€ o nimero total de observacdes. Teremos, entdo, com essa notagdo, valores repetidos para X,
por exemplo, x, = ... = x, = 20. Convém reforgar a id€ia que estamos propondo um modelo de
comportamento para as médias das subpopulacdes, logo teremos de estimar os parametros
envolvidos na funcdo u(x), baseados numa amostra de n = 20 observacdes, no exemplo.

No caso de (16.3) o modelo pode ser escrito como

y=E(Y|x)+e=a+px+e, i=12,.,n, (16.6)

devendo-se encontrar os valores mais provaveis para o ¢ f3, segundo algum critério, a
partir de n observagdes de pares de valores de (X, Y).

Antes de prosseguirmos, seria conveniente interpretar os pardmetros envolvidos no mo-
delo (16.5). Sabemos que o, o intercepto, representa o ponto onde a reta corta o eixo das
ordenadas, ¢ f3, o coeficiente angular, representa 0 quanto varia a média de Y para um aumento
de uma unidade da varidvel X. Esses parametros estdo representados na Figura 16.2.

Figura 16.2: Representagéo do modelo E(Y|x)= o+ Bx.

y
E(Y|x) = o + Bx
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Voltando ao nosso exemplo, onde X € a idade e Y o tempo de reacdo, f3 representa
o acréscimo no tempo médio de reagdo para cada ano de envelhecimento das pessoas.
Aqui «a representa o tempo de reacdo para a idade zero (recém-nascido), o que € uma
inadequacdo do modelo.

Observacao. Chamamos (16.3) de modelo linear, pois este representa uma reta. Todavia,
em casos mais gerais, o termo /inear refere-se ao modo como 0s pardmetros entram
no modelo, ou seja, de forma linear. Por exemplo, o modelo

E(Y|x) = o+ Bx + yx%

embora graficamente represente uma pardbola, é modelo linear em o, 3 e y. Por
outro lado,

E(Y|x) = ace® (16.7)

ndo € um modelo linear em o e B.

Determinados modelos nao-lineares podem ser transformados em lineares, por
meio de transformacdes das varidveis. Assim, tomando-se o logaritmo (de base e)
em (16.7) obtemos

¢nE(Y|x) = €n(@) + Bx = o'+ Bx,

que € linear em o' e B.

Ao lado de um tratamento formal para estudar o modelo (16.6), devemos usar as
técnicas de andlise de dados que estudamos na Parte 1 do livro. Em particular, pode-
mos fazer diversos tipos de grificos antes que o modelo seja ajustado, durante o
processo de ajuste e, finalmente, depois que o modelo foi ajustado.

A Figura 16.1 € um exemplo de um grafico que deve ser feito antes de selecionar
o modelo. Ou seja, temos um grafico de dispersdo entre as varidveis X (idade) e Y
(tempo de reacdo ao estimulo). Esse tipo de diagrama permite ver qual o tipo de
relacdo existente entre as varidveis, se hd valores atipicos, se hd valores repetidos
(como no Exemplo 15.1), se a variabilidade de Y estd aumentando ou ndo com X etc.
Nesse mesmo exemplo, se decidirmos incluir a varidvel “acuidade visual” no mode-
lo, teriamos duas varidveis explicativas e poderiamos fazer, por exemplo, graficos
de dispersdo entre a resposta e cada varidvel explicativa e entre as duas varidveis
explicativas. Este dltimo nos daria uma idéia do planejamento envolvido, ou seja, se
os pares de valores das varidveis explicativas estdo cobrindo o plano (x, x,), se ha
grupos de pontos etc.

Exemplos de graficos depois do ajuste serdo vistos na secdo 16.5, quando fizermos
uma andlise dos residuos, para avaliar a adequac@o do modelo aos dados. Graficos
durante o ajuste sdo utilizados quando estudarmos a possibilidade de considerar
vérios modelos alternativos para o problema em questdo. Esse topico ndo serd ex-
plorado com detalhes no livro.
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16.2 Estimacdo dos Parametros

Como no capitulo anterior, iremos encontrar os estimadores de minimos quadra-
dos para os parametros do modelo linear (16.6), mas o mesmo desenvolvimento pode
ser aplicado em modelos mais complexos. Serd necessario ainda introduzir algumas
suposicdes para as v.a. envolvidas. A primeira delas € que a varidvel X é por hipdtese
controlada e nfo estd sujeita a variagdes aleatdrias. Dizemos que X € uma varidvel fixa
(ou sem erro ou deterministica). Segundo, para dado valor x de X, os erros distribuem-se
ao redor da média o + Bx com média zero, isto &,

Ee;|x) = 0. (16.8)

Em terceiro lugar, e pela mesma razdo apresentada no capitulo anterior, devemos
supor que os erros tenham a mesma variabilidade em torno dos niveis de X, ou seja,

Var(e;| x) = 0. (16.9)

E em quarto lugar, introduziremos a restri¢do de que os erros sejam nao-correlacionados.

Colhida uma amostra de n individuos, teremos n pares de valores (x, y), i = 1, ...,
n, que devem satisfazer ao modelo (16.6), isto é,

vi=oa+ Bx;+e, i=1,.., n (16.10)

Temos, entdo, n equagdes e n + 2 incdgnitas (&, B, e, €, ..., €,). Precisamos
introduzir um critério que permita encontrar & ¢ . Como no capitulo anterior, vamos
adotar o critério que consiste em encontrar os valores de o e 8 que minimizam a
soma dos quadrados dos erros, dados por

eg=yi—(a+Px), i=1,..,n (16.11)

Obtemos, entdo, a quantidade de informagdo perdida pelo modelo ou soma dos
quadrados dos erros (ou desvios)

n

SQUo, By =2 €1 =2 {5~ (00 + B} (16.12)

Para cada valor de o e 8 teremos um resultado para essa soma de quadrados, e a
solucdo de minimos quadrados (MQ) € aquela que torna essa soma minima. Temos,
entdo, o problema de encontrar o minimo de uma fungdo de duas varidveis, a e 3, no
caso (ver Morettin et al., 2005). Derivando em relacdo a o e B e igualando a zero,
observamos que as solugdes & € B devem satisfazer

o> x+ B2 x =2 xy, (16.13)
1 (=1
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as quais produzem as solucdes
0=y - Px,
B >-1 XiY; = nXy (16.14)

= n 2 -2
> Xi— nx

Substituindo em (16.3), teremos o estimador para a média u(x), dado por

[(x)=o+Bx, i=1,..n, (16.15)
que iremos indicar por
j,= &+ Bx,, (16.16)
ou, ainda, por
Ji=y-BX+Bx=y+ B (x-x). (16.17)

Exemplo 16.1. Voltemos ao Exemplo 15.1 e vamos ajustar o modelo (16.10), com:
y;: tempo de reagdo do i-€simo individuo,
x: idade do i-€simo individuo,
e: desvio, 1 =1, 2, ..., 20.
Da Tabela 16.1 obtemos as informacdes:

n=120, >y =2150, >x =600, > xy = 65400,
y=107,50, x=30, > x*=19.000.

Substituindo em (16.14) obtemos

A 65.400 — (20)(30)(107,50) _
F= 19000 - cooy - *
o = 107,50 — (0,90)(30) = 80,50,
o que nos dd o modelo ajustado
y;,=80,50 + 0,90x, i=1,2, .., 20. (16.18)

Com esse modelo podemos prever, por exemplo, o tempo médio de reacdo para

pessoas de 20 anos, que serd indicado por y (20) e determinado por
¥(20) = 80,50 + (0,90)(20) = 98,50.

De modo andlogo, os tempos médios para as idades 25, 30, 35 e 40 serdo, respec-
tivamente, estimados por: 103,00, 107,50, 112,00, e 116,50. Esses valores sdo muito
proximos daqueles encontrados na se¢do 15.3, e a vantagem desse modelo sobre aquele
€ a possibilidade de estimar o tempo de reacdo médio para um grupo de idades ndo
observado. Suponhamos, por exemplo, que se deseja estimar o tempo médio para o
grupo de pessoas com 33 anos; este serd dado por

y(33) = 80,50 + (0,90)(33) = 110,20.
Na Figura 16.1 aparecem representados os dados observados, bem como a reta

ajustada. Podemos observar que o modelo parece ser adequado, nao apresentando
nenhum ponto com desvio exagerado.
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1. Usando os dados do Exemplo 15.1:
(a) Encontre a reta de minimos quadrados z; = o + Bx;, onde zmede a acuidade visual e
x, a idade.
(b) Interprete o significado de aze B nesse problema.
(c) Para cada individuo, encontre o desvio €, = z; — z; existe algum com valor
muito exagerado?

2. Atabela abaixo indica o valor y do aluguel e a idade x de cinco casas.
(a) Encontre a reta de MQ, supondo a relacdo E(y|x) = o+ Bx.
(b) Faca o grdfico dos pontos e da reta ajustada. Vocé acha que o modelo adotado
é razodvel?
(c) Qual o significado do coeficiente angular nesse caso?
(d) E do coeficiente linear?

10 13 5 7 20
y 4 3 6 5 2

3. Um laboratério estd interessado em medir o efeito da temperatura sobre a poténcia de um
antibiético. Dez amostras de 50 gramas cada foram guardadas a diferentes temperaturas,
e apds 15 dias mediu-se a poténcia. Os resultados estdo no quadro abaixo.
(a) Faca a representacdo grdfica dos dados.
(b) Ajuste a reta de MQ, da poténcia como funcéo da temperatura.
(c) O que vocé acha desse modelo?
(d) A que temperatura a poténcia média seria nula?

Temperatura 30° 50° 70° 90°
Poténcia 38 Q332 2 3B|19 27 23|14 21

4. Ainda usando os dados do exemplo numérico 15.1, investigue o ajuste da reta de MQ na
varidvel tempo de reacdo como funcéo da acuidade visual.

16.3 Avaliacdo do Modelo

Nesta secdo e nas seguintes estudaremos varias formas de avaliar se o modelo
linear postulado é adequado ou ndo, dadas as suposi¢cdes que fizemos sobre ele.

16.3.1 Estimador de o7

Como no capitulo anterior, para julgar a vantagem da ado¢do de um modelo mais
complexo (linear ou outro qualquer), vamos usar a estratégia de compara-lo com o
modelo mais simples, que € aquele discutido na se¢@o 15.2, ou seja,

Yi=Hte. (16.19)

A vantagem serd sempre medida por meio da diminuicdo dos erros de previsdo, ou
. A . . ) . - 2
ainda, da variancia residual S.. Para o modelo ajustado (16.16), cada residuo é dado por

&G=Yi—yi=yi—o - Bxi- (16.20)
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Como vimos na sec@o 16.1, vérios grificos envolvendo esses residuos podem ser feitos para
avaliar se eles sdo “bons representantes” dos verdadeiros e, desconhecidos, no sentido de que as
suposicdes feitas sobre estes estdo satisfeitas. Esses gréaficos serdo estudados na segdo 16.5.

Quando estes residuos forem pequenos, temos uma indicagdo de que o modelo estd produ-
zindo bons resultados. Para julgarmos se o residuo € pequeno ou nao, devemos compara-lo
com os residuos do modelo alternativo, dados por y, — y. Da dificuldade de compard-los indivi-
dualmente, preferimos trabalhar com as respectivas somas de residuos quadraticos, dadas por

SQTot = Z v, —y» (16.21)

SQRes = >" &; = > (v, - y)* (16.22)
i=1 i=1
Exemplo 16.1. (continuacdo) Na quinta coluna da Tabela 16.1 aparecem os residuos
e =y —y=y— 8050+ 0,90x)
que elevados ao quadrado e somados produzirdao
SQRes = 563,00.

Sabemos que SQTot = 1.373,00, o que mostra uma sensivel reducdo de 810 unidades.
Mais ainda, a comparac@o da quinta coluna da Tabela 16.1 com a coluna e(3) da Tabela 15.4
mostra o melhor comportamento dos residuos do modelo de regressao (16.18).

Tabela 16.1: Residuos para o modelo (16.18).

Varidveis Residuos
! TeRr:cE)gaie Sexo Idade -y,
1 96 H 20 2,5
2 92 M 20 -6,5
3 106 H 20 75
4 100 M 20 15
5 98 M 25 -5,0
6 104 H 25 10
7 110 H 25 7,0
8 101 M 25 -2,0
9 116 M 30 8,5
10 106 H 30 -1,5
11 109 H 30 15
12 100 M 30 7,5
13 112 M 35 00
14 105 M 35 -7,0
15 118 H 35 6,0
16 108 H 35 -4,0
17 113 M 40 -4,5
18 112 M 40 -5,5
19 127 H 40 95
20 117 H 40 -0,5
SQRes 563
S? 31,28
Se 5,59
2S. 11,18
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No entanto, a comparagdo direta dessas somas de quadrados niao nos parece justa,
pois o modelo (16.18) tem mais pardmetros do que o modelo (16.19). Vejamos, entdo,
como comparar as variancias residuais. Para o modelo simples (16.19) o estimador

~ . 2 <
ndo-viesado de o, ¢

§? =

1 <y o = SQTot
STT 20 2 (16.23)

Também vimos que para o modelo (16.2), com I niveis ou subpopulagdes, o esti-
mado da varidncia residual era
SQDen SQRes (16.24)

SZ= = )
c n—1 n—1

e [ também denota o nimero de parametros desconhecidos do modelo (as médias L;).
Portanto, de modo geral, perde-se um grau de liberdade para cada parametro envolvido
no modelo e € natural definir o estimador de ¢ num modelo de regressio como sendo

g2 = SQRes (16.25)
e n— p 4

onde p € o nimero de parametros do modelo. No caso particular da regressdo linear

simples, p=2 e

52— SQRes (16.26)
¢ n-2"

serd um estimador nio-viesado de o, isto é, E(S) = 0. Veja o Problema 32.

Exemplo 16.2. Continuando o exemplo anterior, obteremos

§? =1.373/19 = 72,26, S = 8,50

§?=1563/18 = 31,28, S =5,59,

nimeros que sugerem uma diminui¢do significativa nos residuos. Observe que, pas-
sando de um modelo com um pardmetro para outro com dois, hd uma reducdo de 813
unidades na soma de quadrados residuais. Ou seja, perdendo um grau de liberdade,
reduziu-se a soma dos residuos quadriticos em 810 unidades, o que € mais uma evi-
déncia da vantagem de adocdo do segundo modelo.

16.3.2 Decomposicdo da Soma de Quadrados

Ao passarmos do modelo simples para o modelo de regressdo linear, vimos que a
reducdo da soma de quadrados € dada por SQTot — SQRes. Esse lucro € devido a adocao
do segundo modelo e serd indicado por SQReg, significando a soma dos quadrados
devida a regressao. Segue-se que

SQReg = SQTot — SQRes, (16.27)
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ou seja,
SQTot = SQReg + SQRes. (16.28)

Observando a Figura 16.3, notamos que vale a seguinte relagdo:
Vi=¥=i=+ G-y =6+ - ). (16.29)

Em palavras, o desvio de uma observa¢ao em relacdo a média pode ser decomposto
como o desvio da observagdo em relacdo ao valor ajustado pela regressdo, mais o
desvio do valor ajustado em relagdo a média.

Figura 16.3: Representacdo grdfica dos diversos desvios.

YA

Elevando-se ao quadrado ambos os membros da igualdade (16.29), tomando-se a soma
e observando-se que a soma do duplo produto se anula (veja o Problema 31), obtemos

,i_l(y" -y = il(ic -+ ilé?, (16.30)
ou _ : .
SQTot = ,i_]@" — ¥ + SQRes, (16.31)
do que deduzimos que
SQReg = i_l(&,- -y (16.32)

De (16.17) obtemos que
Vi—y= B(Xi_ X),
portanto, podemos escrever

SQReg = B (x, - X~ (16.33)

~

Daqui se pode observar que, quanto maior o valor de 3, maior serd a redugdo da
soma dos quadrados dos residuos.
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16.3.3 Tabela de Andlise de Variancia

Do mesmo modo como foi feito na sec@o 15.2, podemos resumir as informacdes
anteriores numa unica tabela ANOVA, ilustrada na Tabela 16.2.

Tabela 16.2: Tabela ANOVA para modelo de regressédo.

EV. ol SQ QM F

Regressdo 1 SQReg SQReg = QMReg QMReg/S?
Residuo n-2 SQRes SQRes/(n-2) = S?
Total n-1 SQTot SQTot/(n-1) =52

Também podemos medir o lucro relativo que se ganha ao introduzir o modelo,
usando a estatistica

SQReg
R="==5 16.34
SQTot ’ ( )

definida anteriormente. A estatistica F serd discutida na secdo 16.4.

Exemplo 16.3. Dos cdlculos que nos levaram ao modelo (16.18), podemos construir a

Tabela 16.3. Temos que
810

R= —— = .
1.373 9%

Tabela 16.3: Tabela ANOVA para o modelo (16.18).

EV. ol SQ oM F

Regressdo 1 810 810 25,90
Residuo 18 563 31,28
Total 19 1.373 72,26

O modelo proposto diminui a variancia residual em mais da metade e explica 59%
da variabilidade total. Verificamos, entdo, que € vantajosa a ado¢do do modelo linear
(16.18) para explicar o tempo médio de reagdo ao estimulo, em funcdo da idade.

A estratégia adotada para verificar se compensa ou ndo utilizar o modelo y = ot + fx + e
é observar a reducdo no residuo quando comparado com o modelo y = 4 + e. Se a
reducdo for muito pequena, os dois modelos serdo praticamente equivalentes, e iSso
ocorre quando a inclinagdo 8 for zero ou muito pequena, ndo compensando usar um
modelo mais complexo. Estaremos, pois, interessados em testar a hipotese

H,: B=0, (16.35)

0 que ird exigir que se coloque uma estrutura de probabilidades sobre os erros. Esse assunto
serd objeto da proxima secdo. A Figura 16.4 ilustra as duas situacdes que podem ocorrer.
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Na Figura 16.4 (a) temos o caso em que claramente a varidvel auxiliar ajuda a prever a
varidvel resposta. Na situacdo da Figura 16.4 (b) teremos diividas se vale a pena ou ndo
introduzir um modelo mais complexo, ganhando muito pouco em termos de explicagdo.

Figura 16.4: Refas ajustadas a dois conjuntos de dados. (a) x explica y; (b) x ndo explica y.

YA yA

<!

(a) (b)

Para a avaliacdo final do modelo devemos investigar com mais cuidado o compor-
tamento dos residuos, o que serd feito na se¢do 16.5.

5. Usando os resultados do Problema 1, construa a tabela ANOVA para o modelo Z = & + fx,
encontrado naquele problema.
(a) Qual a estimativa §°2 E 572
(b) Vocé acha que a reducdo nos residuos foi grande?
(c) Qual o valor de R*2 Inferprete esse nomero.

6. Um estudo sobre duracéo de certas operacées estd investigando o tempo requerido (em
segundos) para acondicionar objetos e o volume (em dm?) que eles ocupam. Uma amostra
foi observada e obtiveram-se os seguintes resultados:

Tempo 108 14,4 19,6 180 8,4 15,2 110 133 23,1
Volume 2039 | 2492 | 3484 | 31,72 | 1359 | 3087 | 1784 | 2322 | 3965

(a) Faca o diagrama de disperséo dos dados.

(b) Estime a reta de regresséo do tempo de operacéo em funcéo do volume.

(c) Construa a tabela ANOVA para o modelo.

(d) Qual o valor de $22 E pequeno quando comparado com $22

(e) Vocé acha que conhecer o volume do pacote ajuda a prever o tempo de empacotamento?

7. Construa a tabela ANOVA para o Problema 2 e interprete os resultados.
8. Construa a tabela ANOVA com os dados do Problema 3.

9. Idem para o Problema 4.



