Capitulo 15

Inferéncia para
Vdrias Populacdes

15.1 Introducdo

Como vimos no Capitulo 1, uma das preocupacdes de um estatistico ao analisar
um conjunto de dados € criar modelos que explicitem estruturas do fenémeno sob
observacdo, as quais frequentemente estdo misturadas com variacdes acidentais ou
aleatdrias. A identificacdo dessas estruturas permite conhecer melhor o fenémeno,
bem como fazer afirmagdes sobre possiveis comportamentos.

z

Portanto, uma estratégia conveniente de andlise € supor que cada observagdo seja
formada por duas partes, como vimos em (1.1) do Capitulo 1:

observacdo = previsivel + aleatdrio. (15.1)

Aqui, a primeira componente incorpora o conhecimento que o pesquisador tem
sobre o fendmeno e € usualmente expressa por uma fun¢do matemadtica, com parametros
desconhecidos. A segunda parte, a aleatéria (ou ndo previsivel), representa aquilo que
o pesquisador ndo pode controlar e para a qual sdo impostas algumas suposic¢des,
como, por exemplo, que ela obedeca a algum modelo probabilistico especifico, que,
por sua vez, também contém pardmetros desconhecidos.

Dentro desse cendrio, o trabalho do estatistico passa a ser o de estimar os parametros
desconhecidos das duas partes do modelo, baseado em amostras observadas.

Neste capitulo iremos investigar um modelo simples, chamado de andlise de
varidncia com um fator. No capitulo seguinte iremos estudar o modelo de regressdao
linear simples. As técnicas de andlise de varidncia foram desenvolvidas principalmen-
te pelo estatistico inglés Ronald A. Fisher, a partir de 1918. O leitor interessado pode
consultar os trabalhos pioneiros de Fisher (1935, 1954) ou Peres e Saldiva (1982) para
mais informacdes sobre esse assunto.

A situacio geral pode ser descrita como segue. Temos uma populagdo P de unidades
experimentais (individuos, animais, empresas etc.), para a qual temos uma v.a. Y de interesse.
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Suponha, agora, que possamos classificar as unidades dessa populacdo segundo niveis de
um fator. Por exemplo, o fator pode ser o sexo, com dois niveis, arbitrariamente denotados
por L: sexo masculino e 2: sexo feminino. A v.a. Y pode ser a altura de cada individuo.

Genericamente podemos ter / niveis para esse fator. A populagdo fica, entdo, divi-
dida em [ subpopulagdes (ou estratos), P, ..., P, cada uma representada por um nivel
i do fator, i = 1, 2, ..., I. No exemplo citado teriamos duas subpopulacdes: a dos indivi-
duos do sexo masculino e a dos individuos do sexo feminino.

Na Figura 15.1 mostramos graficamente as suposicdes adotadas para o comporta-
mento da populacdo neste modelo. A Figura 15.1 (a) mostra um comportamento mais
amplo, com distribui¢des distintas para cada subpopulagdo. Na Figura 15.1 (b), aparece
a suposicdo mais comum, em que a parte aleatdria segue uma distribui¢do normal,
com a mesma variancia o para todas as subpopulagdes P, i =1, 2, ..., I.

Figura 15.1: Formas da distribuicdo de y para os diversos niveis do fator.
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Para cada nivel i, observamos a v.a. Y em n, unidades experimentais selecionadas
ao acaso da subpopulacido correspondente, ou seja, teremos uma amostra (yil, . yin,-)

dessa subpopulagdo. No exemplo citado acima, temos i = 1, 2, ou seja, dois niveis
para o fator sexo. Extraimos uma amostra de tamanho n, de P: pessoas do sexo mas-
culino, (y,» ... yml), e uma amostra de tamanho n, de P,: pessoas do sexo feminino,
(Vg woes y%z). Essas amostras sdo independentes.

Suponha que E(Y) = u para a populacdo toda, ou seja, a média global da v.a. Y para P.
Suponha, também, que E(YIP) = u, i = 1, ..., I, ou seja, as médias da v.a. Y para as
subpopulagdes sejam (i, ..., 4,. No nosso exemplo, i € a média das alturas da popula-
¢do de todos os individuos, u, € a média das alturas dos homens, € u, € a média das
alturas das mulheres.

O objetivo € estimar p, i = 1, ..., [ e testar hipdteses sobre essas médias. Uma
hipétese de interesse €

Hiyp=uw=..=u=4Hu, (15.2)
contra a alternativa
H: p, # |, para algum par (i, j). (15.3)

O teste acima corresponde a verificar se as duas populacdes estdo dispostas como
na Figura 15.1 (c), ou seja, os centros das distribuicdes tém a mesma ordenada e estdo
sobre uma reta paralela ao eixo do fator. Isso significa que o fator ndo tem influéncia sobre
a média da varidvel sob observacio.

A andlise da variancia pode ser pensada como um método para testar a hipotese H,
acima, por meio da andlise das variancias das diversas amostras. Esse método estende
aquele visto no Capitulo 13, onde compardvamos apenas duas médias. A teoria desen-
volvida naquele capitulo envolvia situagdes mais amplas do que as que serdo vistas
aqui. Sob as mesmas suposicdes os dois métodos sdo equivalentes. Porém, nao pode-
mos usar os métodos do Capitulo 13 para comparar mais do que duas populacdes.
Poderia ser aventada a possibilidade de testar as hipdteses duas a duas, mas isso traz
problemas relacionados no nivel de significancia do teste global, ja que efetuaremos

I .. ~
[2] testes parciais. Voltaremos a esse assunto na secio 15.4,

Um modelo conveniente para descrever essa situagdo &

vo=m e, i=1,.,0  j=1..n, (15.4)

l

para o qual supomos que e, sdo v.a. independentes, de média zero e varidncia 07
desconhecida, por exemplo. Podemos adicionar a hipdtese de que esses “erros” sejam
normais, ou seja,

e, ~ N ), (15.5)

parai=1,2,..,1,j=1,2, .., n.

1
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Logo, além de estimar u, ..., i, temos que estimar também Gj. Se (15.4) e (15.5)
valerem, teremos / subpopulagdes normais N(u, 662), i=1,2, .. 1, que tém médias
diferentes e mesma variancia. A Figura 15.1 (b) ilustra essa situa¢do, com I = 4.

O modelo (15.4) é chamado modelo com efeitos fixos, no sentido de que as
subpopulacdes determinadas pelos niveis do fator sdo aquelas de interesse do pesquisador.
Se o experimento fosse repetido, amostras aleatérias das mesmas subpopulacdes seriam
extraidas e analisadas. Pode-se considerar, também, modelos com efeitos aleatorios,
mas esse caso nao sera tratado neste livro.

Exemplo 15. 1. Um psicélogo estd investigando a relacdo entre o tempo que um indi-
viduo leva para reagir a um estimulo visual (Y) e alguns fatores, como sexo (W), idade
(X) e acuidade visual (Z, medida em porcentagem). Na Tabela 15.1 temos os tempos
para n = 20 individuos (valores da v.a. Y). O fator sexo tem dois niveis: i = 1: sexo
masculino (H) e i = 2: sexo feminino (M), com n, = n, = 10. O fator idade tem cinco
niveis: { = 1: individuos com 20 anos de idade, i = 2: individuos com 25 anos etc., i = 5:
individuos com 40 anos. Aqui, n, = ... = n, = 4. A acuidade visual, como porcentagem

Tabela 15.1: Tempos de reacdio a um estimulo (Y) e acuidade visual (Z) de 20 individuos, segundo

o sexo (W) e a idade (X).

Individuo Y "% X VA
1 96 H 20 0
2 92 M 20 100
3 106 H 20 80
4 100 M 20 0
5 98 M 25 100
6 104 H 25 0
7 110 H 25 80
8 101 M 25 50
9 116 M 30 70

10 106 H 30 0
1 109 H 30 0
12 100 M 30 80
13 112 M 35 0
14 105 M 35 80
15 118 H 35 70
16 108 H 35 90
17 113 M 40 0
18 112 M 40 0
19 127 H 40 60
20 17 H 40 80
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da vis@o completa, também gera cinco niveis: i = 1: individuos com 100% de visdo, i = 2:
individuos com 90% de visdo, e assim por diante. Ndo foi possivel controlar essa
varidvel a priori como as outras duas, jd que ela exige exames oftalmoldgicos para sua
mensuragdo. Dai o desbalanceamento dos tamanhos observados: n, = 2, n,, = 10, n, = 5,
n, =2 e ng = 1. Fatores desse tipo sdo chamados de co-fatores.

Assim, para o fator sexo, teremos o modelo (15.4) comi =1,2,j=1, 2, 3, ..., 10,
e para o fator idade, o mesmo modelo comi =1, 2, ...,5,j =1, 2, 3, 4.

Exemplo 15.2. Uma escola analisa seu curso por meio de um questiondrio com 50 ques-
toes sobre diversos aspectos de interesse. Cada pergunta tem uma resposta, numa escala
de 1 a 5 (vaa. Y), onde a maior nota significa melhor desempenho. Na ultima avaliacio
usou-se uma amostra de alunos de cada periodo, e os resultados estdo na Tabela 15.2.
Aqui, o fator € periodo, com trés niveis: i = 1: manhd, i = 2: tarde e i = 3: noite; temos n, =7,
n,=6en, =8.

Tabela 15.2: Avaliagéo de um curso segundo o periodo.

Periodo
Manhéa Tarde Noite

4,2 2,7 46
40 24 39
3,1 24 38
2,7 2,2 37
2,3 1,9 3,6
3,3 1.8 35
4 34

28

Exemplo 15.3. Num experimento sobre a eficicia de regimes para emagrecer, ho-
mens, todos pesando cerca de 100 kg e de biotipos semelhantes, sdo submetidos a trés
regimes. Apds um meés, verifica-se a perda de peso de cada individuo, obtendo-se os
valores da Tabela 15.3.

Tabela 15.3: Perdas de peso de individuos submetidos a trés regimes.

Regime
1 2 3
11,8 74 10,5
10,5 97 11,2
12,5 82 11,8
12,3 72 13,1
155 8,6 140
14 7,1 98
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Aqui, o fator € regime, com / = 3 niveis e cada regime € indexado por; i = 1, 2, 3.
A v.a. Y € a perda de peso depois de um més. E(Y) = u € a perda de peso global dos 18

homens, u. € a perda média de peso para o regime i. As amostras tém todas 0 mesmo
tamanho n, = n, = n, = 6.

1. O modelo (15.4) pode ser escrito na forma

y,=H+ o te,
comi=1,...Iej=1,...n.Dizemos que e, é o efeito diferenciado da subpopulagéo P, ou do
nivel i do fator. Mostre que os estimadores de minimos quadrados para p e o sGo dados por

n.

1
> X v.= Y,

i=1 j=1"Y

>
S| =

A 1
Q; =y, —y, com yi:zzyﬁ,

i =1
. .~ 1
se impusermos a condigdo » | ma, =0.

2. Obtenha g, é&, para os Exemplos 15.2 e 15.3.

15.2 Modelo para Duas Subpopulacées

Inicialmente, consideremos o caso em que temos um fator com dois niveis, como
no Exemplo 15.1, com o fator sexo. Ou seja, queremos avaliar o efeito do sexo do
individuo sobre o seu tempo de reacdo ao estimulo. Temos, entdo, o modelo

Yy =1 ey, (15.6)
onde

u, = efeito comum a todos os elementos do nivel i = 1, 2;
= efeito aleatério, ndo-controlado, do j-ésimo individuo do nivel i,
tempo de reagdo ao estimulo do j-ésimo individuo do nivel i.

Yij
15.2.1 Suposicoes

E necessdrio introduzir suposi¢cdes sobre os erros e, a fim de fazer inferéncias
sobre u e u,. Iremos admitir que:

1

@) e, ~ N, 0), para todos i =1,2ej=1,2, .., n

(i1) E(e,e,) =0, para j# ke i = 1,2, indicando independéncia entre observacdes
dentro de cada subpopulagio.
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(iii) E(e; e,) = 0, para todo j e k, indicando independéncia entre observagdes das
duas subpopulagdes.

Com essas suposigdes, temos duas amostras aleatdrias simples, independentes entre
si, retiradas das duas subpopulagdes N(u,, 6,°) e N(i,, 0.

Queremos testar a hipotese
Hypy =4,
contra a alternativa
H:u #u,

Como ja salientamos acima, esse teste pode ser conduzido com os métodos do Capi-
tulo 13, mas o objetivo aqui € introduzir a metodologia da analise de varidncia, com um
caso simples. A extensdo para mais de dois niveis serd estudada na sec¢do 15.3.

Note que estamos supondo que as variincias residuais dos niveis 1 e 2 s@o iguais, ou seja,
Var(elj) = Var(er) = 0/, para todo j =1, ..., n. (15.7)

Essa € a propriedade conhecida como homoscedasticidade, isto €, estamos admi-
tindo que a variabilidade residual € a mesma para os dois niveis (ou que P, ¢ P, tém a
mesma variabilidade segundo a v.a. Y). Note também que

E(Y,-j) = U, Var(yij) = Var(el.j) = C’e. (15.8)
15.2.2 Estimacdo do Modelo

Nosso objetivo € estimar u,, i, € 0,> no modelo (15.6), para podermos testar H,.
Usaremos estimadores de minimos quadrados. Poderiamos usar também estimadores
de maxima verossimilhanga, pois sabemos que nossas observagdes tém distribuicdo
normal. Temos que, de (15.6), os residuos sdo dados por

e, =y, — M, (15.9)

e a soma dos quadrados dos residuos € dada por

SO ) =356 =305, — )

i=1 j=1 i=l j=1
- Z(yl_/_ Ml)z + Z(yz_/‘_ oy )2’
j=1 j=1
ou seja,

SO p) = e+ e (15.10)
j=1 =1
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Observe que essa soma de quadrados € uma fungdo de u, e, u, Se as variancias
residuais das duas subpopulacdes ndo fossem iguais, essa soma seria mais afetada por
aquele nivel que tivesse maior varidncia, e isso deveria influenciar a escolha dos
estimadores. Nesse caso, uma sugestdo seria entdo minimizarmos a expressiao (15.10)
com eé substituida por (eiJ/Gi)z, com Var(eij) = 07, 0 que conduz a estimadores de
minimos quadrados ponderados.

Derivando (15.10) em relagdo a u, e u, obtemos:

950U p) _ Qa(’“’“z 2Z(y,, p)=0, i=1,2,
1w

1

do que segue que os estimadores sdo dados por
. 1 _
fo=—D v, =T, (15.11)

1 _
MZZH—ZZyz,:yz_’ (15.12)

que sdo as médias das observagdes dos niveis | e 2, respectivamente. Logo,

n

SQ(ul,uz)—Z(ylj 3, +Z(y2, ) (15.13)

Podemos pensar em (15.13) como a quantidade total de informagdo quadrdtica
perdida pela ado¢do do modelo (15.6). Essa soma é também denominada soma dos
quadrados dos residuos.

Vejamos outra maneira de escrever essa soma. Dentro do grupo dos homens, a
variancia da subpopulagdo P, pode ser estimada por

1 _
St =——=> ;=W (15.14)
n]_l Jj=1

e a variancia da subpopulagido P, das mulheres € estimada por

-5, (15.15)

Segue-se que

SO, f1,) = (n, = 1)S} + (n, —1)S;. (15.16)
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Temos, acima, dois estimadores ndo-viesados do mesmo pardmetro Gj e, portanto,
podemos definir uma varidncia amostral ponderada

(n,— DS + (n,— DS,

§? =
. = n 2 , (15.17)

e, usando (15.16), podemos escrever

SQ(fi,, fi,)
S2: 1 2 ,
T T (15.18)

se n = n_+ n,. Vemos que S’ € a quantidade média de informacdo quadrética perdida e €
um estimador nao-viesado de Gez. Observe que esse € 0 mesmo estimador definido em (13.10).

Temos, portanto, um primeiro enfoque para estimar a variancia desconhecida, ¢, por
meio da varidncia devida ao erro ou varidncia dentro de amostras, dada por S?, que €
baseada nas varidncias amostrais, dadas por (15.14) e (15.15). A soma de quadrados
(15.16) € também chamada de soma de quadradros dentro dos grupos.

Um outro enfoque serd visto mais adiante, e que consiste em estimar ¢, através de
uma varidncia entre amostras, baseada na variabilidade entre as médias amostrais,
também chamada variacdo devida ao fator.

Exemplo 15.1. (continuacdo) Para os dados da Tabela 15.1, temos:
. _ 10 _
Grupo dos Homens (nivel 1): y, =110,1, Zj:] (v, —3,)* =670,9, S} =74,54;
. _ 10 _
Grupo das Mulheres (nivel 2): y, =104,9, Zj:] (¥, —,)* =566,9, S; =62,99.
Segue-se que

§ 670,9+566,9 1.237,8
‘ 18 18

—68,77, S, =8,29.

Note que a soma dos quadrados dos residuos &

SO fi,) = SQ(F,.5,) = 1.237.8.

Observe, também, que y, e y,, denotam os tempos médios estimados de reagao ao
estimulo dos homens e mulheres, respectivamente.

Uma questdo de interesse € a seguinte: serd que o conhecimento do sexo de um
individuo ajuda a melhorar a previsio do tempo de reacdo dele ao estimulo? Para
responder a essa questdo, devemos ter algum modelo alternativo para poder comparar
os ganhos. O modelo usualmente adotado € o mais simples de todos, ou seja, aquele
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que considera os dados vindos de uma unica populagdo. Suponha que os valores da
v.a. Y para todos os n = 20 individuos sigam o modelo

y=u+e, i=1,2,.,20. (15.19)
Podemos considerar esse modelo como sendo para uma populacdo, ou seja, aquela

de todos os individuos para a qual queremos investigar o tempo de reagdo ao estimulo,
independentemente do sexo, idade e outros fatores.

Para o modelo (15.19) a soma dos quadrados dos residuos &

SO =) e/ =3 (v~ (15.20)

e o estimador de minimos quadrados de p, € obtido derivando-se (15.20) com relacio
a u e igualando a zero, chegando-se a

Yoy, =7, (15.21)

i=l1

=

S | =

ou seja, a média de todas as observagdes. Como aqui y, ~ N(u, ¢,%), um estimador da
variancia residual ¢? ¢

2 _ SQ(u)

p— (15.22)

1 & _
s :n—Z(y, -5)
- i=1

ou seja, a nossa conhecida variancia amostral.
Para os dados da Tabela 15.1, encontramos

5 =210 _ 107,50,
20

§?= % =72,26, S=8,5.

Assim, sem informacdo adicional, podemos prever o tempo de reacdo de um indi-
viduo como sendo 107,50, com um desvio padrdo de 8,5. Os residuos desse modelo e
do modelo (15.6) estdo na Tabela 15.4, colunas e(l) e e(2), respectivamente. Compa-
rando esses residuos, vemos que os segundos melhoram um pouco as previsdes, isto
¢é, fazem cair o erro quadratico médio de 8,5 para 8,29. Mas essa queda nos parece
pequena para justificar a inclusdo do fator sexo no modelo, e talvez fosse preferivel
adotar o modelo mais simples (15.19).
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Tabela 15.4: Residuos para vérios modelos ajustados aos dados do Exemplo 15.1.

Residuos dos Modelos

Varidveis 1) e2) e(3)
Individuo TeR:qp;ie Sexo Idade v, =y Yi =Y Vi — Yy,

1 96 H 20 -11,50 -14,1 -2,50
2 92 M 20 -15,50 =129 -6,50
3 106 H 20 -1,50 -4, 7,50
4 100 M 20 -7,50 -4,9 1,50
5 98 M 25 -9,50 -6,9 -5,25
6 104 H 25 -3,50 -6,1 0,75
7 110 H 25 2,50 -0,1 6,75
8 101 M 25 -6,50 -39 -2,25
9 116 M 30 8,50 11,1 8,25
10 106 H 30 -1,50 -4, -1,75
1 109 H 30 1,50 -1,1 1,25
12 100 M 30 -7,50 -4,9 7,75
13 112 M 35 -4,50 71 1,25
14 105 M 35 -2.50 0,1 =575
15 118 H 35 10,50 79 7,25
16 108 H 35 0,50 2,1 -2,75
17 113 M 40 5,50 8,1 -4,25
18 112 M 40 4,50 71 =525
19 127 H 40 19,50 16,9 9,75
20 17 H 40 9,50 69 -0,25
dp. 8,50 8,29 6,08
2d.p. 17,00 16,58 12,16

Nota: Nesta tabela estiio expressos os residuos de diversos modelos ajustados aos dados e colocados juntos para comparar os “lucros” na adogdo de cada modelo.

No texto aparece o significado de cada coluna dos residuos.

15.2.3 Intervalos de Confianca

Com as suposicdes feitas sobre os erros, podemos escrever

¥, ~ NQ,07 1), 3, ~N(py,0, In,),

(15.23)

0 que permite construir intervalos de confianga separados para os dois pardmetros u, e
U,, como ja vimos anteriormente. Esses tém a forma

(15.24)
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onde 1, € o valor critico da distribuicdo ¢ de Student com v = n — 2 graus de liberdade,
tal que P(—1 <#(n—2) <t )=1, 0 <y< L. Observe que o nimero de graus de liberda-
de € (n - 2) e ndo n, — 1, porque

7 = m ~ N(0,1),

i

UE
n—2)s’
T 2)8~X2(n—2)
tant % Zﬁ(i_ﬂi)t distribui¢do #(n — 2) pelo T 7.1
€, portanto, \/W/(n—Z) Se €m distribui¢cao (l’l— )peo corema /.1.

Daqui, obtemos (15.24).

Exemplo 15.1. (continuacdo) Para o Exemplo 15.1, temos:
IC(,; 0,95)=110,10+(2,101)8,29/+/10 =]104,59; 115,61[,

IC(11,; 0,95)=104,90+(2,101)8,29//10 =]99,39; 110,41[,

com 7, = 2,101 encontrado na Tabela V, com v = 18 graus de liberdade.

Ainda, com as suposi¢des feitas, podemos concluir que
¥, =5, ~ N, — iy, 0. I, +0. I'n,), (15.25)
de modo que a estatistica

(yl *yz)*(ﬂl */Lz)
S\ 1/n +1/n,)

T= (15.26)

tem distribui¢do 7 de Student com v = n + n, — 2 = n — 2 graus de liberdade, e um
intervalo de confianga para a diferenca y, — u, pode ser construido.

Exemplo 15.1. (continuacdo) Para o exemplo,
IC(, — i3 0,95)= (5, 3,) £ 1,81/ n +1/n,
= (110,1—-104,9) £ (2,101)(8,29)y/1/10+1/10 =] —2,59; 12,99].
Este resultado implica que a hipétese

Byt =gy (15.27)
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ndo pode ser rejeitada no nivel o = 0,05, ja que o zero pertence ao intervalo. Isso estd
de acordo com o resultado ja apontado de que o conhecimento do sexo de um indivi-
duo ndo ird ajudar a prever o tempo de reacdo ao estimulo.

O teste da hipétese para (15.27), com as suposi¢des adotadas, € feito usando a esta-
tistica (15.26), com n, + n, — 2 g.l., obtendo-se o valor observado 7, = 1,40, que, compa-
rado com o valor critico de 2,101(cx = 5% e 18 g.1.), leva a ndo-rejei¢ao da hipétese, como
foi visto acima.

15.2.4 Tabela de Andlise de Variancia

As operagdes processadas anteriormente podem ser resumidas num quadro, para
facilitar a analise. Se (15.27) for valida, o modelo adotado sera

y,’j = ‘u + eij’

e a quantidade de informacdo perdida (devida aos residuos) sera dada por

2 n;
SO =>"> (v, —¥), (15.28)
i=1 j=I
que iremos chamar de soma de quadrados total, abreviadamente, SQTot.

Analogamente, adotado o modelo (15.4), a quantidade de informagdo perdida €
dada por (15.13) ou (15.16), e que chamamos de soma de quadrados dos residuos,
abreviadamente, SQRes, ou soma de quadrados dentro dos dois grupos, abreviadamente,
SQDen.

A economia obtida ao passarmos de um modelo para outro serd
SQTot — SQDen = SQEnt, (15.29)

que chamaremos de soma de quadrados entre grupos. Nao € dificil provar que (veja o
problema 18)

SQEnt=> "n,(y,—¥). (15.30)

i=l1

Observando essa expressdo, vemos que ela representa a variabilidade entre as médi-
as amostrais, ou seja, uma “distancia” entre a média de cada grupo e a média global.
Donde o nome “soma de quadrados entre grupos”. Quanto mais diferentes forem as
médias y, i = 1, 2, maior serd SQEnt e, conseqiientemente, menor serd SQDen.

As quantidades

SQTot

QMTot =
n—1

(15.31)
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SQDen
QMDen = Q (15.32)

n—2

sdo chamadas quadrado médio total e quadrado médio dentro (ou residual), respec-
tivamente.

Todas essas informacdes s@o agrupadas numa unica tabela, conhecida pelo nome
de ANOVA (abreviacdo de ANalysis Of VAriance), descrita na Tabela 15.5.

Tabela 15.5: Tabela de Andlise de Variancia (ANOVA).

F.V. gl SQ oM F
Entre 1 SQEnt QMEnt QMEDnt/S,?
Dentro n-2 SQDen QMDen (ou S?)

Total n-1 SQTot QMTot (ou S?)

Na primeira coluna temos as descri¢des das diferentes somas de quadrados, tec-
nicamente indicadas por fontes de variagdo (F.V.). Os graus de liberdade (g.l.) da
segunda coluna estdo associados as respectivas somas de quadrados, sendo que o
nimero de g.l. da SQE € obtido por subtragdo. Falaremos abaixo sobre QMEnt e a
razdo F = QMEnt/QMDen.

Exemplo 15.1. (continuacao) Com os dados obtidos anteriormente para o Exemplo 15.1,
podemos construir a tabela ANOVA para o modelo (15.4). O resultado estd na
Tabela 15.6.

Tabela 15.6: Tabela ANOVA para o Exemplo 15.1.

EV. ol sQ QM F
Entre 1 135,20 135,20 197
Dentro 18 1.237,80 68,77

Total 19 1.373,00 72,26

Da ANOVA encontramos os desvios padroes residuais S, =+/68,77 = 8,29 do “mo-

delo completo” (15.4) e § =./72,26 =8,50, do “modelo reduzido” (15.19). A econo-

mia propiciada ao passar de um modelo para outro, em termos de soma de quadrados,
€ 135,20, e em termos de quadrados médios, comparando 72,26 e 68,77. Proporcio-
nalmente, economizamos

135,20

———— =10,0985~9,85%,
1.373,00
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ou seja, aproximadamente 10% na SQ de residuos. Podemos dizer que essa € a pro-
por¢do da variagdo explicada pelo modelo (15.9). Essa medida é chamada coeficiente
de explicagdo do modelo, denotada por

R — SQEnt

= SOTol" (15.33)

Essa medida ja foi usada na secdo 4.6. Veja o problema 27.

A conveniéncia ou ndo do modelo (15.4) estd associada ao teste (15.27), ja que
aceitar essa hipdtese implica a ado¢do do modelo (15.19). Com as suposicoes feitas, a
estatistica para o teste € (15.26), que, sob H fica

yl _yz
T - >
S 1/n+1/n, (15.34)

que tem distribuigdo #(n, + n, — 2). Também sabemos que o quadrado de T tem distri-
buigéo F(1, n, + n, — 2) (ver se¢do 13.3). Contudo,

QMEnt = SQEnt = 1,(F, — ) + n, (¥, — )%,
€ como

-5 nlyl +n2y2
y_ s
n +n,

podemos escrever

nn, _  _ G, —»)
1" (1_ 2)2_ 1 2

MEnt = = .
Q —— -y ni/m, (15.35)
Logo, concluimos que
G -5 QMEnt
T’ == =F (15.36)

24 /n +1/n) S

Essa € a estatistica que aparece na ultima coluna da tabela ANOVA. Portanto, po-
demos usar F, com (1, n — 2) graus de liberdade para testar a hip6tese (15.27). Rejeita-
remos H, se F > ¢, ¢ determinado pelo nivel de significincia do teste.

Exemplo 15.4. Da ANOVA da Tabela 15.6, vemos que o valor da estatistica F & 1,97.
Consultando a Tabela VI, com (1,18) g.l. e o = 0,05, encontramos o valor critico 4,41.
Logo, ndo rejeitamos H: i, = p,. Isso significa que ndo hd vantagem em usar o modelo
(15.4) no lugar de (15.19).
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3. Na tabela abaixo estéo os dados referentes a uma amostra de 21 alunos do primeiro ano
de um curso universitério. As varidveis s@o:

Y: nota obtida na primeira prova do curso;
X: se cursou escola particular (P) ou oficial (O);

Z: o periodo em que estd matriculado: manha (M), tarde (T), noite (N).

70 70 72 75 77 83 &4 84
P (@) O o P P (@)
z T N M M N N

95 95 95 100 | 100 | 100 | 100
P P P P P
T T M

- 0&|Z w K
- v 8|0 &
TO08|x+99%
Z —©
—

Z

Considere o modeloy, =u+e,i=1,2,...,21, e,~ N(0, 6%). Obtenha os erros quadrdticos
médios de {1 e 62. Construa intervalos de confianca para e 02, com coeficiente de
confianca 95%. Analise os residuos do modelo.

4. Usando os dados do problema 3, vocé diria que o fato de a pessoa ter cursado a escola
particular ou oficial influi no resultado da primeira prova? Siga todos os passos do
Exemplo 15.1 para responder a essa pergunta.

5. Usando os dados do Exemplo 15.2, vocé diria que o fato de estudar durante o dia ou &
noite afeta o desempenho dos alunos?

6. Numa pesquisa sobre rendimentos por hora, com assalariados segundo o grau de instru-
¢do, obtiveram-se os dados da tabela abaixo. Construa a tabela ANOVA e verifique se
existe diferenca significativa entre os rendimentos das duas categorias.

Escolaridade n I, Zx?
Fundamental 50 111,50 259,93
Médio 20 71,00 258,89

[Observacao: rendimentos (x) expressos como porcentagem do salério minimo.]

7. Obtenha a tabela ANOVA para o Exemplo 15.3, usando o fator regime com os niveis | e 2.

15.3 Modelo para Mais de Duas Subpopulagaes

Para ilustrar essa situacdio, vamos considerar o fator idade para o Exemplo 15.1.
Consideremos o modelo

V=M e, (15.37)



