Capitulo 10

Introducdo & Inferéncia
Estatistica

10.1 Introducdo

Vimos, na Parte 1, como resumir descritivamente variaveis associadas a um ou mais
conjuntos de dados. Na Parte 2, construimos modelos tedricos (probabilisticos), identifica-
dos por parametros, capazes de representar adequadamente o comportamento de algumas
variaveis. Nesta terceira parte apresentaremos os argumentos estatisticos para fazer afirma-
¢oes sobre as caracteristicas de uma populagio, com base em informacdes dadas por amostras.

O uso de informagdes de uma amostra para concluir sobre o todo faz parte da atividade
didria da maioria das pessoas. Basta observar como uma cozinheira verifica se o prato
que ela estd preparando tem ou ndo a quantidade adequada de sal. Ou, ainda, quando
um comprador, apds experimentar um pedaco de laranja numa banca de feira, decide se
vai comprar ou ndo as laranjas. Essas sdo decisdes baseadas em procedimentos amostrais.

Nosso objetivo nos capitulos seguintes € procurar dar a conceituacdo formal a
esses principios intuitivos do dia-a-dia para que possam ser utilizados cientificamente
em situacdes mais complexas.

10.2 Populacdo e Amostra

Nos capitulos anteriores, tomamos conhecimento de alguns modelos probabilisticos
que procuram medir a variabilidade de fendmenos casuais de acordo com suas ocor-
réncias: as distribui¢des de probabilidades de varidveis aleatérias (qualitativas ou quan-
titativas). Na prdtica, freqiientemente o pesquisador tem alguma idéia sobre a forma da
distribuicao, mas nao dos valores exatos dos parametros que a especificam.

Por exemplo, parece razoavel supor que a distribui¢do das alturas dos brasileiros adul-
tos possa ser representada por um modelo normal (embora as alturas ndo possam assumir
valores negativos). Mas essa afirmag@o ndo € suficiente para determinar qual a distribuicio
normal correspondente; precisariamos conhecer os pardmetros (média e varidncia) des-
sa normal para que ela ficasse completamente especificada. O propésito do pesquisador
seria, entdo, descobrir (estimar) os parametros da distribui¢do para sua posterior utilizagio.



10.6 ESTATISTICAS E PARAMETROS 271

Daqui para frente, a menos que esteja especificada de outra maneira, sempre que
mencionarmos a palavra amostra, estaremos entendendo a amostra obtida pelo pro-
cesso probabilistico AAS, ou seja, o vetor aleatério (X, X,, ..., X,) definido acima.

3. Adistribuicdo do nimero de filhos, por familia, de uma zona rural estd no quadro abaixo.
Ne de filhos Porcentagem
0 10
1 20
2 30
3 25
4 15
Total 100

(a) Sugira um procedimento para sortear uma observacéo ao acaso dessa populacéo.
(b) D&, naforma de uma tabela de dupla entrada, as possiveis amostras do ndmero de filhos
de duas familias que podem ser sorteadas e as respectivas probabilidades de ocorréncia.

(c) Se fosse escolhida uma amostra de tamanho 4, qual seria a probabilidade de se
observar a quédrupla ordenada (2, 3, 3, 1)2

10.6 Estatisticas e Parametros

Obtida uma amostra, muitas vezes desejamos usd-la para produzir alguma caracte-
ristica especifica. Por exemplo, se quisermos calcular a média da amostra (X, X, ...,
X)), esta serda dada por

X= 1; (X,+ X+ ...+ X}

E facil verificar que X é também uma varidvel aleatéria. Podemos também estar
interessados em qualquer outra caracteristica da amostra, que serd sempre uma fungao
do vetor aleatério (X, ..., X)).

Definicao. Uma estatistica € uma caracteristica da amostra, ou seja, uma estatistica T &
uma funcdo de X, X,, ..., X

n

As estatisticas mais comuns Sao:

X= 1/n ZXj : média da amostra,
i=1

n

= P ZI(X, - )_()2 : variancia da amostra,

Xy, = min (X|, X,, ..., X,) : 0 menor valor da amostra,

n
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X, = max (X,, X,, ..., X,) : 0 maior valor da amostra,

W= X, — X, : amplitude amostral,
X; = a 1-ésima maior observa¢do da amostra.

Em geral, como ja vimos no Capitulo 3, podemos considerar as estatisticas de ordem,

= =
Xy < Xo s

=
(>
ou seja, os elementos da amostra ordenados.

Outras estatisticas importantes sdo 0s quantis (empiricos), g(p), 0 < p < 1, defini-
dos no Capitulo 3, especialmente os trés quartis q,, g, € g;.

Para facilitar a linguagem usada em Inferéncia Estatistica, iremos diferenciar as
caracteristicas da amostra e da populacdo.

Definicao. Um pardmetro ¢ uma medida usada para descrever uma caracteristica
da populacao.

Assim, se estivermos colhendo amostras de uma populacio, identificada pela v.a.

X, seriam pardmetros a média E(X) e sua varidncia Var(X).

Os simbolos mais comuns sdo dados na tabela a seguir.

Denominagdo Populagdo Amostra
Média u=EX) X=> X/n
Mediana Md = Q md = g,
Variéncia 07 = Var(X) =2 (X,— X)¥(n-1)
Ne° de elementos N n
Propor¢do p P
Quantil QAp) q(p)
Quartis Q, O, O Qs s Gs
Intervalo infer-quartil dy=Q-Q d,=q,—q
Funcéio densidade f(x) histogrqma
Funcdo de distribuicéio F(x) E(x)

10.7 Distribuicoes Amostrais

Vimos na se¢do 10.3 que o problema da inferéncia estatistica € fazer uma afirma-
¢do sobre os parAmetros da populacdo através da amostra. Digamos que nossa afirmacio
deva ser feita sobre um parametro 6 da populagdo (por exemplo, a média, a variancia
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ou qualquer outra medida). Decidimos que usaremos uma AAS de n elementos sortea-
dos dessa populacdo. Nossa decisdo serd baseada na estatistica 7T, que serd uma funcdo da
amostra (X, X, ..., X)), ou seja, T= f( X, ..., X,). Colhida essa amostra, teremos observado
um particular valor de 7, digamos ¢, e baseados nesse valor € que faremos a afirmacio
sobre 6, o parametro populacional. Veja a Figura 10.1 (a).

A validade da nossa resposta seria melhor compreendida se soubéssemos o que acon-
tece com a estatistica 7, quando retiramos todas as amostras de uma populacido conhecida
segundo o plano amostral adotado. Isto €, qual a distribui¢cdo de T quando (X, ..., X))
assume todos os valores possiveis. Essa distribui¢do € chamada distribuicdo amostral da
estatistica T e desempenha papel fundamental na teoria da inferéncia estatistica.
Esquematicamente, teriamos o procedimento representado na Figura 10.1, onde temos:

(a) uma populagdo X, com determinado parametro de interesse 0,
(b) todas as amostras retiradas da populagdo, de acordo com certo procedimento;
(c) para cada amostra, calculamos o valor t da estatistica T; e

(d) os valores ¢t formam uma nova populagdo, cuja distribuicao recebe o nome de
distribuicdo amostral de T.

Figura 10.1: (a) Esquema de inferéncia sobre 6.
(b) Distribuicdio amostral da estatistica T:

Populagdio

Amostra
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>y

T~ g(t; 6)

AAS

(b)
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Vejamos alguns exemplos simples para aclarar um pouco mais o conceito de distri-
buicdo amostral de uma estatistica. Nosso principal objetivo € identificar um modelo
que explique bem a distribui¢do amostral de T. E evidente que a distribui¢do de T ird
depender da distribuicdo de X e do plano amostral, em nosso caso reduzido a AAS.

Exemplo 10.9. Voltemos ao Exemplo 10.7, no qual selecionamos todas as amostras
de tamanho 2, com reposi¢do, da populagao {1, 3, 5, 5, 7}. A distribuicdo conjunta da
varidavel bidimensional (X, X,) é dada na Tabela 10.2.

Vejamos qual € a distribuicdo da estatistica

Xi+X

X= 10.1
> (10.1)
Essa distribui¢do € obtida por meio da Tabela 10.2. Por exemplo, quando a amos-

tra selecionada € o par (1, 1), a média serd 1; entéo, temos que P(X = 1) = 1/25. Obte-

remos a média igual a 3 quando ocorrer o evento A = {(1, 5),(3, 3),(5, 1)}, logo

Tepepmo el 2,5 1
PX=3) =P =75 +55+ 3525 = 5

Tabela 10.2: Distribuicdo das probabilidades das possiveis amostras de tamanho 2
que podem ser selecionadas com reposicéio da populagéo {1,3, 5, 5,7}.

be 4 1 3 5 7 Total
1 1/25 1/25 2/25 1/25 1/5
3 1/25 1/25 2/25 1/25 1/5
5 2/25 2/25 4/25 2/25 2/5
7 1/25 1/25 2/25 1/25 1/5
Total 1/5 1/5 2/5 1/5 1

Procedendo de maneira andloga para os demais valores que X pode assumir,
obtemos a Tabela 10.3, que dé a distribuigdo da v.a. X. Na Figura 10.2 temos as
distribuicoes de X e de X.

Tabela 10.3: Distribuicdio amostral da estatistica X.

X 1 2 3 4 5 6 7 Total

P(X=%) 1/25 2/25 5/25 6/25 6/25 4/25 1/25 1,00
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Figura 10.2: Distribuicdo de X(-——-) e X(——), obtida de 25 amostras de tama-
nho2de{1,3,5,5,7}.
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Com um procedimento andlogo podemos obter as distribui¢des amostrais de ou-
tras estatisticas de interesse. As Tabelas 10.4 e 10.5 trazem as distribui¢des amostrais
das estatisticas W = amplitude total e $*> = >(X; — X)*/(n — 1), respectivamente.

Tabela 10.4: Distribuicdo amostral de W.

w 0 2 4 6 Total
P(W=w) 7/25 10/25 6/25 2/25 1,00

Tabela 10.5: Distribuicdio amostral de 2.
s? 0 2 8 18 Total
P(S* = &) 7/25 10/25 6/25 2/25 1,00

Exemplo 10.5. (continuacdo) No caso do lancamento de uma moeda 50 vezes, usando
como estatistica X = ndmero de caras obtidas, a obtencdo da distribui¢do amostral, que ja
foi vista, € feita por meio do modelo binomial K50, p), qualquer que seja p = probabilidade
de ocorréncia de cara num lancamento, 0 < p < 1. Se estivermos interessados em
julgar a “honestidade” da moeda, estaremos verificando se p = 0,5. Nessas condigdes, a
P(X = 36ln=50, p=0,5) =0,0013 = 0,13%.

Portanto, caso a moeda seja honesta, em 50 lancamentos, a probabilidade de se
obterem 36 ou mais caras € da ordem de 1 por 1.000. Ou seja, se a moeda fosse
honesta, o resultado observado (36 caras) seria muito pouco provdvel, evidenciando
que p > 0,5.



276 CAPITULO 10 — INTRODUCAO A INFERENCIA ESTATISTICA

Comparando os dois dltimos exemplos, vemos que nos interessa determinar pro-
priedades das distribuicdes amostrais que possam ser aplicadas em situacdes mais
gerais (como no caso binomial) e ndo em situacdes muito particulares (como no
Exemplo 10.7). Iremos, agora, estudar as distribui¢cdes amostrais de algumas estatis-
ticas importantes. Nos capitulos seguintes essas distribuicdes serdo usadas para fa-
zer inferéncias sobre populagdes.

Quando estivermos trabalhando com populagdes identificadas pela distribui¢do de
probabilidades, ndo poderemos gerar todas as amostras possiveis. Devemos conten-
tar-nos em simular um ndmero “grande” de amostras e ter uma idéia do que acontece
com a estatistica de interesse.

Exemplo 10.8. (continuacdo) Qual seria a distribuicdo amostral da mediana das altu-
ras de amostras de 5 mulheres retiradas da populacdo X ~ N(167; 25)? Como ndo
podemos gerar todas as possiveis amostras de tamanho 5 dessa populacdo, simula-
mos, via Excel, 200 amostras de tamanho 5 e obtivemos os seguintes resultados:

E(md) = 166,88, Var(md) = 7,4289, dp(md) = 2,72,
Xqy = min(X), ..., Xy) = 160, X,4 = max (X, ..., Xpy) = 173.
Observando os resultados somos levados a pensar que a distribui¢do amostral de

md deve ser préxima de uma normal, com média préxima de u = 167 e desvio padrio
menor do que o = 5. Veja a Figura 10.3.

Voltaremos a falar na distribuicdo da mediana amostral em secdes futuras.

Figura 10.3: Distribuicdo amostral da mediana, obtida de 200 amostras
de tamanho 5 de X ~ N (167; 25).

Frequéncia
= —_— N N w w
o ;n O & © & & &

160,5 1625 164,5 1665 1685 170,5 1725 md

4. Usando os dados da Tabela 10.2, construa a distribuicdo amostral da estatistica
oo o 2Xi- X7

n
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5. No Problema 3, se X indicar o nimero de filhos na populacéo, X, o nimero de filhos
observados na primeira extracéo e X, na segunda:
(a) calcule a média e a variéncia de X;
(b) calcule BX) e Var(X), i=1,2;
(c) construa a distribuicdo amostral de X = @;
(d) calcule EX) e Var(X);
(e) faca num mesmo grdfico os histogramas de Xe de X;
(/) construa as distribuicées amostrais de §* = Z,-ZZI(X,- - XPed?= Z,-zzl (X,— X)2;
(g) baseado no resultado de (f), qual dos dois estimadores vocé usaria para estimar a
varidncia de X2 Por qué?

(h) calcule P(|X — u| > 1).

6. Ainda com os dados do Problema 3, e para amostras de tamanho 3:
(a) determine a distribuicdio amostral de X e faca o histograma;
(b) calcule a média e variéncia de X;
(c) calcule PUUX—pul > 1).
(d) se as amostras fossem de tamanho 4, a P(|X — 1| > 1) seria maior ou menor do que
a probabilidade encontrada em (c)2 Por qué?

10.8 Distribuicdo Amostral da Média

Vamos estudar agora a distribuicdo amostral da estatistica X, a média da amostra.
Consideremos uma populagdo identificada pela varidvel X, cujos pardmetros média
populacional u = E(X) e varidncia populacional 0? = Var(X) sdo supostos conhecidos.
Vamos retirar todas as possiveis AAS de tamanho n dessa populacdo, e para cada uma
calcular a média X. Em seguida, consideremos a distribui¢io amostral e estudemos
suas propriedades. Voltemos a considerar, a titulo de ilustracdo, o Exemplo 10.7.

Exemplo 10.10. A populag@ {1,3,5,5, 7} tem média u = 4,2 e variancia o’ = 4,16.
A distribui¢do amostral de X estd na Tabela 10.3, da qual obtemos

—— 1 2 5 6 6
X) = pi=1x — +2x — +3X — +4Xx — +5x —
BX) =2%pi=1x 75 #2x 55 43X 55 +4x 75 +5X 3
+6x X +7x L =40
25 25

De modo anélogo, encontramos
Var(X) = 2,08.

Verificamos, aqui, dois fatos: primeiro, a média das médias amostrais coincide com a
média populacional; segundo, a varidncia de X € igual a variancia de X, dividida por n = 2.
Estes dois fatos ndo sdo casos isolados. Na realidade, temos o seguinte resultado.
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Teorema 10.1. Seja X uma v.a. com média u e varincia o2, e seja (X|,

..., X,) uma
AAS de X. Entéo,

EX)=u e Var(X)= %2 :
Prova. Pelas propriedades vistas no Capitulo 8, temos:
BX) = (1/n) {BX) + ... + EX,)}
=(/n) {u+pu+..+u}= nu/n=u.
De modo andlogo, e pelo fato de X, ..., X, serem independentes, temos
Var(X) = (1/12) {Var(X,) + ... + Var(X,)}
= (1/®) {o? + ... + 0%} = no¥? = ¢*/n.

Determinamos, entdo, a média e a varincia da distribuicdo amostral de X. Veja-
mos, agora, como obter informacio sobre a forma da distribuicdo dessa estatistica.

Exemplo 10.10. (continuagio) Pilra a populagdo {1, 3, 5, 5, 7}, vamos construir os
histogramas das distribui¢des de X para n =1, 2 e 3.

1) Par_a n =1, vemos que a iiistribuigﬁo de X coincide com a distribuicdo de X, com
E(X) = E(X) = 4,2 e Var(X) = Var(X) = 4,16 (Figura 10.4(a)).

Figura 10.4: Distribuigio de X para amostras
de{1,3,5,5,7}.

, N ,
1 3 EX) 5 7 X
(a) Var(X)=4,16,n= 1

k(]

1 2 3 4 5 6 7
(b) Var(X)=2,08,n =2

Y

[l

1 3 EX) 5 7 X
(c) Var(X)=1,39,n=3
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(ii) Para n = 2, baseados na Tabela 10.3, temos a distribuicdo de X dada na Figura
10.4(b), com E(X) = 4,2 e Var(X) = 2,08.

(ii1) Finalmente, para n = 3, com os dados da Tabela 10.6, temos a distribuicdo de X na
Figura 10.4 (c), com H(X) = 4,2 e Var(X) = 1,39.

Observe que, conforme n vai aumentando, o histograma tende a se concentrar cada
vez mais em torno de E(X) = E(X) = 4,2, j4 que a variancia vai diminuindo. Os casos
extremos passam a ter pequena probabilidade de ocorréncia. Quando n for suficiente-
mente grande, o histograma alisado aproxima-se de uma distribuicdo normal. Essa apro-
ximag¢do pode ser verificada analisando-se os grédficos da Figura 10.5, que mostram o
comportamento do histograma de X para vdrias formas da distribuicdo da populacio e
vérios valores do tamanho da amostra n.

Esses exemplos sugerem que, quando o tamanho da amostra aumenta, indepen-
dentemente da forma da distribuicdo da populagdo, a distribuicio amostral de X apro-
xima-se cada vez mais de uma distribuicdo normal. Esse resultado, fundamental na
teoria da Inferéncia Estatistica, é conhecido como Teorema Limite Central (TLC).

Figura 10.5: Histogramas correspondentes as distribuicdes amostrais de X para amostras extraidas
de algumas populagdes.
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Teorema 10.2. (TLC) Para amostras aleatdrias simples (X|, ..., X,), retiradas de uma
populagdo com média u e varidncia o finita, a distribui¢do amostral da média X apro-
xima-se, para n grande, de uma distribuicdo normal, com média y e varidncia c%/n.
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A demonstracdo completa desse teorema exigiria recursos dos quais nao dispo-
mos, portanto niao sera dada, mas o importante € sabermos como esse resultado pode
ser usado.

Observemos que, se a populacdo for normal, entdo X terd distribuicio exata nor-
mal. Esse resultado segue do fato de que a distribuicdo de uma combinagdo linear de
v.a.’s normais independentes tem ainda distribuicio normal. No caso da X, a média
e variancia dessa normal serdo dadas pelo Teorema 10.1. A prova dessa propriedade
depende do conceito de funcdo geradora de momentos, que ndo sera objeto deste livro.
O leitor interessado pode consultar Meyer (1965), por exemplo.

Exemplo 10.11. Voltemos ao Exemplo 10.4, onde uma mdaquina enchia pacotes cujos
pesos seguiam uma distribuicio M500, 100). Colhendo-se um amostra de n = 100 paco-
tes e pesando-os, pelo que foi dito acima, X terd uma distribuicio normal com média
500 e variancia 100/100 = 1. Logo, se a maquina estiver regulada, a probabilidade de
encontrarmos a média de 100 pacotes diferindo de 500 g de menos de 2 gramas serd

P(X-5001 <2)=P498 < X< 502) = (-2 < Z<2) =~ 95%.

Ou seja, dificilmente 100 pacotes terdo uma média fora do intervalo (498, 502).
Caso 100 pacotes apresentem uma média fora desse intervalo, podemos considerar
como um evento raro, e serd razodvel supor que a miquina esteja desregulada.

Outra maneira de apresentar o TLC € por meio do

Corolario 10.1. Se (X, ..., X,) for uma amostra aleatéria simples da populacdo X, com
média u e varidncia o finita, e X = (X, + ... + X,)/n, entdo

z=A=H

~ NO, 1). (10.2)

o\ n

Basta notar que se usou a transformacdo usual de reduzir a distribui¢do de X a uma
normal padrdo. Observe, também, que (10.2) pode ser escrita como

_Vn(X-p
a o

7 ~ NO, 1). (10.3)

Chamemos de e a v.a. que mede a diferenca entre a estatistica X e o parametro L,
isto €, e =X — i; e é chamado o erro amostral da média. Entdo, temos o

Corolario 10.2. A distribuicdo de e aproxima-se de uma distribuicio normal com
média 0 e varincia o*n, isto &,

nge ~ N, 1). (10.4)

O TLC afirma que X aproxima-se de uma normal quando n tende para o infinito, e
a rapidez dessa convergéncia (veja a Figura 10.5) depende da distribuicdo da popula-
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¢do da qual a amostra € retirada. Se a populacdo original tem uma distribuicao proxi-
ma da normal, a convergéncia € ripida; se a populacdo original se afasta muito de uma
normal, a convergéncia € mais lenta, ou seja, necessitamos de uma amostra maior para
que X tenha uma distribui¢do aproximadamente normal. Para amostras da ordem de 30
ou 50 elementos, a aproximagdo pode ser considerada boa.

7. Uma v.a. Xtem distribuicdo normal, com média 100 e desvio padrdo 10.
(a) Quala PO0 < X< 110)2
(b) Se )_(forgmédio de uma amostra de 16 elementos retirados dessa populacéo, calcule
P90 < X < 110).
(c) Represente, num Unico grdfico, as distribuicées de Xe X.
(d) Que tamanho deveria ter a amostra para que P90 < X < 110) = 0,952

8. A mdquina de empacotar um determinado produto o faz segundo uma distribuicéo nor-
mal, com média u e desvio padréo 10 g.
(a) Em quanto deve ser regulado o peso médio i para que apenas 10% dos pacotes
tenham menos do que 500 g2

(b) Com a méquina assim regulada, qual a probabilidade de que o peso total de 4 paco-
tes escolhidos ao acaso seja inferior a 2 kg2

9. No exemplo anterior, e apds a méquina estar regulada, programou-se uma carta de
controle de qualidade. De hora em hora, serd retirada uma amostra de quatro pacotes e
esses serGo pesados. Se a média da amostra for inferior a 495 g ou superior a 520 g,
encerra-se a producdo para reajustar a méquina, isto é, reajustar o peso médio.

(a) Qual é a probabilidade de ser feita uma parada desnecessaria?
(b) Se o peso médio da mdquina desregulou-se para 500 g, qual é a probabilidade de
continuar a producéo fora dos padrées desejados?

10. A capacidade mdaxima de um elevador é de 500 kg. Se a distribuicdo X dos pesos dos
usudrios for suposta N(70, 100):
(a) Qual é a probabilidade de sete passageiros ultrapassarem esse limite?

(b) E seis passageiros?
10.9 Distribuicdo Amostral de uma Propor¢éo

Vamos considerar uma populacido em que a propor¢do de elementos portadores de
certa caracteristica € p. Logo, podemos definir uma v.a. X, da seguinte maneira:

X—{ 1, se o individuo for portador da caracteristica
0, se o individuo ndo for portador da caracteristica,

logo,

u=EX)=p, o®=Var(X) = p(1 - p).
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Retirada uma AAS dessa populagdo, e indicando por Y, o total de individuos porta-
dores da caracteristica na amostra, ji vimos que

Yn -~ b(n’ p)

Vamos definir por p a propor¢do de individuos portadores da caracteristica na
amostra, isto €,

p=r.
n
Entao,
P(Y,= k) = P(Y,/n= kin) = P(p = kin),
ou seja, a distribui¢cdo amostral de p € obtida da distribui¢do de Y,.

Vimos na secdo 7.5 que a distribui¢do binomial pode ser aproximada pela distribui¢ao
normal. Vamos mostrar que a justificativa desse fato estd no TLC. Inicialmente, observe que

 .=X+X+..+X,

onde cada X; tem distribuicdo de Bernoulli, com média u = p e variancia o> = p(1 — p),
e sdo duas a duas independentes. Podemos escrever que

Y, = nX,

mas pelo TLC, X terd distribuicdo aproximadamente normal, com média p e variancia

p(l—_p) , ou Seja,
n

X~ N(p, P(ln— D) )

Logo, a transformacao Y, terd a distribuig@o

= 1]_
que foi a aproximagdo adotada na secdo 7.5.

Observe que X, na expressdo acima, € a propria varidvel p e, desse modo, para n
grande podemos considerar a distribui¢do amostral de p como aproximadamente normal:

Exemplo 10.12. Suponha que p = 30% dos estudantes de uma escola sejam mulheres.
Colhemos uma AAS de n = 10 estudantes e calculamos p = propor¢ao de mulheres na
amostra. Qual a probabilidade de que p difira de p em menos de 0,01? Temos que essa
probabilidade € dada por

P(|p - pl < 0,01) = P(-0,01 < p- p < 0,00).
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Mas, p—p ~ N(O, M ), e como p = 0,3, temos que
n

Var(p) = (0, 3)(0, 7)/10 = 0,021,
e, portanto, a probabilidade pedida € igual a

-0,01 0,01
Pl——— < Z< ——— | = P(-0,07 < Z<0,07) = 0,056.
(V0,0ZI v 0,021 )

11. Sabe-se que 20% das pecas de um lote sdo defeituosas. Sorteiam-se oito pecas, com
reposicéo, e calcula-se a proporcdo p de pecas defeituosas na amostra.

(a) Construa a distribuicdo exata de p (use a tédbua da distribuicéo binomial).

(b) Construa a aproximacdo normal & binomial.

(c) Vocé pensa que a segunda distribuicdo é uma boa aproximacéo da primeira?

(d) J& sabemos que, para dado pfixo, a aproximacdo melhora & medida que naumenta.
Agora, se nfor fixo, para qual valor de p a aproximagéo é melhor?

12. Um procedimento de controle de qualidade foi planejado para garantir um mdximo de
10% de itens defeituosos na producéo. A cada 6 horas sorteia-se uma amostra de 20
pecas e, havendo mais de 15% de defeituosas, encerra-se a producéo para verificacdo
do processo. Qual a probabilidade de uma parada desnecessdria?

13. Supondo que a producéo do exemplo anterior esteja sob controle, isto &, p=10%, e que os
itens sejam vendidos em caixas com 100 unidades, qual a probabilidade de que uma caixa:
(a) tenha mais do que 10% de defeituosos?
(b) néo tenha itens defeituosos?

10.10 Outras Distribuicoes Amostrais

Do mesmo modo que estudamos a distribuicdo amostral de X, podemos, em prin-
cipio, estudar a distribuicdo amostral de qualquer estatistica T = (X, ..., X,). Mas,
quanto mais complexa for essa relagdo f, mais dificil serd a derivacdo matemadtica das
propriedades dessa estatistica. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 10.13. Na Tabela 10.6 apresentamos a distribuicdo de trés outras estatisticas;
a variancia da amostra,

1 —
S?= X - X)%,
oo 2 (X X)
a mediana amostral, md, e o estimador
o= L3 (x- X,

n i=1
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que difere de $* apenas no denominador, e que foi estudado no Capitulo 3. Desta
tabela, obtemos as distribuicdes amostrais apresentadas nas Tabelas 10.7, 10.8 e 10.9.

Tabela 10.6: Distribuicdio amostral de algumas estatisticas obtidas de amostra de tamanho n =3,
retiradas da populagdo {1, 3,5, 5,7} (u=42, 6°=4,16 e Md=5).

Tipo de Freqiiéncia S Soma dos Média | Mediana Variéncia
amostra (prob. x 125) oma quadrados X md P &
111 1 3 3 1,00 1 0 0
113 3 5 1 1,67 1 4/3 8/9
115 6 7 7 2,33 1 16/3 32/9
17 3 9 51 3,00 1 12 8
133 3 7 19 2,33 3 4/3 8/9
135 12 9 35 3,00 3 4 8/3
137 6 11 59 3,67 3 28/3 56/9
155 12 1 51 367 5 16/3 | 32/9
157 12 13 75 4,33 5 28/3 56/9
177 3 15 % 5,00 7 12 8
333 1 9 74 3,00 3 0 0
335 6 11 43 3,67 3 4/3 8/9
337 3 13 67 4,33 3 16/3 32/9
355 12 13 59 4,33 5 4/3 8/9
357 12 15 83 5,00 5 4 8/3
377 3 17 107 567 7 16/3 32/9
555 8 15 75 5,00 5 0 0
557 12 17 9% 567 5 4/3 8/9
577 6 19 123 6,33 7 4/3 8/9
777 1 21 147 7,00 7 0 0
Total 125

Tabela 10.7: Distribuicéio amostral da variéncia $?, para amostras de tamanho 3, retiradas da populagdio

{1,3,5,5,7}.
s? 0,00 1,33 4,00 5,33 9,33 12,00
P($*= &) 11/125 42/125 24/125 24/125 18/125 6/125
E($?) = 4,16, Var($?) = 11,28.

Tabela 10.8: Distribuicdo amostral da mediana da amostra md para amos-

tras de tamanho 3, refiradas da popu|c:cao {1,3,5,5,7}.

md

1

3

5

7

Prob.

13/125

31/125

68/125

13/125

E(md) = 4,30, Var(md) = 2,54.
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Tabela 10.9: Distribuicdo amostral da variéncia 62, para amostras de
tamanho 3, retiradas da populagdo {1, 3, 5, 5, 7).

4?2 0,00 0,89 2,67 3,56 6,22 8,00
Prob. 11/125 42/125 24/125 24/125 18/125 6/125

E(6?) = 2,77, Var(6?) = 5,04.

Os gréficos das fungdes de probabilidade estdo nas Figuras 10.6, 10.7 e 10.8. A
obtencdo das propriedades dessas estatisticas, de modo geral, ndo € uma tarefa facil, e os
modelos de probabilidade resultantes correspondem a distribui¢des mais complexas.

Figura 10.6: Distribuicdo amostral de $* para amostras de
tamanho n=3 extraidas de {1, 3, 5, 5, 7).

Prob. &
40/1254 [ ]
30/125
20/125
10/125”—
0l 1,33  4,005,33 933 12,00 s

Figura 10.7: Distribuigdo amostral de md para amostras de tamanho
n=3de(1,3,5,5,7).

Prob. 4
70/125 1

60/125 ¢
50/125 +
40/125 +

30/125 ¢
20/125 +

10/125 +
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Figura 10.8: Distribuicdio amostral de 62 para amostras de tamanho n = 3 extraidas de

{1,3,5,5,7}.
Prob. 4
40/125 —
30/125
25/125
10/125 H H H
Il =i
0 0,89 2,67 3,56 6,22 8,00 &2

Por exemplo, note que E($%) = 4,16 = 07, logo §* satisfaz uma propriedade andloga
a BX) = p1; dizemos que X e $? sdo estimadores ndo-viesados dos respectivos pardmetros
U e o2 Esta propriedade ja ndo vale para md e 62, pois E(md) = 4,3, enquanto Md = 5,0
e E(6%) = 2,77 e ndo 4,16. Vemos que 67 sub-estima a verdadeira variincia.

Também pode-se demonstrar que $* segue uma distribuicdo que é um miiltiplo de
uma distribui¢do qui-quadrado (X?), quando a populagdo tem distribui¢do normal. Ver
a secdo 11.9. Ja a mediana md, obtida de amostras de uma populacdo simétrica, com
média u e variadncia o2, segue aproximadamente uma distribuicdo normal, com média
E(md) = u e Var(ind) = (nr6?)/(2n). Note que se exigem mais suposi¢des do que aquelas
mencionada no TLC. Nos Capitulos 11 e 12 voltaremos a discutir algumas distribui-
¢des amostrais e suas aplicagoes.

14. Usando os dados da Tabela 10.2:

(a) construa a distribuicdo amostral de 62 e compare com a distribuicéo amostral de $* (Tabela
10.5). Vocé notou alguma propriedade de $* que seja “melhor” do que de 622

(b) seja Ua média de elementos distintos de amostras de tamanho n= 3. Por exemplo, se
a amostra observada for (1, 1, 3), entdo u= (1 + 3)/2 = 2. Construa a distribuicdo
amostral de U;

(c) compare as distribuicées amostrais de Ue X.

15. Na tabela abaixo tem-se a distribuicdo dos saldrios da Secretaria A.

Classes de salérios | Freqiéncia relativa

4,5+ 7,5 0,10
7,5—10,5 0,20
10,5 13,5 0,40
13,5 16,5 0,20

16,5195 0,10
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(a) Calcule a média, a variéncia e a mediana dos saldrios nessa populagéo.

(b) Construa a distribuicdo amostral da média e da mediana para amostras de tamanho 2,
retiradas dessa populacéo.

(c) Mostre que a média X e a mediana md da amostra sdo estimadores ndo-viesados da
mediana Md da populacéo, no sentido que E(X) = Eimd) = Md.

(d) Qual dos dois estimadores ndo-viesados vocé usaria para estimar Md nesse caso?

Por qué?
(e) Baseado na distribuicdo amostral da média, encontre a distribuicdo amostral da
estatistica
X_
z=—Fn,
para n=2.

(/) Quais sdo os valores de E(Z) e Var(Z)?
(g) Construa a distribuicdo amostral da estatistica

_ 1 n Y)2
= T 2X- X
e faca o seu histograma.

(h) Calcule a média e variancia de S2.
(i) Baseando-se nas distribuicdes amostrais anteriores, determine a distribuicdo amostral
da estatistica

i

=

e construa seu histograma. Qual o problema encontrado?
() Calcule a média e variéncia de ¢, quando possivel.
(k) Calcule a P(|t] <2)e P(|t] < 4,30).

16. Tente esbocar como ficariam os histogramas das estatisticas abaixo, para amostras de
tamanho grande.

(a) $? (faca o histograma da distribuicdo da Tabela 10.5)

(b) Z= X_T‘u\/;(Veio o Teorema Limite Central)
X

(c) t=
tado obtido em (b)).

5 £ 1, definida no problema anterior (compare com a expressdo e o resul-

10.11 Determinacdo do Tamanho de uma Amostra

Em nossas consideragdes anteriores fizemos a suposi¢do que o tamanho da amostra,
n, era conhecido e fixo. Podemos, em certas ocasides, querer determinar o tamanho da
amostra a ser escolhida de uma populacdo, de modo a obter um erro de estimacdo
previamente estipulado, com determinado grau de confianca.
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Por exemplo, suponha que estejamos estimando a média u populacional e para
tanto usaremos a média amostral, X, baseada numa amostra de tamanho n. Suponha
que se queira determinar o valor de n de modo que

PlX-pu<g=y (10.5)
com 0 <y <1e¢&éo erro amostral maximo que podemos suportar, ambos valores fixados.

Sabemos que X ~ N, 6%n), logo X — u ~ N(0, 6%/n) e portanto (10.5) pode ser
escrita

P(-€ < )_(—,usg)zp<_6”8 <7< @)z%

com Z = ()_( ) \ /o . Dado ¥, podemos obter z,da MO0,1), tal que P(-z,< Z< z,) =
Y, de modo que

Vne

o

= Z.y’

do que obtemos finalmente
GZZZ
Y
n=—5- (10.6)
Note que em (10.6) conhecemos z, e € mas ¢2¢é a varidncia desconhecida da
populacdo. Para podermos ter uma idéia sobre n devemos ter alguma informacao pré-
via sobre o? ou, entdo, usar uma pequena amostra piloto para estimar >

Exemplo 10.13. (continuacio) Suponha que uma pequena amostra piloto de n = 10,
extraida de uma populagio, forneceu os valores X = 15 e §° = 16. Fixando-se € = 0,5 e
¥y = 0,95, temos

_ 16 x (1,96 _
(0,5)*
No caso de proporg¢des, usando a aproximacdo normal da secdo 10.9 para p, é
facil ver que (10.6) resulta

245.

2
z,p(1 — p)
n= % . (10.7)
Como nio conhecemos p, a verdadeira propor¢do populacional, podemos usar o

fato de que p(1 — p) < 1/4, para todo p, e (10.7) fica
7 (10.8)
"= qgr

Por outro lado, se tivermos alguma informagio sobre p ou pudermos estimi-lo
usando uma amostra piloto, basta substituir esse valor estimado em (10.7).
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Exemplo 10.14. Suponha que numa pesquisa de mercado estima-se que no minimo
60% das pessoas entrevistadas preferirdo a marca A de um produto. Essa informacgado &
baseada em pesquisas anteriores. Se quisermos que o erro amostral de p seja menor do
que &€ = 0,03, com probabilidade y = 0,95, teremos

(1,96)%(0,6)(0,4)
(0,03)?

na qual usamos o fato de que p = 0,60. Veja também os Problemas 19, 20 e 41.

= 1.024,

17. Suponha que uma indUstria farmacéutica deseja saber a quantos voluntdrios se deva
aplicar uma vacina, de modo que a proporcédo de individuos imunizados na amostra
difira de menos de 2% da proporcédo verdadeira de imunizados na populacdo, com
probabilidade 90%. Qual o tamanho da amostra a escolher? Use (10.8).

18. No problema anterior, suponha que a indUstria tenha a informacéo de que a proporcéo
de imunizados pela vacina seja p = 0,80. Qual o novo tamanho de amostra a escolher?
Houve reducéo?

19. Seja o tamanho de amostra dado por (10.7) e mydado por (10.8). Prove que, para todo p,
temos n < n,. (Use a funcdo fp) = p(1 — p) para sua resposta.)

20. Suponha que haja a informagéo p < p,< 0,5, com p,conhecida. Se n, = Zp,(1-p)/€?,
mostre que n < n, < n,. Mostre que essa mesma relacdo vale se soubermos que
p=p>0,5.

[Sugestdo: note que fip) = p(1 — p) é crescente em [0; 0,5], atinge o mdximo em 0,5 e
depois é decrescente em [0,5; 11.]

10.12 Exemplos Computacionais

Vimos, no Exemplo 10.7, como escolher todas as possiveis amostras de tamanho
n = 2, com reposicdo, da populagdo {1, 3, 5, 5, 7}. Obtemos 5% = 25 amostras. Como
ja salientamos em secdes anteriores, ao escolher uma amostra de uma populacdo,
estamos na realidade gerando valores de uma v.a. com determinada distribuicdo de
probabilidades, supostamente conhecida. No exemplo, podemos pensar na v.a. X, as-
sumindo os valores x,= 1, x,= 3, x;= 5, x,= 5, x;= 7, com probabilidades todas iguais
a 0,2. Portanto, para escolher uma amostra de tamanho n = 2, basta gerar dois valores
dessa distribui¢do, como aprendemos no Capitulo 9.

Os programas Excel, SPlus e Minitab tém comandos apropriados para gerar amos-
tras de uma populacio especificada.

Exemplo 10.15. O Excel usa a op¢do Amostragem, dentro de “Andlise de Dados” do
menu “Ferramentas”. Na coluna G do quadro do Exemplo 9.5, temos uma amostra
aleatéria simples (com reposi¢do), de tamanho n = 5 da populagdo 2 = {1, 2, ..., 10},
que estd na coluna F.
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Exemplo 10.16. O SPlus usa o comando sample(x,n) para gerar uma amostra sem
reposicdo de tamanho n do conjunto x e o comando sample(x,n,replace=T) para gerar
uma amostra com reposi¢do. O Quadro 10.1 mostra como obter amostras de tamanho
n =7 do conjunto x = {1, 2, 3, ..., 15}, sem e com reposicao.

Quadro 10.1: Geracdo de amostras. SPlus.

>x<-c(1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10,11, 12, 13, 14, 15)
>

>

> sample (%, 7)

[1] 6 7 4 2 3 10 5

>

>

> sample (x, 7, replace=T)

[1] 12 14 11 10 15 4 11

Exemplo 10.17. O Minitab usa os comandos Sample e Replace para obter amostras.
Temos, no Quadro 10.2, amostras de tamanho n = 5 obtidas do conjunto {1, 2, ..., 10}
(na coluna C1). Na coluna C2 temos uma amostra sem reposi¢cdo e na coluna C3 uma
amostra com reposicao.

Quadro 10.2: Geracdo de amostras. Minitab.

C1 Cc2 C3
1 1 10 8
2 2 1 3
3 3 8 8 MTB > Sample 5 C1 C2.
4 4 2 6 MTB >
5 5 7 4 MTB > Sample 5 C1 C3;
6 6 SUBC> Replace.
7 7 MTB >
8 8
9 9
10 10

10.13 Problemas e Complementos

21. Uma v.a. Xtem distribuicdo normal com média 10 e desvio padréo 4. Aos participantes
de um jogo é permitido observar uma amostra de qualquer tamanho e calcular a média
amostral. Ganha um prémio aquele cuja média amostral for maior que 12.

(a) Se um participante escolher uma amostra de tamanho 16, qual é a probabilidade de
ele ganhar um prémio?

(b) Escolha um tamanho de amostra diferente de 16 para participar do jogo. Qual é a
probabilidade de vocé ganhar um prémio?

(c) Baseado nos resultados acima, qual o melhor tamanho de amostra para participar
do jogo?
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Se uma amostra com 36 observacées for tomada de uma populacéo, qual deve ser o
tamanho de uma outra amostra para que o desvio padrdo dessa amostra seja 2/3 do
desvio padréo da média da primeira?

Definimos a varidvel e= X — t como sendo o erro amostral de média. Suponha que a
variéncia dos saldrios de uma certa regido seja 400 reais?.
(a) Determine a média e a varidncia de e.

b) Que proporcéo das amostras de tamanho 25 terdo erro amostral absoluto maior do
proporg
que 2 reais?

(c) E qual a proporcao das amostras de tamanho 1002
(d) Nesse Gltimo caso, qual o valor de d, tal que P(|e| > d) = 1%2

(e) Qual deve ser o tamanho da amostra para que 95% dos erros amostrais absolutos
sejam inferiores a um real?

Adistribuicdo dos comprimentos dos elos da corrente de bicicleta é normal, com média 2
cm e variéincia 0,01 cm?. Para que uma corrente se ajuste & bicicleta, deve ter comprimen-
to total entre 58 e 61 cm.

(a) Qual é a probabilidade de uma corrente com 30 elos néo se ajustar & bicicleta?

(b) E para uma corrente com 29 elos?

[Observacéo: suponha que os elos sejam selecionados ao acaso para compor a corrente,
de modo que se tenha independéncia.]

Cada secéo usada para a construcdo de um oleoduto tem um comprimento médio de 5 m

e desvio padréo de 20 cm. O comprimento total do oleoduto serd de 8 km.

(a) Seafirma construtora do oleoduto encomendar 1.600 secées, qual é a probabilidade
de ela ter de comprar mais do que uma secéo adicional (isto &, de as 1.600 secoes
somarem menos do que 7.995 m)?

(b) Qual é a probabilidade do uso exato de 1.599 secdes, isto é, a soma das 1.599
secdes estar entre 8.000 m e 8.005 m?

Um professor d& um teste rdpido, constante de 20 questées do tipo cerfo-errado. Para testar
a hipdtese de o estudante estar adivinhando a resposta, ele adota a seguinte regra de deci-
sdo: “Se 13 ou mais questdes estiverem corretas, ele nGo estd adivinhando”. Qual é a
probabilidade de rejeitarmos a hipétese, sendo que na realidade ela é verdadeira?

Um distribuidor de sementes determina, por meio de testes, que 5% das sementes ndo
germinam. Ele vende pacotes com 200 sementes com garantia de 90% de germinacdo.
Qual é a probabilidade de que um pacote ndo satisfaca & garantia?

Uma empresa fabrica cilindros com 50 mm de diémetro, sendo o desvio padréo 2,5 mm. Os

diémetros de uma amostra de quatro cilindros sGo medidos a cada hora. A média da

amostra é usada para decidir se o processo de fabricacdo estd operando satisfatoriamente.

Aplica-se a seguinte regra de decisdo: “Se o didmetro médio de amostra de quatro cilindros

for maior ou igual a 53,7 mm, ou menor ou igual a 46,3 mm, deve-se parar o processo. Se

o diémetro médio estiver entre 46,3 e 53,7 mm, o processo confinua.

(a) Qual é a probabilidade de se parar o processo se a média dos diémetros permanecer
em 50 mm?

(b) Qual é a probabilidade de o processo continuar se a média dos diGmetros se deslo-
car para 53,7 mm?
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29.

30.

31.

32.

33.

O CD-Veiculos traz os precos de 30 carros nacionais e importados, extraidos da populacéo
de todos os carros vendidos no mercado. Supondo que o desvio padréo dessa amostra seja
um bom representante do verdadeiro desvio padréo da populacéo, qual serd o tamanho de
uma outra amostra a ser escolhida, de modo que, com probabilidade 90%, a média amostral
difira da verdadeira média de menos de 0,022

Tabela de NUmeros Aleatérios. Para sortear AAS, costuma-se usar tabelas de nUmeros ale-
atérios, que s@o colecdes de digitos construidos aleatoriamente e que simulam o processo
de sorteio. Na Tabela VI, apresentamos um pequeno conjunto de nimeros aleatérios. Po-
dem ser usados do seguinte modo: se quisermos selecionar dez nomes de uma lista de 90
pessoas, devemos comecar numerando-os 01, 02, ..., 90. Em seguida, escolhemos duas
colunas, digamos as duas primeiras, e tomamos os dez primeiros nimeros; no caso, serdo:
61, 94,50, 51, 25, 63, 12, 38, 22, 07, 61.

Observe que o 94 foi eliminado, pois néo existe esse nimero na populacéo, e o 61 deverd
aparecer repetido. Para outras explicacdes e tabelas maiores, consultar Pereira e Bussab (1974).

Como vocé usaria uma tabela (ou um gerador) de nimeros aleatérios para sortear uma
amostra nas seguintes situagoes:

a) 5 alunos de sua classe;

b) 10 alunos de sua escola;

(

(

(c) 15 domicilios de seu bairro;

(d) 20 acdes negociadas na Bolsa de Séo Paulo;
(

e) 5 nimeros de uma populacdo cujos elementos séo numerados de 1 a 115. Existe
algum modo de “apressar” o sorteio?

(/) 5 ndmeros de uma populacdo de 115 nomes, cujos nimeros véo de 612 a 726;

(g) 5nUmeros de uma populacdo de 115 nomes, cuja numeracéo néo é seqiencial, mas
estéd compreendida entre os nimeros 300 e 599.

Distribuicdo amostral da diferenca de duas médias. Consideremos duas populagdes X
com pardmetros U, e 7 e Y com parémetros 1?e 03 Sorteiam-se duas amostras indepen-
dentes: a da primeira populacdo de tamanho ne a da segunda de tamanho m. Calcu-
lam-se as médias amostrais Xe Y.

(@) Qual a distribuicdo amostral de X2 E de Y2

(b) Defina D= X — Y. O que vocé entende por distribuicdo amostral de D2

(c) Calcule (D) e Var(D).

(d) Como vocé acha que serd a distribuicdo de D2 Por qué?

A distribuicéo dos saldrios (em saldrios minimos) de operdrios do sexo masculino de uma
grande fdbrica é N(5,4; 1,69), e a de operdrios do sexo feminino é N(5,4;2,25).
Sorteiam-se duas amostras, uma com 16 homens e outra com 16 mulheres. Se D for a
diferenca entre o saldrio médio dos homens e das mulheres:

(a) Calcule P(| D|>0,5).

(b) Qual o valor de dtal que P(| D| > d) = 0,052

(c) Quetamanho comum deveriam ter ambas as amostras para que P(| D| > 0,4)=0,052
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34.

35.

36.

37.

Numa escola A, os alunos submetidos a um teste obtiveram média 70, com desvio padréo
10. Em outra escola B, os alunos submetidos ao mesmo teste obtiveram média 65 e desvio
padréo 15. Se colhermos na escola A uma amostra de 36 alunos e na B, uma de 49 alunos,
qual é a probabilidade de que a diferenca entre as médias seja superior a 6 unidades?

Distribuicdo amostral da diferenca de duas proporcées. Usando os resultados do Proble-
ma 32, qual seria a distribuicdo de p, — p,, a diferenca entre as proporcdes de amostras
independentes retiradas de populacdes com parédmetros p, e p,¢

Amostras sem reposicéo de populacées finitas. Suponha uma populacdo com Nelementos.
Vimos que se extrairmos uma amostra de tamanho n, com reposicéo, e calcularmos a
média amostral X, entdo E(X) = i e Var(X) = 6%/n, onde i e 6>séo a média e a varidncia
da populagéo, respectivamente. No entanto, se a amostragem for feita sem reposigdo,
entdo E(X) = u continua a valer, mas

- 02 N-n
Var(X):FN_l.

O fator (N — n)/(N - 1) é chamado fator de correcdo para populages finitas. Note que se
nfor muito menor que N, entdo esse fator é aproximadamente igual a um, e amostras com
ou sem reposicao s@o praticamente equivalentes.

Considere, agora, uma populagdo 2 = {1, 3, 5, 5, 7}, logo N=5. Retire amostras de
tamanho n=2, sem reposicdo, e construa a distribuicdo amostral de X= (X, + X,)/2. Obte-
nha E(X) e Var(X) e verifique que esta é dada pela férmula acima.

Planos probabilisticos. Existem varios planos probabilisticos que s@o utilizados em situa-

¢oes prdticas. Vamos descrever brevemente alguns deles.

(a) Amostragem Aleatéria Simples (AAS). Nesse plano as nunidades que compdem a amostra
s@o selecionadas de tal forma que todas as possiveis amostras #m a mesma probabili-
dade de serem escolhidas. Podemos ter AAS com e sem reposicdo. No Exemplo 9.6
cada amostra com reposicdo tem probabilidade 1/25 de ser escolhida.

(b) Amostragem Aleatéria Estratificada. Nesse procedimento, a populacédo é dividida em
subpopulacdes ou estratos, usualmente de acordo com os valores (ou categorias) de
uma varidvel, e depois AAS é utilizada na selecdo de uma amostra de cada estrato.
Por exemplo, considere uma populacdo de N=10 estudantes, para os quais defini-
mos as varidveis renda familiar (X)) e classe social (X,), categorizada como A, B ou
C. Entao, P={1,2,...,10} e suponha que a matriz de dados seja

D:[10815622 2 7 16 13 11}
B C A C A B C A B B

Podemos considerar trés estratos, determinados pela varidvel X;:
2,=1{3,5,8}, Z,={1,6,9,10}, 2.={2,4,7}.

Um dos objetivos da estratificacdo é homogeneizar a variéncia dentro de cada estra-
to, relativamente & principal varidvel de interesse.

(c)  Amostragem Aleatéria por Conglomerados. Como no item (b), a populacao é dividida em grupos
(subpopulacées) distintos, chamados conglomerados. Por exemplo, podemos dividir uma
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38.

39.

40.

41.

cidade em bairros ou quadras. Usamos AAS para selecionar uma amostra de conglomera-
dos e depois todos os individuos dos conglomerados selecionados séo analisados.

(d) Amostragem em Dois Estdgios. A populacéo é dividida em grupos, como em (c). Num
primeiro estdgio, através de AAS, selecionamos algumas subpopulacdes. Num se-
gundo estdgio, usando novamente AAS, retiramos amostras das subpopulaces
selecionadas na primeiro estdgio.

(e) Amostragem Sistemdtica. Nesse plano, supde-se que temos uma listagem das unidades
populacionais. Para kfixado, sorteamos um elemento entre os k primeiros da listagem.
Depois observamos, sistematicamente, individuos separados por k unidades. Por exem-
plo, se k=10 e sorteamos o oitavo elemento, observamos depois o décimo oitavo,
vigésimo oitavo etc.

Distribuicéo do maximo de uma amostra. Considere M o mdximo de uma AAS X, ..., X,
escolhida de uma populacéo com densidade f(x) e f.d.a. F(x). Seja F,(m) a f.d.a. de M.
Entdo, F,(m)= P(M < m). Agora, o evento { M < m} é equivalente ao evento { X; < m, para
todo 1 < i< n}. Como as v.a. X, sGo independentes, teremos

F(m)=PM<m)=PX,<m, ... X,<m)=PX,< m)... (X, < m)=[Fm)]"
Portanto, a densidade de M ¢é dada por
fy(m) = Fy(m) = n[F(m)]"~'f(m).

Obtenha a densidade de M para o caso de uma amostra de uma distribuicéo uniforme no
intervalo (0, 6).

Suponha que temos a populacéo X ~ N (167; 25). Gere 100 amostras de tamanho 5

dessa populacdo, usando algum programa de geracéo de valores de uma distribuicao

normal, como o Excel ou Minitab.

(a) Esboce a distribuicdo amostral de X (histograma) e calcule as principais medidas-
resumo; faca box plots e ramos-e-folhas.

(b) Mesma questéo para md = mediana da amostra.

(c) Compare as duas distribuicdes, ressaltando as principais diferencas.

(d) Estude a distribuicdo da estatistica “variGncia da amostra”.

Tamanho de uma amostra. Na prética, ndo conhecemos a distribuicéo de v.a. Xe retira-
mos uma amostra a fim de estimar algum parémetro dessa distribuicdo. Suponha, agora,
que nosso inferesse esteja na média 1 = E(X). Para estimd-la, colhemos uma amostra X;,
X, ..., X,de X. Logo, as v.a. X; sGo independentes, cada uma delas tem a mesma distribui-
cGoque Xe E(X)=u,Vi=1, ..., n. Para estimar t consideramos a média amostral X.

Um problema que se apresenta é determinar o tamanho da amostra a colher. Isso pode
ser feito usando a TLC, como vimos na secéo 10.11.

Agora, vamos ver um procedimento diferente, também baseado no TLC, mas que envolve
uma regra de parada para determinar o nimero de dados a colher. Esse procedimento foi
sugerido por Ross (1997). Pelo TLC podemos escrever

P(|X—u|>coNn)=P(|Z]|> o) =2[1 -D(0)], (10.9)

para qualquer constante ¢ > 0, onde Z ~ MO, 1) e ®(-) denota a f.d.a. de Z Por
exemplo, se ¢=1,96, a probabilidade acima é 0,05.
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42.

43.

Suponha que, em vez de colher uma pequena amostra piloto para estimar ¢, tenhamos
informagdo suficiente para escolher um valor aceitével, digamos d, para o desvio padrdo
de X, que ¢ dado por o/ n.

Por (10.9), podemos escrever, por exemplo,
P(|X—ul <1,96d) =~ 0,95.

Segue-se que podemos amostrar seqiencialmente de X até que SAn < d, em que calcu-
lamos S com os valores até entdo escolhidos.

O seguinte algoritmo pode, entdo, ser adotado:

(1) Escolha um valor aceitével dpara o~ 1.

(2) Gere pelo menos 30 dados (para obter uma estimativa razodvel de o).

(3) Continue a gerar dados, parando quando, com ndados, S/An < d, com

=X - X/(n-1).
(4) Estime u por X= ZX,./n,

Esse método implica podermos calcular Xe S?recursivamente. Isso pode ser feito por meio
das seguintes férmulas, facilmente verificaveis:

x-Lix sz_—‘éof Xp, j=2,

J1=1 ! J—l
52=0,
)_(ozo’

X, x4 =X

512+1—<1——>52+(]+1)( X, - X
J

Suponha x,=3, x,=5, x;=2, x,= 6, x;= 4. Entdo, usando as férmulas acima, obte-
nha, recursivamente, X, $%,i=1,2,3,4,5.

Suponha uma populagdo 2 = {1, 2, ..., N} e a v.a. X definida sobre 2. Entdo,
T=2>N,X:é chamado fofo/ populacional. A média populacional é it = T/N e a varidncia
populacional é 6% = >, (X;— w*N. Considere uma AAS de tamanho n extraida de
2 e X a média omos’rrol Considere o estimador T= NX. Mostre que BT =Te
Var(T) = N*c?/n.

Suponha que queiramos retirar uma amostra de uma distribuicdo de Bernoulli com
parémetro p. Escolhidos k dados x,, x,, ..., x,, femos que Xx,= >, x/k é um estimador de p.
Entdo um estimador natural da variéncia 6?= p(1 — p) da populacéo é x,(1- x,). Como
ficaria o algoritmo descrito no Problema 41 para essa situacéo?



