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Lista de Exercicios para Avaliagéol

@® Num espago-tempo curvo, a aceleragao relativa entre geodésicas vi-
zinhas, separadas por um vetor dz®, é determinada pelo tensor de
Riemann de modo que

UV o (uPVyoz?) = — R tudabul,

onde u® é a 4-velocidade das geodésicas.

(a)

()

Usando apenas gravitagdo newtoniana, mostre que a aceleragao
relativa entre trajetérias vizinhas em “queda livre”, separadas
por um vetor JZ, sujeitas apenas ao potencial gravitacional ¢(x),
é dada por

6d = —(6%- V)V

(ou, usando indices, da? = —(9r07¢)dz* — lembre-se que, em
gravitacdo newtoniana, @ = —V¢);

O resultado acima sugere a associacao 8j8k¢> Rajcku“uc en-
tre gravitagao newtoniana e Relatividade Geral (no limite néao-
relativistico). Usando que V2¢ = 47Gp na teoria newtoniana,
onde G ¢é a constante da gravitacao universal e p é a densidade
de massa que gera o campo gravitacional, mostre que a equagao
relativistica

Rab = 47TG[aTab + (1 - Q)Tgab]

possui o limite nao-relativistico correto para todo o € R, on-
de Ry, == R,,;°, Tu € o tensor energia-momentum-estresse que
descreve a fonte de gravitacdo e T := g®T,;

Rescreva a equagao dada no item anterior na forma Gg(a) =
47 GTyp, determinando G (ar) apenas em termos de tensores geo-
métricos e de . Em seguida, determine, justificando, o valor de «
de modo que a conservacio covariante de T, (ou seja, V7% = 0)
seja consequéncia dessa equagao.

@ Considere um espaco bidimensional com elemento-de-linha dado por

d 2
! 5 +T2dcp2

(1=

ds® =

onde M > 0 é uma constante.
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(a) Calcule a distancia fisica entre as circunferéncias com coordenadas

r=r; er =ry (com, digamos, M < r; < r3). O que acontece
quando r; — M?

(b) Calcule a 4rea entre essas mesmas circunferéencias e discuta o

que ocorre quando r; — M;

(c) Calcule os escalares R, Rapea R ¢ Ry R.

@ Num dos exercicios da “Lista de Aquecimento”, mostrou-se que o
espaco-tempo nas imediacoes de um corpo esférico de massa M pode
ser aproximado por

ds® = — (14 2®) dt? + (1 — 2®) (dz? + dy? + d2?),

com ® = —GM/+/22 + y? + 22 (no regime em que |®| < 1).

(a) Mostre que esse mesmo elemento-de-linha pode ser colocado na

forma,
ds? = —(1+2¢)dt* +(1—2¢)dr* +r?do* +r*(sin 0)%dy?, |4 < 1,

onde ¢ = —GM/r. Deixe clara a relacao entre r e x,y, z, sendo
consistente com as ordens de aproximagao;

(Atencgdo: Note que o fator 1 — 2¢ multiplica apenas dr? nas
novas coordenadas. Logo, r ndo é meramente /22 + 32 + 22. A
coordenada r é chamada “coordenada radial areal”, pois mesmo
que nao represente necessariamente a distancia fisica ao logo da
direcao radial — assim como +/x2 + y2 + 22 também ndo repre-
senta —, a drea de esferas com r = constante vale 4712 — tente
entender por que.)

(b) Considerando que érbitas circulares podem ser aproximadas pelas

orbitas newtonianas, calcule a relacao entre a passagem do tempo
a bordo de um satélite numa érbita de raio R, e o tempo na
superficie da Terra (com raio Rg — despreze o movimento de
rotagao da Terra);

(c) A titulo de curiosidade, separe o efeito anterior numa parte devi-

da apenas ao campo gravitacional (Relatividade Geral) e noutra
devida a velocidade do satélite (Relatividade Restrita). Qual
o valor de R, no qual esses efeitos tém a mesma importancia?
Considerando que os satélites da constelacao GPS orbitam num
raio R, =~ 4Rg, qual desses efeitos é mais importante nesse caso?

Primeiro Semestre — 2022



SFI5856 Relatividade Geral 1 3

@ Considere um raio de luz se propagando no espaco-tempo do exercicio
anterior, nas coordenadas {(¢,z,y, z)}. Calcule a deflexao sofrida pelo
raio de luz ao passar nas imediagoes do Sol, usando o roteiro indicado
nos itens abaixo:

(a) Mostre que a equagao da geodésica para esse raio, no regime de
gravidade linearizada, implica em
av

onde V = (dz/dt, dy/dt, dz/dt);

(b) Resolva a EDO acima, obtendo a solugao geral (em forma impli-
cita)

V(t) = [1+ 49 (t) — 4P| Vp — 2 t dt’ (Vo) (t),

onde ®(t) := ®(x(t),y(t), 2(t)), (V@)(t) := (V®)(x(t), y(t), 2(t)),
P :=P(to) e Vo = V(to);

(c) Calcule a deflexdo « indicada na Fig. 1, como funcao de M e
b. Em seguida, aplique o resultado para um raio de luz vindo
do infinito passando rasante ao Sol. (Sugestao: Resolva itera-
tivamente a expressao acima, lembrando que desejamos apenas
efeitos de primeira ordem em ®.)

Ay

Figura 1: Deflexao de raio de luz.

® Sendo u* as componentes da 4-velocidade de uma particula livre, com
velocidade arbitrdria, no espago-tempo do exercicio @ em coordenadas

{(t> T, 97 (p)}a pede-se:
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(a) Mostre que ug = gouut e uz = g3,ut sao constantes de movi-
mento;

(b) Mostre que sempre podemos escolher as coordenadas {(6, )} de
modo que o movimento de uma particula livre tenha 6 = cons-
tante. Qual o valor dessa constante?

(c) Obtenha uma equagao formalmente analoga & de “conservacao de
energia”,

1
5.2+V(T):E7

onde 7 = dr/d\ (com X sendo o tempo préprio no caso tipo-tempo
e apenas um parametro afim no caso tipo-luz), E' é uma constante
e V(r) é uma fungao (a ser determinada) apenas da coordenada
radial 7 (mas dependente de outros parametros constantes); (Su-
gestao: use os resultados dos itens anteriores no vinculo que
4-velocidades devem satisfazer em cada caso: tipo-tempo e tipo-
luz.)

(d) Com a ajuda da equacao do item anterior, calcule o periodo (na
coordenada t) de uma érbita circular de raio r = ry, deixando
clara a correcao relativistica em comparacao com o resultado new-
toniano;

(e) Considerando 6rbitas ligeiramente perturbadas em relacao as cir-
culares (r(\) = ro+dr(X), com |dr(\)| < 79), obtenha a precessao
(angulo por unidade de “tempo”) do periastro dessa 6rbita; (Su-
gestao: a partir da equagao do item (c), obtenha uma equagao
“tipo oscilador harmoémico” para a perturbagao dr(A), calcule a
frequéncia dessa oscilacao e compare com a frequéncia do movi-
mento angular. Certifique-se de fazer todas as comparacoes de
frequéncia e perfodo usando a mesma “variavel temporal”.)

® Considerando o efeito da rotagdo da Terra no seu campo gravitacio-
nal e fazendo uso da analogia com eletromagnetismo (e do resultado
fornecido num dos exercicios da “Lista de Aquecimento”), estime a or-
dem de grandeza da mudanca fracional no raio de érbitas equatoriais
devido a esse efeito (para 6rbitas com a mesma velocidade).

@ Uma particula cldssica com massa m, carga elétrica ¢ e spin S possui
momento de dipolo magnético dado por i = ¢S/(2m). Quando sujeita
a um campo magnético B, o spin dessa particula precessiona de acordo
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com a equagao

ds -
— =jixB
dt /'1/ Y
de onde segue que a velocidade angular de precessao é dada por €2 =

qB/(2m).

(a) Com base na analogia de gravitomagnetismo, encontre (argumen-
tando) a equagao anédloga para o spin S de um giroscépio sujeito
a um campo gravitomagnético B;

(b) Estime a ordem de grandeza da velocidade angular de precessao
de um giroscépio nas imediacoes da Terra devido ao efeito gravi-
tomagnético gerado por sua rotagao.
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