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Teoria dos Problemas de Valor Inicial

Seja (ty, ¥o) um ponto de um aberto Dde R x R" e uma solugao y : | C R — R" de
y'(t) = f(t,y(t)), onde f : Q C D — R com Q aberto. Se f € / e também y(fy) = yo, dizemos
que esta solugao satisfaz a condi¢ao inicial ou entao o problema de valor inicial

Ly =1t y(1),
(PVI) {}’(fo) = Yo

Motivacao: Considere o PVI

y/(t) = sin(t2y(t) + ),
{y(O) =1. w

Observe que a eq. (1) é ndo linear em y e nao pode ser resolvida de maneira explicita, isto &,
nao é homogénea, separavel ou exata. Neste caso, precisamos de um método numérico para
aproximar a solugéo y(t). O objetivo é determinar uma aproximagéo em um conjunto de
pontos finitos

b—a
tk = a+ kh, com h= —Q parafp =aetp=b.
Para tanto, o primeiro passo que devemos seguir € o de mostrar a existéncia e unicidade da

solugdo para o (PVI). Mais a frente veremos que isto tera uma grande importancia para a
aproximagdo numérica também.



Condicao de Lipschitz

Definicdo: Diz-se que f(t, y) satisfaz uma condicéo de Lipschitz na variavel y em D C R? se
existe um L > 0 com
f(t, y1) — (t, y2)| < Lly1 — ye

sempre que (t, y1), (¢, ¥2) € D. A constante L chama-se constante de Lipschitz.

Exemplo: Seja D = [1,2] x [—3,4] e pontos (t, y1), (t,y2) € D. Se f : D — R é uma fungao
definida como f(t, y) = t|y| entdo

[F(t,y1) — f(t, y2)| = | iy | — tlyal |
= [t [1y1] — Iyal | < 2]y1 — yol.

Logo, f satisfaz uma condigao de Lischitz em D com a constante L = 2. O menor valor
possivel de L é 2, uma vez que

[f(2,1) —f(2,0)|=12—-0|=2|1 — 0] =2.



Condicao de Lipschitz

Definicdo: Diz-se que um subconjunto D C R? é convexo se, e somente se, para qualquer
par de pontos (t, y1), (f2, y2) € D o seguimento de reta que une estes pontos esta
inteiramente contido em D. Isto é, se todos os pontos do tipo

((17)‘)t1+)‘t27(1 7A)y1 +Ay2)€D7 V)\G[O,‘I]

>

Convexo Nao Convexo
Teorema: Seja f(t, y) definida em D C R2, com D convexo. Se existe um L > 0 com
of
—(, <L, VY(t, D
S| <t e

entdo f satisfaz uma condigdo de Lipschitz em D na variavel y com a constante L de Lipschitz.
Observagao: Em geral é mais facil verificar g—}f/(t, y)‘ < L do que verificar que f é Lipschitz

diretamente. Atencao ao utilizar este critério, pois f pode ser Lipschitz, sem que ‘%(r, y)’ < L



Teorema (Picard-Lindel6f ou Cauchy-Lipschitz): Seja
D=A{(t,y)|la<t<b,—oo<y<oo}ef:D— Rcontinua. Se f satisfaz uma condigdo de
Lipschitz em D na variavel y, entdo o (PVI)

y'(t)=1f(ty), a<t<b
y(@ =aqa,

tem uma solugéo Unica y(t) paraa < t < b.

Exemplo:
(t) = i <t<
(PVI) y'(t)y=1+tsin(ty), 0<t<2
y(0)=0,
Aplicamos o teorema do valor intermediario com f(t, y) = 1 + tsin(ty) e para yy < y», entdo
existe um & € (¥4, y2) com
f(t,ye) = f(t.y1) _ 0
Y2 =y oy
= [f(t,y2) — f(t,y1)| = |y2 — y1| - £ cos(&t)| < 4|y — y1].

f(t,€) = 12 cos(&t)

Podemos concluir da desigualdade acima que f é continua em D e f é Lipschitz com constante
L = 4. O Teorema de Picard-Lindel6f permite-nos concluir que o (PVI) tem solugéo unica.



Método de Euler
Sejamti=a-+ih, i=0,1,2,..., Neh= % 0 tamanho do passo e considere o

y' () =1(t,y) telahb],

(PVI) : {y(a) .

A ideia fundamental para definir métodos numéricos para resolver um (PVI) é o uso do
Teorema de Taylor. Suponha que o (PVI) tem uma solugéo Unica y(t) e que y’(t), y”(t) séo
continuas em [a, b]. Entdo o Teorema de Taylor fornece a expansao

tivr — 1)2 .
Vi) = y(6) + (r — 0@ + By vizon2 N,

para algum &; € (f;, ti.1). Como h =t 1 — t;, entdo

H )
y(tiv1) = y(&) + hy'(4) + EY"(E:’) vi=0,1,2,...,N—-1.
O fato de y(t) satisfazer o (PVI) implica em

y/(tf):f(ti7yi) VI:011)27'“1N_17
h? i
= y(ti1) = y(&) + hift,y) + E.V“(ﬁi) Vi=0,1,2,...,N—1.



O método de Euler constréi uma aproximagao w; = y(t;) paracadai=1,2,..., N que satisfaz
wipr = wj +hf(t,w), Vi=0,1,2,...,N—1,
wo =«
Observagdo: A variavel w;, 1 satisfaz a mesma equacao que y({,1) mas sem o termo de
ordem superior % y"'(&).

Interpretacao Geométrica:

WN—1
y(t)
wWN
(t) = f(t,
y(tn) = b A {}}:(Ea)): a( &
y(to) = o A o w1 = wo + h(ty, y(t))
h
th=a t t t=b !



Erro do método de Euler

Lema 1: Dado x > —1 e m um ndmero real positivo, temos 0 < (1 4+ x)™ < e™.
Ideia da demonstracéo: Utilizar o teorema de Taylor aplicado a fungéo f(x) = e*.

Lema 2: Sejam s > 0,t > 0e {a; ;(:o uma sequéncia, tal que ag > fé e
a1 <(1+s)a+t Vi=0,1,2,...,k, entéo

; t t
aﬁéé*m(%+f)f<
s s
Teorema: Suponhamos f continua e Lipschitz (com a constante de Lipschitz L) em
D={(t,y)|la<t<b,—oo <y < oo}eque existaum M com |y”(t)| < M para todo
t € [a, b]. Seja y(t) a Unica solugéo do (PVI)

{y'(t) =f(t,y), a<t<b
y@a=a

e sejam wg, w1, - - - , wy as aproximagdes geradas pelo método de Euler para algum N inteiro
positivo. Entéo, Vi =0,1,...,N

hM _
ly(t) —wil < Z[em’ A 1],

onde h = 22,



Demonstragao: Para i = 0 a demonstragéo é trivial, uma vez que y(f) = wp = «. Nos casos
emquei=1,2,...,Ntemos

{ (t,+) (r,->+hf(t () + Ly (&)
wip1 = w; + hi(t, wj)

h2
= |Yig1 — wirt| <|yi — wil + h|f(t, yi) — £, wi)| + ?l}’”(fiﬂ-
—_—
< Llyj—wil v

condigédo de Lipschitz <M
Usando o Lema 2 acimacoms = hlL, t = 2 € a1 = |Yir1 —wirt], ¥Yi=0,1,..., N, resulta
h2M h2 M
1)hL
Vigtr — wigpr] < e (I}/o —wol + 2hL) TR

Como |yp —wp| =0¢e
(i+N)h=ti1—th=t1—a
temos M
it —wisal < 5p [ 1], Vi= 0,1, N1,



Exemplo: Considere o

y=y—t4+1, 0<tg2
PVI
( ){y<0>—o.5

Entao, ‘
0
fty)=y—t2+1 — =1 L=1.
ty)=y-tt+1 = oy =
A solugio exata do (PVI) é dada por y(t) = (t+ 1)% — %t de modo que y"’/(t) = 2.0 — %[
Portanto,
ly"(t)] <0562 —2, Vte[0,2].

Neste caso, temos h = 0.2, L =1 e M = 0.5¢? — 2. Aplicando o teorema anterior, resulta
lyi — wi] <0.1(0.5¢2 —2)(el —1).

Observagao: O ponto fraco do teorema anterior é a condigéo |y”'(t)| < M, pois precisamos
encontrar a solugdo exata y(t) para poder calcular M. Observe que

y'(y= 20 = & (sie ey
= [0} (6, Y(0) + () 3,1 (4, ()

= [0ef] (1, y (1)) + (1, y (1) [0y F] (1, ¥ (1))

As vezes é possivel obter uma estimativa dessa expressao sem conhecer y(t), assim
podemos calcular M.



Métodos de ordem superior (Métodos de Taylor)

Definicao: O método numeérico

wp =

{UJ/+1—0J,’+h¢(tj,w,'), VI:07177N_1

possui um erro local de truncamento dado por

1 — (Vi + ho(t, y; U _
T,‘+1(h):y/+1 (YI‘;; d’(/}’/)):}’lﬂh yl—¢(ti7yl‘), Vi=0,1,. .. N—1,

onde y; = y(t) e y é a solugéo exata do (PVI):

y =f(ty), a<t<b
y(@) =a.

e Cada T; representa um erro local, que mede a precisdo do método em um passo, a partir
da solugao exata y(t;) no passo anterior.

e \emos que para o método de Euler teremos t;,1(h) = gy”(g,-) para algum &; € (4, tiz1)-
Assim, quando ||y”(t)|| < M em [a, b], resulta |t;, 1 (h)| < @ Portanto, o erro local de
truncamento para o Método de Euler é O(h).

e A notagao t;(h) = O(hP) quer dizer “t;(h) é da ordem hP, quando h — 0”.



Métodos de ordem superior (Métodos de Taylor)

Uma maneira de definir um método numérico para resolver um (PVI) é encontrar um método
tal que o erro local de truncamento seja O(hP) com p o maior possivel. Desta forma, podemos
usar a expressao de Taylor para

y'=1(ty), a<t<b
y(a) = a.
Assim, supondo que y tenha (n + 1) derivadas continuas, temos

2

h h"
y(tipr) = y(&) + hy' () + E.V"(fi) +-+ ﬁy(n)(fi) + y (g

h
(n+1)!

para algum &; € (t;, tir1). Como y'(t) = f(t, y(t)), temos y(¥)(t) = ;’tk% (f(t, y(1))).

Notagdo: Usaremos a notagéo
K

K _
D f(t, y(t:)) = aik

(f(t, y(1)) .

tj

Cuidado que DX f(t;, y(t;)) ndo é a mesma coisa que a k—ésima derivada parcial de f com
respeito a t em (t;, y(t;)). Para calcular D¥f(t;, y(t;)) explicitamente tem que usar k vezes a
regra da cadeia.



Métodos de ordem superior (Métodos de Taylor)

Desta forma podemos definir o método de Taylor de ordem n como

wyp =«
wip1 = wi + AT (4, w;), i=0,1,...,N—1.

onde T)(t,w;) = F(ty,wr) + 2DF(t, wi) + 1 D21t wi) + - + Ll D=1 (1, ).

Observagio: A fungdo T(")(t;, w;) corresponde aos termos da expanséo de Taylor seguinte:

2 n

h h
y(tia) = y(6) + by (6) + oy (6) + -+ oy O () + (&)

(n+1)!

Note que o método de Euler corresponde ao método de Taylor de ordem 1.



Métodos de Runge-Kutta

A principal desvantagem dos métodos de Taylor esta na necessidade de calcular os termos
D¥f que, em geral, corresponde a um procedimento lento e complicado, pois precisa aplicar k
vezes a regra da cadeia. Os métodos de Runge-Kutta possuem alta ordem também, mas
permitem se prescindir dos célculos e das avaliagbes das derivadas de f.

Um método pertence as classes dos métodos de Runge-Kutta se:
1. for um método de passo simples explicito,
2. substituir as derivadas de f(t, y(t)) por calculos de f(t, y),
3. concordar com o método de Taylor até a ordem p.

Exemplo: O Método de Euler modificado (ou Método do ponto médio) € um método de
Runge-kutta.

{w/’+1 = wj + hé(t;, w;, h)

wo =«

onde fig =ti+h h=220<k<n-1e

h h
Qﬁ(tj,(.dj, h) = f(tl + vai + Ef(tlvwl))

Observe que:
e este método é de passo Unico
e nao tem calculos de derivadas de f.



Vamos mostrar que o método concorda com o método de Taylor até a segunda ordem.

of of At
-+ A+ 8) = (b + [ St 5] [ AL ]+ 088 802)

onde At = I, Aw = Bf e f; = f(t;,w;). Usando a notagdo 2¢ = 2(t;, w;) obtemos

oty =1+ 3 (S +420) +o0P)
= Di(tj,wj)
h? 3
= Wiyt =wi+ hf + 2Dt w) + O(F).
Série de Taylor de ordem 2.

Assim o método de Euler modificado € um método de Runge-Kutta de ordem 2.



Caso geral: O método de Runge-Kutta de R estagio tem a forma geral

wy =«
wit = wj + h(tj, wi, h)
onde ¢(t,w, h) = 2521 CpKp(t,w) com cada termo Kp calculado da seguinte forma

K1 (tvw) = f(tvw)
Kg(t,w) = f(t+ hao, w + hboq K1)
Ks(t,w) = f(t + hag,w + hbz1 Ky + hbsoKz)

Kp(t,w) = f(t + hap,w + hzs;1 bogKq) para2 < p < R.
Exemplos:

1) Método de Euler: Para
wit1 = wi + hf(, w;)

obtemos R =1, Cy =1, K{(t,w) = f(t,w).

2) Método de Euler modificado (ponto médio): Se

o(t,w, h) = f(t+ g,w+ gf(l‘,w))

entdo C; =0, C; =1, 8 = §, byy = 3 € Cy + Co = 1. Portanto, é um método de
Runge-Kutta.



3) Método de Heun: Dado

{w,-+1 = wj + hé(t, wi, h)

wy =«
onde ¢(tj,wj, h) = C1Ki + CoKz com Cy = 3, Co = 3, Ky = f(ti,wi) e
Ko = f(t; + 5h,w; + 3 hK;).
O método de Heun é de ordem 2. Isto é, se
2 2 2 2
f(t+ Fhw+ 5hK1) = f(t,w) + 3hodf + ShKioyf + O(h?)
entao

2 2
(b, w, h) = f(t,w) + ggha,f + %ghm Ay f + O(H?)

h
= f(t,w) + = (8ef + fAyf) + O(K?).
AN
Df(t,w)

Método de Taylor de ordem 2



Método de Runge-Kutta de ordem quatro (RK4) ou (RK44') Este método pode ser descrito
da seguinte forma

wo =«
Wiyt = wi + ho(t, wj, h)

para ¢(t;,w;, h) = >_p_; CpKp com

Ki = (1, w;) e Ci=g
Ko=f(ti+ 3w+ 2Ki) e Co=4,
Ks=f(t+ 0,0+ 1K) e Cy=1,
Ko =f(ti + hwi+ hK3) e Ci=}.

Observacéo: Este método tem o erro de truncamento local de O(h*) sempre que a solugéo
y(t) de um (PVI) tiver ao menos cinco derivadas continuas.

TRK44 significa nimero de estagios é R=4 e p=4 representa a ordem do método, i.e., o erro local de truncamento é de
ordem p ou coincide com o método de Taylor até a ordem p.



Convergéncia global

Erro local de truncamento

— (yi + ho(ti, ¥i))
h

T (h) = 24

Definicao: Dizemos que um método de equacdes de diferencas de um passo com erro local
de truncamento t;(h) no i-ésimo passo é consistente com a equagao diferencial que aproxima
se
lim max |t;(h)| = 0.
h—01<i<N
Observagoes:
o Note que a definicao de t;(h) é local.

e Um meio mais realista de analisar os efeitos de fazer h — 0 é determinar o
comportamento do erro global da solugao.

Definicao: Um método de um passo é convergente em relagéo a equagao diferencial que se
aproxima se

lim max |wj — y(t)] =0

h%01gigN| i — y(t)
onde y; = y(t;) denota o valor exato da solugédo e w; é a aproximagéo obtida a partir do
método numérico.



Convergéncia global

Exemplo: Mostramos no caso do método de Euler que o erro global tem a estimativa
(Teorema 8)

M 1 pi(t-a)
y(t) — el < 5[40 1]
M [,
< — |eHb—a) 1|,
<57 [e 1]
Portanto,

fimy 02X, |lwi — y()] = 0.

Assim, o método de Euler é convergente em relagao a EDO e a razdo de convergéncia é O(h)

20



Convergéncia global

Teorema: Suponha que o (PVI)

y =1(ty) a<t<hb,
y(@) =aq,

seja aproximado por um método de diferengas de um passo na forma

wp = «
wip1 = wj + hé(t;, wi, h).

Suponha que existe um hy > 0 e que ¢ seja continua e satisfaca uma condi¢ao de Lipschitz
com respeito a w com a constante L no conjunto

D={(t,w,h)|a<t<b —00o<w< 0,0 h< h}.

Entao o método de diferencas é convergente se, e somente se, for consistente, o que equivale
a fungao ¢ satisfazer
o(t,y,0) = f(t,y), paratodot € [a,b].

Adicionalmente, se existir uma fungao T tal que, para todos i = 0,1,..., N, o erro local de
truncamento T;(h) satisfaz |t;(h)| < t(h) sempre que 0 < h < hy entdo temos
T(h _
(t) — i) < W etti-a).

L

21



Exemplo: Consideramos o caso do método de Euler aproximado:

h ,
Wiyl = wj + 5[f(l‘,-,w,-)+f(t,-+1,w,-+hf(t,-,w,-))] i=0,1,...,N—1.

= ho(t;,wj,h)

E facil verificar que 0 método é consistente, verificando a condicao do teorema acima, pois
temos: :
6(t,w,0) = S [f(tw) + ()] = f(tw). v

Precisamos verificar também que a fungao ¢ é Lipschitz com respeito a w. Supondo que f é
Lipschitz com respeito a w, obtemos:

lp(t, w1, h) = &(t, w2, M) < S If(t,wi) — £(t, w2)

+ S I+ hywy + hf(t we)) — £(t + hywp + hE(t,w2))]

S N = =

]
S pllwr — w2l + SLlwr + hf(t,wi) — wz — hf(t, wo)|

N

L
< L|w1 —UJQ‘ + §h|f(t,w1) — f(f,wg)l
< (L+ %hLE) |wy — wal.

Isso mostra que ¢ é Lipschitz com respeito a w. Assim podemos aplicar o teorema e isso

mostra que o método de Euler aproximado é convergente.
22



Convergéncia global

Uma outra maneira de mostrar que ¢(t,w, h) = f(t,w) + f(t + h,w + hf(t,w)) é Lipschitz com
respeito a w € de escrever, supondo que f € Lipschitz com respeito a w:

Ow
<L+ L1 +hL)<2L+hEB v

‘W’ — 2wy + %(H h,w + hf(t,w)) (1 + h%(tw))‘

Isto demonstra que a fungdo ¢ é Lipschitz com respeito a w no conjunto

D={(t,w,h)|a<t<b —oc0o<w<o0,0<hg h}.

23



Equacoes de ordem superior e sistemas de equacoes diferenciais

e Nos capitulos anteriores estudamos métodos numéricos para resolver EDOs de primeira
ordem (com apenas uma derivada na solucao y) e consideramos apenas equagoes
escalares (quer dizer que y(t) € R).

e Agora vamos estudar o caso de EDOs de ordem superior (com mais de uma derivada na
solugéo y) e sistemas de EDOs (quer dizer que y(t) € R™). Vamos ver que EDOs de
ordem superior sempre podem ser escritas como sistemas de EDOs de primeira ordem.

e Um sistema de ordem m de problemas de valores iniciais de primeira ordem, pode ser

expresso como

(SPVI)

com as condigoes iniciais

al

% :f1(t’u1’u2ﬂ"‘7um)

au,

G = Rt ur, Uz, ..., Um) paraa<t<b
dé'litm :fm(t7u17u27"'7um)

u(a) = o

Up(a) = a2

24



Existéncia de solucoes

Definigao: A funcao f(t, us, U, . . ., um) definida no conjunto
D={(t,uq,...,um)|a<t<b,—oco< U <oo,Vi=1,...,m}
satisfaz uma condigao de Lipschitz em D nas variaveis uy, . .., Un, Se existe L > 0 com

m
1t r, s Um) = £t 21, 2zm) < LS Uy — 2,
j=1

para todo (¢, uq...,um) e (t,z1,...,2m) em D.
Podemos mostrar, usando o teorema do valor médio, que se

f(t,uy,. ..
oMbty Um)| ) i 42 m eVt ur,....um) € D,

ou;
entdo f satisfaz uma condigdo de Lipschitz em D nas variaveis uy, . . ., um, com constante L.
Teorema (Existéncia e unicidade):
Suponha fi(t, uy, ..., um) continua em D e Lipschitz em D nas variaveis uy, ..., Um, para todos
i=1,2,...,m com
D={(t,uy,...,um) |a<t<b,—oco<u <ooVi=1,...,m}
Entao o (SPVI), junto as condi¢des iniciais, tem uma Unica solugao uy(t), ux(t), ..., um(t) para

a<t<hb.

25



Métodos numeéricos para (SPVI)

Recordacao: O método de Runge-Kutta de ordem 4 (RK4) usado para resolver o

y =f(ty) a<t<b

(PVI) : {y(a) S

aproxima a solugao y : [a,b] -+ Rusando wg = a e

1 .
Wit1 :wi+g(k1+2k2+2k3+k4) Vi=0,1,...,N—1.

Os termos sao calculados na forma

ki = hf(j,w;)
h k
ko = hf(t + 5,0.),'4’ ?1)

h k:
ks = hf(t + Zwit ?2)
ks = hf(ti + h,w; + k3).

26



Métodos numeéricos para (SPVI)
No caso de (SPVI), o método RK4 é exatamente o mesmo, mas todas as quantidades sao
vetoriais em vez de ser escalares. Dados h = b;Na eti=a+ih Vi=0,...,N, podemos
escrever o (SPVI) na forma vetorial assim:

u="f(tbu) a<t<b
u(a) =«

(PVI) : {

onde u = (uy, Ua,...,Un), « = (a1,...,am) e cada u; : [a, b] — R é uma funcéo escalar.
Aproximamos u : [a,b] — R™ usando wp = a €

1 .
Wig1 :wi+6(k1+2k2+2k3+k4) Vi=0,1,...,N—1.

Observe que w; € R™ é um vetor. Os termos sao calculados na forma

ki = h1(tj, w;)
h k
ke = hi(t + .0+ =)
h k
ko = Wit + 5.+ )

ky = hf(t, + h,w; + kg)

Precisamos tomar cuidado que cada ki, k2, k3, k4 € um vetor de R™, e a fungao
f : R™1 — R™ é uma fungdo com valores vetoriais.

27



Seja w; = (w1, wzj, . - - ,wm;), isto & wj; é a aproximacéo de u;(f;) paraj=1,...,m, com

w10 =
w2,0 = Qa2
Wmo = am.

Suponha que tenham sido calculados wj;, j = 1, ..., m. Usando o método RK4, obtemos
wj,i+1, = 1,..., mcalculando

1 .
Wj i1 = wj i+ é(k1’j + 2/(2’]' + 2k37j + k4’]') Vji=1,...,m.

k1’j :hfj(t,-,wh,-,wz’,',...,wm,,-) Vj= 1’27”.

kej =hf(ti+gwiity kg weitg ke oowmity km ) Vi=12..

kaj =hfi(ti+ B wii+3 kot woit3 kp oo wmits kom ) Vi=12...

Kaj = hf(ti+hwii+ ka1 ,woi+ K2 ,...,wmi+ Km ) vi=1,2,...



Equacoes de ordem superior

e Muitas EDOs importantes tém ordem maior que um. Isto &, incluem derivadas de ordem 2
ou mais. Esses problemas sao do tipo

() = f(ty,ys. ..,y ™) a<t<b.
e Podemos converter este tipo de problema em um sistema de EDO’s usando

ur (1) = y(t)
w(t) = y'(1)

(1) = y™=(1).

e Isso produz um sistema de primeira ordem para u = (uy, U, . . ., Um):
duy _dy _

ar = ar W

d

dt = da T4 ui(a) =y(a) = o

Ug(a) = y’(a) = Qo

AU 1 dy(m—2)

= = Unm :
) d (:t—n um(a) = y(m="(a) = am.
%m =% a ytm

:f(t7Y7y/7""y(m_1)):f(t7u17"'7u’77)7
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Exemplo: Considere o (PVI) de segunda ordem

y/(t) —2y/(H) +2y(t) = sin(t) 0<t<T,
sujeito as condigdes y(0) = —0.4 e y’(0) = —0.6 .

Definindo ui(t) = y/(t) transformamos essa equacgao no sistema
up () = y'(1)
/ — — — —
uj(t) = ui;(t)- = fi(t, ur, Up) sujeito a4 (0) = —0.4,
Uz(t) = e“’ sin (f) — 2U1(t) + 2U2(t) = fg(t, U1,U2) Ug(o) =-06.

. o =-0.4
Usamos o método RK4, com h = 0.1 (e i = 0) com as condigoes iniciais {w1’° 0.6
w20 = —U.
Calculamos os termos k; jparai=1,...,4 e j= 1,2 da seguinte forma
ki1 = hfi(ty,w1,0,w2,0) = hwa o = —0.06,
kip = hb(to,wi0,w20) = h[e?0sin(f) — 2wy g + 2wz 0] = —0.04,

ke =hfi(to+ 5, w10+ k%wz,o + MT’Z) = h(wz,0 + MT’Z) = —0.062,
k Ky,
koo =hb(lo+ 8, wi0+ 5t wao+ 52 )
= h[el+0-% sin (1 + 0.05) — 2(w1 0 + X ) 4 2(w0 + 52 ‘ 2)] = —0.03247644757,
ks1 = hlwao + 222] = —0.06162832238,
ksp = h[e2(0+0-0% sin ({) 4+ 0.05) — 2(w1 0 AL 51) + 2(wp0 + fe, 22)] = —0.03152409237,

k471 =h [wg 0 + k3 2] —0063152240924-7
k472 = h[82 0+0-1) 5in (b +0.1) — 2(0.11’0 + k3’1) + 2(0.)210 + ksyg)] = 0.02178637298 .




Portanto,

w1 =wio + %(k1,1 + 2/(2,1 + 2k3,1 + k4,1) = —0.4617333423,

1
w21 = W20 + E(k1’2 + 2k2’2 + 2k372 + k472) = —0.6316312421 .

Estes valores aproximam

wi g~ ur(0.1) = y(0.1) = 0.2 2O (sin (0.1) — 2cos (0.1)) = —0.46173297065077745,

wa 1 & Up(0.1) = y'(0.1) = 0.2¢*%-D(45sin (0.1) — 3cos (0.1)) = —0.6316310507516716..

Solucao exata:

y(t) = ,g cos(t)e?’ + %sin (et = y'(t) = %ezf (4sin (t) —3cos(t)) .
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