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Esse exercicio computacional deve ser feito em duplas. Veja as instrugoes detalhadas no final do
texto.

1 Introducao

Problemas de autovalor de matriz surgem em um grande ntimero de disciplinas na ciéncia e na engenharia.
Eles constituem a ferramenta bésica usada na concepcao de edificios, pontes e turbinas que sao resistentes
a vibragoes. Eles permitem modelar redes de filas e analisar a estabilidade de redes elétricas ou fluxo de
fluidos. Eles também permitem ao cientista entender fenémenos fisicos locais ou estudar os padroes de
bifurcagao em sistemas dinamicos.

Os autovalores de uma matriz A podem ser determinados encontrando as raizes do polindémio ca-
racteristico da matriz. Isso é facil para matrizes 2 X 2, mas a dificuldade aumenta rapidamente com
o tamanho da matriz. Por esse motivo, é importante desenvolver algoritmos numéricos eficientes para
calcular aproximagoes numéricas de autovalores. Métodos eficientes e precisos para calcular autovalores
e autovetores de matrizes arbitrarias nao eram conhecidos até que o algoritmo QR foi inventado em
1961. Em muitas aplicagbes, A pode ser simétrica, tridiagonal, ou ter alguma forma especifica. Por isso,
muitos métodos numéricos foram criados para tipos de matrizes especificos.

Neste exercicio, estudaremos e implementaremos trés algoritmos diferentes para calcular autovalores
e autovetores: o método das poténcias, o método da poténcia inverso e o algoritmo QR. Depois veremos
uma aplicagao ao estudo de propriedades de grafos.

1.1 Algumas notacoes

Dado um vetor u € R™, usamos a convencao de que ele é um vetor coluna. Isto significa que u é
identificado a uma matriz de R?*!, isto é, uma matriz com n linhas e uma coluna. Assim, o transposto
u! é uma matriz de R1*™, isto é, uma matriz com n colunas e uma linha. Dados dois vetores u, v de R,
o produto uv" segue a regra de célculo matricial de uma matriz R"*! com uma matriz de R'*", entao
wo! € R™™ ¢ uma matriz quadrada. O produto uv’ também é chamado produto externo ou produto
tensorial de u e v e as vezes é notado u ® v.

O produto escalar (ou produto interno) de dois vetores u,v de R™ é denotado por u - v e definido
como
n
w-v=ulv= Zuivi.
i=1

A norma ||ul| de um vetor v € R™ é a norma euclidiana, definida como

Jull = V=

1.2 Autovalores e autovetores

Dada uma matriz quadrada A € R™*"™, dizemos que A € C é um autovalor de A se existir um vetor
x € C" x #0, tal que Az = Ax. Nesse caso chamamos = de autovetor associado ao autovalor A\. Observe
que apesar de A ter suas entradas todas reais, os autovalores e autovetores de A podem ser complexos.



O problema de autovalor pode ser escrito como Az — Az = (A—Al,)x = 0 onde I, € R"*" é a matriz
identidade. Como z # 0, essa equagao tem solugoes apenas se

p(\) = det(A — AI,,) = 0. (1)

De fato, podemos mostrar que os autovalores de A sdo exatamente as solugoes de em C. Observe que
p(A) é um polinémio de grau n na varidvel A, entdo, pelo teorema fundamental da algebra, a equagao
p(A) = 0 tem n rafzes em C. Assim, A tem n autovalores em C. O polinémio p(A) se chama polindémio
caracteristico. Observe, entretanto, que alguns autovalores podem ter o mesmo valor. Por exemplo,
todos os autovalores de I,, valem 1.

Uma propriedade importante que usaremos neste exercicio computacional é a seguinte: os autovalores
e autovetores de matrizes simétricas sao reais, isto é, A € R e x € R".

1.3 Ordem de convergéncia

Definicao 1 (ordem de convergéncia). Seja R™ 5 xp, — x* com xp, # x* para todo k > 1. Se existem
constantes n >0 e a > 0 com

[ehsr =

lim =7

k—o0 Hmk——x*H“
entdo xy converge para x* de ordem « com erro assintotico constante 1.
Dois casos importantes que aparecem frequentemente sao:

e Se o =1emn <1, entao zy converge linearmente.

e Se o = 2, entao xy converge quadraticamente.

2 Meétodo das poténcias

2.1 Descricao do método

O método das poténcias pode ser usado quando a matriz A € R™ ™ tem n autovetores linearmente
independentes, e os autovalores podem ser ordenados em magnitude como:

Aul > Ao = [As] = -+ = |An] > 0.

Observe que a primeira desigualdade é estrita. Quanto este ordenamento pode ser feito, A\; é chamado
autovalor dominante de A.

O método das poténcias é um método simples para calcular o autovalor dominante A;. Ele consiste
simplesmente na iteragao seguinte: dado um vetor inicial g € R",

Awk
x = .
M Az

A sequéncia xy, satisfaz x, — x*, onde x* é o autovetor associado a A1. A sequéncia

_ w (Az)
p =
T Tk
satisfaz pur — A1 quando k — oo, entao usaremos xj como aproximacao de x* e ui como aproximagao
de A1, para k suficientemente grande.

O método das poténcias produz uma sequéncia x; que converge linearmente para r* e uma sequéncia
Uy que converge linearmente para A;. Em ambos casos, o erro assintético n vale |[Aa/A1| < 1; veja
Definico [1} Se a matriz A for simétrica, o erro assintético n para a convergéncia iy, — A; vale [Aa/A1|?
entdo a convergéncia é mais rapida quando A é simétrica. Porém, o erro assintético ) para a convergéncia
do autovetor x) — * continua valendo apenas |Aa/A1].

Em geral o segundo autovalor A\ nao é conhecido, entao nao podemos calcular o erro assintético 7.
Porém, podemos calcular 7 numericamente para matrizes cujos autovalores sao conhecidos; isso pode ser
usado para fazer testes e verificar que nossa implementagao do método é correta. Vamos dar um exemplo
agora. Consideramos a matriz

9
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Figura 1: Uma escala logaritmica é usada para plotar os erros. Neste exemplo, observamos que os
graficos de erro de aproximacgido do autovalor |pg — A1| (em preto), do erro de aproximagao do autovetor
llzx — z*|| (em verde), e de |A2/A\i|* (em azul) sdo assintoticamente paralelos, o que significa que est4
verificado numericamente o erro asintético tedrico n = |Aa/A1| = 5/6 para o autovalor e o autovetor.
Também observamos que nao obtemos o erro assintético teérico |[Aa/Ai|? (em vermelho), pois A dada
por nao é simétrica neste exemplo.

cujos autovalores exatos sdo A\; = 6, Ay = —5, A3 = 3. Entao o erro assintético teérico é n = |A2/\1| &
0.8333. Rodamos 30 iteracoes do método das poténcias e obtemos a aproximacao

30 = 6.00609153.
O erro de aproximacao do autovalor é, entao,
l1so — A1| = 0.00609153.

Observamos que este erro é de fato da mesma ordem que 130 = (5/6)30 ~ 0.00421. Para visualizar este
erro, plotamos na Figura |l| o erro ||z — 2*|| para o autovetor, o erro |ux — A1| para o autovalor, e a
funcdo n* = (5/6)", onde k é o nimero de iteracdes. Quando o erro assintético é satisfeito, os graficos
sao assintoticamente paralelos.

2.2 Exercicio 1

Para o algoritmo, precisaremos de um critério de parada. Usaremos a convergéncia do autovetor como
critério de parada, pois a convergéncia do autovalor pode ser mais rdpida se a matriz for simétrica.
O critério de parada serd, entdo, ||z — z*|| < ¢, onde ¢ pode ser escolhido como ¢ = 10715, o que é
perto da precisdo da méaquina (lembre-se de que x* é o autovetor associado a A1). Pode acontecer que
a convergéncia seja lenta, entdo também fixaremos um numero maximo de iteragoes, chamado itmax.
Pode escolher um valor entre 30 e 70 para itmax, e ajustar este valor em funcao do problema, lembrando
que o objetivo é obter (se possivel) uma aproximacao da ordem de precisdo da méquina. Deve-se escolher
uma inicializacao xg € R™ aleatéria; pode usar funcoes de numpy.random para gerar nimeros aleatorios.

O valor (quase) exato dos autovalores e dos autovetores pode ser obtido usando numpy.linalg.eig.
Use esta fungdo quando precisar para ter uma referéncia e para calcular numericamente a ordem de
convergéncia, o erro assintético, e o critério de parada.

O objetivo desta tarefa computacional é implementar o método das poténcias com o critério de
parada, estudar a ordem de convergéncia e o erro assintético numéricos, e apresentar o histérico dos
erros seguindo o padrao da Figura[l] O algoritmo deve ser aplicado as duas matrizes seguintes:

1. A= B+ BT, onde B € R" com n = 10 e os coeficientes de B sio coeficientes aleatérios entre 0 e 1.

2. A= BDB™! onde B € R" é uma matriz com coeficientes aleatérios entre 0 e 1. A matriz D € R®
é uma matriz diagonal, com todos os coeficientes estritamente positivos e distintos na diagonal.
Os autovalores de A s@o os coeficientes na diagonal de D. Pode usar a fun¢do numpy.linalg.inv



para calcular B~!'. Escolha n entre 5 e 10. Faca dois testes diferentes, o primeiro com \; e Ao
relativamente perto, e o segundo com A; e Ay relativamente distantes. Discuta como isso afeta a
velocidade de convergéncia e plote o histérico dos erros seguindo o padrao da Figura

3 Meétodo da poténcia inverso

3.1 Descricao do método

Se A € R for invertivel, os autovalores da matriz inversa A~! sdo )\1_1, )\2_1, oA onde Mg, g, A,
sdo os autovalores de A. Entdo, se aplicarmos o método das poténcias a A~1, obteremos A, !, pois A\ !
é o autovalor de maior magnitude de A~!. No entanto, agora precisamos da condicéo

Pl > sl > o= Pacal > Al >0,

onde a duas ultimas desigualdades sao estritas. Observe que neste caso o erro assintético depende de A,
e )\n,1 .
A iteracao é, agora,
A‘lxk
xk_;,_l =T -
A= |

A sequéncia zy, satisfaz zp — x*, onde x* é o autovetor de A~! associado a A 1. A sequéncia

xg(A_lxk)

T
LTk

satisfaz pup — A\, ! quando k — oo, entdo usaremos xj como aproximaciao de x* e j como aproximagao
de A\, !, para k suficientemente grande.
. 1. . . 71 . .
Para calcular xpy1, temos duas possibilidades: podemos calcular a matriz A™" explicitamente ou
podemos resolver o sistema linear
AZg11 = Tk (3)

e depois definir xx11 = Tx+1/||Tr+1||. Para resolver o sistema linear, podemos usar um método direto
como a fatoragdo LU, ou um método iterativo como o método SOR. A escolha do método para calcular
zk+1 depende do tamanho e das propriedades de A. Se A nao for pequena, é melhor resolver um sistema
linear do que calcular A~".

Observe também que no célculo de j, precisamos calcular A=z, mas A~z ja é calculado em ,
entao nao precisa repetir este cédlculo.

3.2 Exercicio 2

As orientacoes sao semelhantes as orientacées do método das poténcias. Para resolver o sistema linear
(3), vocé implementard o método SOR. Uma vez que o método SOR converge apenas para certos tipos
de matrizes, vocé ird primeiro implementar o critério das linhas ou o critério de Sassenfeld (vocé pode
implementar ambos se quiser) para verificar que o método SOR pode ser aplicado. Observe que mesmo
se estes critérios nao sao satisfeitos, o método SOR ainda pode convergir, mas isso nao é garantido. O
valor do parametro w no método SOR tem que satisfazer 1 < w < 2 (lembre-se de que o valor w = 1
corresponde ao método de Gauss-Seidel). Faga alguns testes e escolha um valor apropriado para w de
acordo.

O objetivo desta tarefa computacional é implementar o método da poténcia inverso com um critério
de parada, estudar a ordem de convergéncia e o erro assintotico numéricos, e apresentar os resultados
como na Figurall] O algoritmo deve ser aplicado as duas matrizes seguintes:

1. A = B+ BT + nl, onde I, é a matriz identidade ¢ os coeficientes de B € R” sio coeficientes
aleatérios entre 0 e 1. Escolha n entre 7 e 12.

2. A= BDB™! onde B = By + pl,, € R?, I,, é a matriz identidade, e os coeficientes de By € R sdo
coeficientes aleatérios entre 0 e 1. O coeficiente p € R é positivo e deve ser escolhido suficientemente
grande, de modo que o critério das linhas ou o critério de Sassenfeld seja satisfeito (pode fazer
alguns testes para achar um valor de p razoavel, em geral p > n ja é suficiente). A matrix D € R"
é uma matriz diagonal, com todos os coeficientes estritamente positivos e distintos na diagonal.



Os autovalores de A sao os coeficientes na diagonal de D. Pode usar a fun¢ao numpy.linalg.inv
para calcular B~'. Escolha n entre 5 e 10. Faca dois testes diferentes, o primeiro com A, € An_1
relativamente perto, e o segundo com A, e \,_; relativamente distantes. Discuta como isso afeta
a velocidade de convergéncia e plote os resultados.

4 Fatoracao QR de matrizes

Nos capitulos anteriores, vimos dois métodos para calcular o primeiro e o 1ltimo autovalor de uma matriz,
mas em certas situacoes é importante calcular todos os autovalores de uma matriz. Para calcular todos
os autovalores de uma matriz A € R"*™ podemos usar a fatoracdo QR tal que A = QR, onde @ é uma
matriz ortogonal e R é uma matriz triangular superior. Desenvolveremos aqui esse método de fatoragao
QR de matrizes n X n, através de transformacoes de Householder.

4.1 Transformacao de Householder

Dado v € R™ definimos a transformacao de Householder H, : R — R" dada por H, = I, — 2%
(onde I, ¢ a identidade), que a cada x € R" associa H,r = = — 22%v. Esta transformacdo determina

a reflexdo do vetor z em relacio ao espaco v. A transformacdo linear H, é ortogonal e simétrica, ou
seja, (H,)~' = H! = H,. De fato, temos:

v Vv

T T T T T
Holy = (1, — 220 ) (1, - 220 ) = 1, — a2 L)
v-v Vv Vv (’U"U)2

T\ T T\T
H/T: <In_2;jvv> :In_2(vv ) :HU7

Observemos ainda que uma transformagao ortogonal preserva a norma de um vetor, ou seja
|Hou|?* = Hyu - Hyu = (Hyu) " Hyu = u" HyHyu = u' Tyu = u'u = ||ul|?.

Dados dois vetores x,y nao nulos em R", podemos definir uma transformagao de Householder tal que

H,z = Ay com A € R. Para tanto basta tomarmos v = z + ay, onde o = i% (verifique!).

Exemplo 1. Consideremos x e y em R3, com 7 = (1,1,0) e y" = (0,—1,1). Definindo v = = + v,
calculamos v’ = (1,0,1) e
v-x
Hr=z-2—v=2—-—v=—y.
Vv
Note que nesse exemplo, para o calculo de H,x, nao necessitamos da representagao matricial da

transformacao H,, bastando calcular os produtos escalares de v por x e de v por v e depois adicionar
dois vetores. Poderiamos escrever a matriz que representa H, : R? = R3 como

0 0 -1
H,=[0 1 0],
10 0

e entao multiplicar pelo vetor x. Isto nao sé é desnecessario, como seria computacionalmente bem
mais ineficiente (terfamos O(n?) multiplicagdes na montagem de H, e também no célculo de H,x ao
multiplicar a matriz pelo vetor, enquanto o calculo dos produtos internos e a soma dos vetores envolvem
apenas O(n) operacoes).

4.2 Fatoracao QR

Agora iremos mostrar como transformar uma matriz A € R™*" em uma matriz R € R™*" triangular
superior, i.e., com R;; = 0 para ¢ > j, através de sucessivas transformacoes de Householder. Ou seja,
vamos definir as matrizes de transformacao H,,,H,,,...,H,, ,, tais que H, ,...H,,H,, A = R e,
portanto, como as transformagdes de Householder s@o ortogonais e simétricas, teremos que A = QR ,
com () ortogonal dada por

Q= (H,, ,...H,H,) =H, H, .. .H

. Vp—1°



Seja a; = (m1,1, M2, .. ,mn’l)T a primeira coluna de A e e; = (1,0,...,0)T o primeiro vetor da base
canodnica do R™. Definimos v; tal que a transformacgao H,, leve o vetor a; em um multiplo de e;. Isto é
feito definindo ™

ai

v = a1 +6+—re1 = aj + dljay||er.

lleal]
Escolheremos o ¢ nesta expressao igual ao sinal do primeiro elemento de a;. Apds a aplicacao de H,, a
matriz A, obtemos uma matriz da forma

*k *
0 *
H, A= 0 * *x ... =
0 * % ... =x*

onde os * representam valores quaisquer e zera-se a primeira coluna abaixo da diagonal principal. Supo-
nha agora que foram executadas ¢ — 1 etapas do processo e que a nova matriz A;_y = H,, , ... H,,H, A
possua zeros abaixo da diagonal principal em suas primeiras ¢ — 1 colunas. Vamos agora definir a trans-

formagdo de Householder H,, a ser aplicada a seguir. Escolhemos v; = a; + ; H?” e = a; + 0il|a;||es,

onde a; = (0,...,0,M; 4, Mit1,i5--- ,mn)i)T7 M4, kK =1,...,n, sdo os coeficientes abaixo da diagonal da
i-ésima coluna da matriz ﬁi_l, e; é o0 i-ésimo elemento da base canonica do R™ e §; é o sinal do coeficiente
m; ;. Como as primeiras ¢ — 1 posicoes do vetor v; serao nulas, a aplicac@o da transformacdo H,, nao ird
alterar as primeiras ¢ — 1 linhas da corrente matriz gi_l e nem as suas primeiras ¢ — 1 colunas.

Exemplo 2. Vamos supor que apds duas etapas do processo tenhamos chegado a matriz sequinte:

21 0 -1 1
o3 0 1 2
A=l00 2 2 -1
00 -1 -1 2
00 2 3 1

Teriamos entdo vs = az+| aslles, comal = (0,0,2,—1,2) eel =(0,0,1,0,0). Assim, vd = (0,0,5,—1,2)
e apds a aplicagio de H,, a matriz A obteriamos a nova matriz (apds 3 etapas):

2 1 0 -1 1
o3 0 1 2
Ag=10 0 -3 -11/3 2/3
00 0 2/15 5/3
00 0 11/15 5/3

Note neste exemplo que, nesta etapa, sé alteramos a submatriz onde tanto ¢ > 3 , como j > 3, e
que o resultado corresponde & aplicagdo de uma transformacao de Houlseholder Hj, de R? em R? as 3
colunas desta submatriz, com @1 = (5,—1,2) (Faga as contas!). Este é um fato geral. A aplicacio da
matriz H,, a matriz Zk_l na k-ésima etapa apenas altera a submatriz onde tanto ¢ > k , como j > k.
Tal fato deveria ser usado na implementacao do algoritmo, evitando-se operacoes desnecessdrias. Apos

as n — 1 etapas do processo, a matriz A,,_; abaixo da diagonal principal estard zerada.

4.3 Calculo de autovalores usando a fatoracao QR

Dado A € R™*" ¢ a fatoracdo A = QR, definimos A1 = A, Ry = R e Q1 = Q. Definimos A = R1Q
e procedemos a uma nova fatoragdo As = Q2Rs. Repetindo este processo, obtemos uma sequéncia de
matriz Ax. Uma vez Ay obtida, calculamos a fatoracio Ay = Qi Rk, e definimos Axy 1 = RiQr. Com
essa construgao obtemos o resultado seguinte.

Teorema 1. Seja A € R™™™ com os autovalores \; € R, i = 1,...,n. Suponhamos que os autovalores
satisfazem
A1l > [A2] > - > M| > 0.

As matrizes Ay, definidas acima convergem para uma matriz triangular superior U com entradas diagonais
Ai, i=1,...,n. Se A é simétrico, entdo U ¢ diagonal também.



A prova deste teorema ¢ dificil e nao pode ser feita aqui. Na pratica, nao obtemos a matriz triangular
superior U, mas paramos o algoritmo quando k é suficientemente grande, e obtemos uma aproximagao
A, =~ U. Por exemplo, podemos parar o algoritmo quando todos os coeficientes de Aj abaixo da
diagonal s@o menores que um & pequeno, escolhido pelo usudrio no inicio. Nesse caso, a matriz Ay
é quase triangular superior, no sentido de que os coeficientes abaixo da diagonal sdo pequenos, e 0s
coeficientes na diagonal de Ay s@ao uma boa aproximacao dos autovalores de Ayg.

Quando as autovalores de A nao satisfazem |A1| > |Aa| > -+ > |A\,], a convergéncia do processo
descrito acima nao é garantida e o método QR pode falhar. Também, quando a diferenga de magnitude
dos autovalores é pequena, a convergéncia do método QR pode ser lenta.

Exemplo 3. Use o método QR para calcular os autovalores de
5 =2
A= {_2 . ] .
Solugdo. O polinémio carateristico de A é p(A) = det(A—AI) = (5—A)(8 =) —4. As duas raizes desse
polinémio de ordem 2 sdo 4 e 9, entdo os autovalores de A sdo 4 e 9. Agora vamos calcular as matrizes

Ay do método QR e observar que elas convergem para uma matriz diagonal U com os autovalores 4 e 9
na diagonal.

Iteracao 1.

5 -2 —0.928 0.371 —5.385 4.828
A=4= [—2 8]’ @Q=0= [0.371 0.928}’ Bi=R= [ 0 6.685]

Iteracao 2.

6.793 2.483 —0.939 —-0.343 —7.233 —4.463
A2=RlQ1=[ }7 QQZ[ ], R2:|: }

2.483 6.207 —0.343 0.939 0 4.977

Iteracgao 3.
8.325  —1.709
As = R = {—1.709 4.675 } ’

Iteracao 6.
8.994 0.173
As = F5Qs = {0.173 4.006] ’

Iteracao 12.

8.9999996 0.00134
Az = R11Qu1 = [ } .

0.00134  4.00000036

Observamos que Ay estda convergindo para a matriz diagonal
9 0
com as entradas na diagonal iguais aos autovalores de A.

4.4 Calculo de autovetores usando a fatoragao QR

Na se¢ao anterior, calculamos apenas os autovalores de uma matriz A. Usando o método QQ R podemos
também calcular os autovetores correspondentes quando A é uma matriz simétrica. Na segao intro-
duzimos a matriz Q que vem da fatoracdo Ar = QrRy. Agora vamos definir uma matriz Vj, € R"*"
definida por

k
Vi = Q1Q2Qs...Qr = [] Q-
i=1

Podemos mostrar que a matriz Vi é ortogonal e que Vj, se aproxima de V' quando k — oo, onde V' é uma
matriz ortogonal cujas colunas sao os autovetores de A. A ordem dos autovetores corresponde a ordem
dos autovalores na diagonal da matriz U.

Num algoritmo numérico, atualizamos V; em cada iteragao usando a propriedade Vi = Vi_1Qk.
Assim, para k suficientemente grande, obtemos uma aproximacgao dos autovetores.



4.5 Exercicio 3

Quando as condigoes do Teorema [I| nao sao satisfeitas, o calculo de autovalores usando a fatoragao
QR pode falhar. Se os autovalores forem complexos, o algoritmo nao converge para os autovalores
complexos. Se |A1| = |Az2| a convergéncia pode falhar, e se |A1| = |A2| a convergéncia pode ser devagar.
Neste exercicio vamos ver alguns exemplos de casos onde o algoritmo nao converge para os autovalores
ou converge devagar.

1. Consideremos a matriz
6 -2 -1
A=|-2 6 -1
-1 -1 5

Calcule o valor exato dos autovalores de A usando o polindémio caractéristico. Calcule também o
valor exato dos autovetores de A resolvendo os sistemas lineares (A — A\gI)x = 0 para k = 1,2,3
(Observe que temos det(A — A\pI) = 0, pois z # 0, ent@o esse sistema linear tém apenas duas
equacoes independentes, e por isso tem uma infinidade de soluges x. Uma solu¢do tnica pode
ser obtida escolhando uma normalizacao e escolhendo o sinal positivo para a primeira entrada do
autovetor). Os autovetores vy devem ser normalizados, i.e. eles devem satisfazer ||vk|| = 1, e a
primeira entrada do autovetor deve ser positiva (ou a segunda entrada se a primeira entrada for
zero). Depois, calcule uma aproximagdo numérica dos autovalores e autovetores de A usando o
método QR. Verifique a convergéncia para os autovetores e autovalores calculados explicitamente.
Para a comparagao, é importante que todos os autovetores sejam normalizados.

2. Consideremos a matriz

Calcule os autovalores de A usando o polindmio caractéristico. Depois, calcule os autovalores de A
usando o método QR. O que acontece? Explique brevemente o comportamento do algoritmo para
essa matriz.

3. Consideremos a matriz
A 3 -3
~10.33333 5

Calcule os autovalores de A usando o polindémio caractéristico. Depois, calcule os autovalores de A
usando o método QR. O que acontece? Explique brevemente o comportamento do algoritmo para
essa matriz.

4. Aplica o método QR as duas matrizes do Exercicio 1, e compare os valores obtidos para os auto-
valores (vocé tem que usar exatamente a mesma matriz B para fazer a comparacio).

5 Aplicacoes

Defini¢ao 2. Um grafo ¢ uma estrutura G = G(V, E), constituida por um conjunto finito e nao vazio
V' cujos elementos sao denominados vértices, e um conjunto E de subconjuntos de dois elementos de
V' denominados arestas. Indicamos por |V| e |E|, respectivamente, o nimero de vértices e o nimero
de arestas de G. Se u,v € V ee = {u,v} € E, dizemos que a aresta € incide em v e v. O grau de um
vértice v, denotado por d(v), € o nimero de arestas que incidem em v.

Definicao 3. Seja G = G(V, E) um grafo com n vértices. A matriz de adjacéncia A(G) de G é a matriz
quadrada de ordem n cujas entradas sio a;; =1 se {v;,v;} € E para v;,v; € V, e 0 nos outros casos.

A matriz A(G) é real e simétrica, formada por uns e zeros. Todos os seus autovalores sao reais. O
maior autovalor \;(G) de A(G) é denominado indice de G. Podemos mostrar que

dmed < A1 (G> < dmawa (4)

onde deq é 0 grau médio dos vértices de G, e dpqq ¢ 0 grau méaximo dos vértices de G (ver Deﬁnigéo.



Exemplo 4. O grafo da Figum@ tem |V| = 12 vértices e |E| = 12 arestas. A matriz de adjacéncia
A(G) € R¥2X12 deste grafo é dada por

O OO OO OO0 O OO
O OO RO, OOOO
— O, O, OO~ OOOOo
O OO H OO O OO
OO OO HODDODOODODOOO
NNl o NoNoNoeNoNeNoNa

S OO OO OO oo+ OO
SO OO OO OO+ O oo
OO DD DODDOODODOoO OO O
S OO OO OO O OO O
OO OOO—FOO
Cooco—~OoORrROOOOO

Quando usamos grafos para modelar redes, uma questao relevante é destacar os vértices mais impor-
tantes naquele contexto, isto é, os vértices mais influentes na rede. Esta influéncia ou importancia do
vértice depende do tipo de relagao modelada, representada pelas arestas do grafo, e é avaliada por meio
de medidas de centralidade. Dentre as mais conhecidas estao a centralidade de grau (degree centrality),
a centralidade de intermediagdo (betweenness centrality), e a centralidade de proximidade (closeness
centrality). Todas estas sao medidas nao espectrais.

Em 1987, Bonacich propos uma medida de centralidade a partir de um autovetor associado ao indice
do grafo. O teorema de Perron-Frobenius garante que existe um autovetor associado ao indice de G com
todas as coordenadas nao negativas. Isto permite introduzir uma nova medida de centralidade de vértice
de um grafo.

Definicao 4. A centralidade de autovetor z} do vértice v; € a i-ésima coordenada do autovetor

unitdrio ndo negativo x* = [x%,2%,...,25]" associado ao indice Ay do grafo.

5.1 Exercicio 4

Consideremos o problema de construir um metré numa grande cidade. Sao escolhidos n locais es-
tratégicos, digamos vg,v1,...,vn—1, que devem possuir estacoes de metro. Estas estagoes, juntamente
com as linhas de metr6 definidas para fazerem as interligagoes entre elas, formam uma malha ou rede.
Esta rede pode ser representada por um grafo, cujos vértices sao as estagoes e as arestas indicam as
linhas de metré que as interligam.

Para simplificar o problema, vamos considerar estagoes localizadas em alguns vértices de uma malha
regular, como na Figura [2l Na Figura [2| temos |V| = 12 estagoes vy, va, ..., v11 divididas em 3 linhas
(preta, azul e vermelha), e |E| = 12 arestas. As estagoes vy, v7 € vg sdo estagoes conectando duas linhas
de metro.

Neste exercicio vocés vao usar uma malha regular quadrada de referéncia com 6 X 6 pontos. O objetivo
é construir 4 linhas de metro, cada linha composta de 5 estacoes e 4 arestas. Numa mesma linha, cada
estacao deve ser conectada a pelo menos uma estagao e conectada no maximo a duas estagoes da mesma
linha. Duas linhas diferentes podem ter no méaximo uma estagao em comum. Duas estacOes conectadas
da mesma linha devem ser vizinhas na malha regular, ou vizinhas na diagonal de uma caixinha da malha
regular de referéncia (como no exemplo da Figura . A rede de metrd deve ser conectada, isso quer
dizer que comecando uma viagem de qualquer estacao inicial, é possivel atingir qualquer outro ponto
da rede (a rede da Figura [2| é conectada por exemplo). Cada rede deve incluir também o ponto em
cima na esquerda da malha regular, e o ponto embaixo na direita da malha regular. O grafo terd entao
|E| = 16 arestas, mas o numero de vértices depende da conectividade da rede, pois algumas estagoes
podem pertencer a duas ou mais linhas de metrd. As estagoes devem ser numeradas de cima para baixo
e da esquerda para a direita, como na Figura [2| (comece a numeragao dos vértices com 0 para facilitar a
implementagao).

1. Proponha dois projetos diferentes de rede de metr6 seguindo essas regras (tente propor duas redes
que sejam suficientemente diferentes). Chamaremos de G e G4 os grafos associados a estas redes.
Forneca uma figura para cada rede, procedendo como na Figura



Figura 2: Exemplo de rede de metr6 com |V| = 12 estagoes vg, v1,...,v11 divididas em 3 linhas (preta,
azul e vermelha), e |E| = 12 arestas. As estagoes sdo numeradas de cima para baixo e da esquerda para
a direita. O grau médio dos vértices de G neste exemplo é dpeq = 24/12 = 2, e 0 grau méximo dos
vértices de G é dpar = 4 (ver Definigao [2)).

2. Construa as matrizes de adjacéncia A(G1) e A(G2). Como a matriz de adjacéncia é esparsa (tem
muitos zeros), uma maneira eficiente de construi-la é definir primeiro uma matriz £ € RIFIx2
representando o conjunto de arestas do grafo, e usar £ para construir a matriz de adjacéncia. Por
exemplo, no caso da rede da Figura 2] a matriz £ é:

5 6
6 7
7 8
8 9
1 3
3 4
€= 4 7
7 10
0 2
2 4
4 8
8§ 11

Inclua as matrizes de adjacéncia e as matrizes de arestas £ no seu relatorio.

3. Calcule os indices A1(G1) e A\ (G2) dos grafos G1,G5. Qual das duas redes tem o maior {ndice?
Verifique que A1 (G1) e A\i(G2) satisfazem ().

4. Calcule as aproximagcbes numéricas dos autovetores z*(Gi),z*(G2) associados aos autovalores
A1(G1) e A\ (G2). Para cada grafo, determine entdo o vértice com a maior centralidade de au-
tovetor (ver Definigao . Interprete o resultado.

6 Instrucoes

e O exercicio deve ser feito em duplas. Apenas um aluno da dupla, o primeiro em ordem alfabética,
deve entregar o exercicio, destacando no relatério e no programa o nome de ambos os alunos.

e O programa devera ser escrito em Python 3.x. e deve ser devidamente comentado e bem estrutu-
rado. A entrada e a saida deverdo ser feitas de forma a ajudar o usudrio a executar o programa e
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devem facilitar a andlise dos resultados. Se o seu programa precisa de arquivos de entrada, consi-
dere que os mesmos encontram-se na mesma pasta do executdvel, ou faga de forma que solicite o
caminho/nome do arquivo ao usudrio.

Para facilitar a corregao, escreva um codigo para cada exercicio e chame os arquivos de ex1.py,
ex2.py, ex3.py e ex4.py. Vocés podem definir também um outro arquivo metodos.py contendo
fungdes que sao chamadas em varios exercicios.

Serd usada a biblioteca matplotlib para as plotagens.

A qnica biblioteca que pode ser usada é numpy (exceto matplotlib para plotagem). As fungoes
de numpy que calculam autovalores, autovetores, e resolvem sistemas lineares s6 podem ser usadas
como referéncias para os resultados. Por exemplo, o valor exato dos autovalores pode ser obtido
usando a fun¢do numpy.linalg.eig para calcular numericamente a ordem de convergéncia e o
erro assintético. Fungoes bédsicas como numpy.dot (para multiplicagdo de matrizes), numpy.abs,
numpy . array, ou outras fungoes basicas deste tipo podem ser usadas.

As andlises e resultados obtidos devem ser organizados em um relatério que deve minimamente
discutir os problemas estudados e os resultados obtidos. A entrega deverd conter um relatério (no
formato .pdf), contendo a anélise do problema estudado e as figuras, e os c6digos usados para as
simulacoes computacionais. A entrega também deverd ser feita em um arquivo compactado tnico
(por exemplo, um arquivo zip).

O uso de ITEX para escrever o relatério € incentivado. Os relatorios escritos em Latex receberao
um bénus de 5% da nota final.

Critérios de Correcgao

Exercicio 1 (2 pts)
Exercicio 2 (2 pts)
Exercicio 3 (2 pts)
Exercicio 4 (2 pts)
Cédigo bem documentado: comentdrios, legibilidade. (1 pt)

Qualidade do relatério (relevancia dos comentdrios e apresentagao geral). (1 pt)

Uso de IWTEX(4+5% da nota final)

Serd verificado se o programa entregue roda e produz saidas consistentes com os resultados apre-
sentados no relatério.

Em caso de atraso de até 48h, -2 pontos. Ap6és isso, o EP néo serd aceito.
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