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Resolucao de sistemas lineares



Eliminacao Gaussiana

Neste capitulo veremos técnicas diretas para resolver o sistema linear

Ey: ay1xy+appXo+ -+ aigpxn = by

Ex: apiXi+apxe+---t+amkn = b
(SL) -

En: amxy+amXe+---+amxn = bn

(SL) = sistema linear. Para resolver (SL) usamos trés operagdes
1. multiplicag@o de uma linha por A # 0, isto é (\E;) — (E;)
2. multiplicar e adicionar linhas: (E; + AE;) — (E;)
3. transpostar E; e E;: (E;) < (Ej)
Por meio destas operagdes, transformamos (SL) em um sistema linear mais facil de resolver.



Eliminacao Gaussiana

Exemplo: Repetimos estas operagdes até chegar na forma triangular do sistema.

Sistema inicial:

E, :
E2:
E;:
E4Z

Primeira etapa:
(Eg — 2E1) — E2 :

(E373E1)~> E3:
(E4+E1)—> E4:

X1
2X1
3xq

X1

Segunda e Ultima etapa:

E, :
Es:
(E3 — 4E2) — E3 :
(E4 + 3E2) — E4 :

X1

+X2
+Xo
+2xo

+Xo
74X2
3X2

+X2

+3X3

+3X3

3X3

+3X4
+Xy4

+2X4
—X4

+3X4
—5Xx4
—T7Xy
+2X4

+3X4
—5Xx4
13X4
—1 3X4

-7
—15

4
-7
13
—-13

Obtivemos a forma triangular do sistema, que pode ser resolvida por um processo de

substituicao retroativa.



Eliminacao Gaussiana

A substituigdo retroativa fornece a solugao:

E4 = X4 = 1

Es= x3 = 3(13—13x)=0

E2 = X = —(—7 + 5X4 + X3) =2
E1:> Xq = 4-3x4— X =-1

Esta técnica chama-se eliminagao Gaussiana.

Né&o precisamos escrever as variaveis {x;}/__,, podemos fazer os célculos usando notagéo
matricial.

Definicao: Uma matriz n x m € um arranjo retangular de elementos com n linhas e m colunas.
Usamos as notagdes A = (g;) € R™™ e também

a ... am

an1 ... anm

A notagdo A € R™* significa que as entradas a; de A s&o reais, e que a matriz tem n linhas e
m colunas. Se n =1ou m= 1, entdo A é um vetor.



Regras de calculo para matrizes
Sejam duas matrizes A € R"<™ e B € R™*P. Denotando

o produto AB é definido por:

i=1,.c.,m
j=1p
m
AB = Z a,-jbjk
j=1 i

=1,..,n
k=1,...,,

P
Se X € R™*! for uma matriz com apenas uma coluna, dizemos que X é um vetor e temos que

m
ax— (z )
= :

i=1,...,n

€ um vetor também.
Entéo o sistema linear (SL) pode ser escrito na forma matricial como:

Também podemos representar (SL) usando a matriz expandida:

a;r ap

ain | by
a1 ax

ap | b2

an1  ap ann | bn



Regras de calculo para matrizes

Exemplo: Voltamos ao exemplo anterior:

Sistema inicial:

Primeira etapa:

1 0 3| 4
-1 -1 —5| -7
-4 -1 -7/-15
3 3 2| 8
Segunda e ultima etapa (forma triangular do sistema):

[eNeNe R

1 1 0 3 4

o -1 -1 -5|-7
0 O 3 13 | 13
0 O 0 —13|-13



Eliminacao Gaussiana (caso geral)

a apz ... aup|b
ay a2 ... an|b
[Alb] =
ant anz ce ann | bn
Primeira etapa:  Ej — :%E — E parai=2,3,...,n(seay #0)
Resultado:
1 1 1) ] (1)
ay) &y ... 4] b
(1) (1) | p(1)
0 a, ... ay|b;
1 1 1
) a0 | b

(k—=1)

k-ésima etapa: E — %Ek — E; parai=k+1,k+2,.
ke

n(se a ;é 0)

Resultado na (n — 1)-ésima etapa: obtemos uma matriz triangular superior

(n—1) (n—1) (n—1) (n—1)
a4 2y cee @y b;
(n—1) (n—1) (n—1)
0 ay, ce 3y, by

0 N R e



Eliminacao Gaussiana (caso geral)

Depois fazemos uma substituicao retroativa:

_ n—1 n—1
b bV -5 Ay _
Xn = =k Xj = =) parai=n—1,n-2,...,1
ann aj
(k—1

Observacéo: Este procedimento funciona apenas se &, ) # 0 para todos k. Se acontecer
ag;*” = 0 para algum k, podemos transpostar duas linhas para contornar o problema.
Exemplo: Eliminagao de Gauss com pivotamento

Sistema inicial:

1 -1 2 —1|-8
2 -2 3 -3|-20

Abl=17y 1 1 o2
1 -1 4 3| 4

Primeira etapa:

1 -1 2 —-1|-8
E2 — E1 — Eg 0 0 —1 —-1|—-4
E3 — E1 — E3 0 2 —1 1 6
E4 — E1 — E4 0 0 2 4 12
Aqui ag?) = 0 é o elemente pivd. Como agz) = 0, ndo podemos continuar a eliminagao de
Gauss. Podemos usar a transposi¢éo (Ez) < (E3).



Eliminacao Gaussiana (caso geral)

Segunda etapa:

1 -1 2 —-1|-8

E3 — E2 0 2 —1 1 6
Ec — El0 0 -1 —1|-4
0 O 2 4 112

Terceira etapa:

-1 2 -1|-8
2 -1 1|68
0 -1 —1|-4
0 0 2|4

[eNeNe RN

E4 + 2E3 — E4

Solugao usando substituicao retroativa: x4 =2,x3 =2, % =3, X = —7



Contar o numero de operacoes basicas na eliminacao de Gauss

e Na k-ésima etapa da eliminagao de Gauss (ttm n — 1 etapas), fazemos (o exponente
(k — 1) representa o nimero da etapa)

1)

k=1)
Tk

Ei — mygEx — E; com my = parai=k+1,...,n

k=

I

(

e Calculo de my: sa@o (n — k) divisdes (poisi =k +1,...,n).

e Calculo de myEy:sdao (n—k) x (n—k+1) multiplicagdes.
N—_—— N———

n°delinhas  n° de elementos #0
na linha k

e Célculode E; — myEx:sdo (n—k) x (n—k+1) subtragdes.
N————r

nOdelinhas  n° de elementos #0
na linha k

o Total de operagdes bésicas:

n—1

> 2(n—k)(n—k+1)+(n—k),

k=1

pois ha no maximo (n — 1) etapas na eliminagao de Gauss.



Contar o numero de operacoes basicas na eliminacao de Gauss

e Definindo £ = n — k obtemos

n—1
> 2(n—k)(n—k+1)+(n—k) Zzwm +zfzzz2+32e
k=1

(nf 1)n(2n—1) " 3n(nf 1)
6 2
2  7n

=2

“3t2"%

e Entdo a quantidade de operagbes basicas para a eliminagéo de Gauss é O( ) (isto &,
da ordem £ 2nd).

e Numero de operagdes para a substituicao retroativa (para resolver (SL)):

2_
> T =1 multiplicagdes / divisdes

2
» T =1 adigdes / subtragdes
e Numero total de operagdes:

2m  n?  7n 2(n2—n)72n3 3n®  13n

3 "2 6 2 3 2 6

e Entado a quantidade de operagoes bésicas para resolver o (SL) usando eliminagao de
Gauss é também O(2n°).



Fatoracao LU

A eliminagao de Gauss fornece a fatoragao A = LU

L = matriz triangular inferior (L = “lower”)
U = matriz triangular superior (U = “upper”)

Podemos usar a fatoragéao LU para resolver o (SL) Ax = b. Usando Ux = y temos
Ax=bs LUx=b< Ly=b.

Primeiro, resolver Ly = b usando substituico para frente (complexidade O(n?)).
Segundo, resolver Ux = y usando substituigdo retroativa (complexidade O(n?)).

Se a fatoragéo A = LU for dada, calcular x € O(n?); comparar com a complexidade O(n®)
da eliminagao de Gauss.

A fatoragdo A = LU tem complexidade O(”3—3).

Entdo para resolver um sistema Ax = b, a fatoragdo LU tem complexidade semelhante a
eliminagao de Gauss.

Se houver varios sistemas Axy = by, k = 1,..., K, com a mesma matriz A, podemos
reusar a fatoragdo LU e o cdlculo dos x, é apenas O(r?).



Relacao entre eliminacao de Gauss e fatoracao LU

Para simplificar, vamos supor que nao precisamos de intercambio de linhas na eliminagao de
Gauss.

Primeira etapa: E; — myEy — E;,Vi=2,3,...,n,onde mj; = :14‘1 Esse é equivalente a
multiplicar A a esquerda por M,, a matriz de primeira transformagao de Gauss:

1 0 0 0

—moy 1 o -~ 0
Mi=]—-mg 0 1

0

-mpy 0O -+ 0 A1

— obtemos M;AX = M, b, definimos A; = A, Ao = M4jA



Relacao entre eliminacao de Gauss e fatoracao LU

(k=1 (k—1)

k-ésima etapa: E; — mygEy — E;,Vi=Kk+1,k+2,...,n,com my = a<k =7y onde a;, e
af(’;_” sao coeficientes de A, e com
1 0 0
0 0
0
0
M= | : 0 1 0 0
—Mis1 1 o --- 0
0 1
0
o 0o --- 0 — My k o --- 0 1

Os coeficientes —my i1k, - .., —Mp i ficam na k-ésima coluna.



Relacao entre eliminacao de Gauss e fatoracao LU
(n— 1)-ésima (e Ultima) etapa: Obtemos

My 1Mp_2...MoM{AX = Myp_1Mp_5 ... MoMyb

=An

Como fizemos a eliminagao de Gauss, temos que Ap é triangular superior, entdo definimos
U= An=My_1M,_>... MoM; A Multiplicando por M., depois M, ,, etc ... do lado
esquerdo de U obtemos I I

MM MM U= A

=L

E facil verificar que M,j1 = 2/ — M (onde / é a matriz identidade) e

1 0 0 0
moq 1 0 0
1 IR -
M7 My MM = | mgy . 1
0
Mpp oo oo Mppq 1

(basta escrever M ' = I+ Exe M ' = I + Ej obtemos M "M = I + E¢ + E; + ExE))

=0



Relacao entre eliminacao de Gauss e fatoracao LU

Teorema: Se a eliminagao de Gauss pode ser executada no sistema linear Ax = b sem
intercambio de linhas, entao a matriz A pode ser fatorada no produto A = LU de uma matriz
triangular inferior unitaria L e uma matriz triangular superior U, com

1 0 0 0 (n—1) (n—1) (n—1)
ay, a, a,,
Moy 1 0 0 11 12 1n )
(n—1) (n—1
0 8 s Gy
L= ma4 1 U=
0
0 o 4p v
Mn4 e e mn,n—1 1

Observagao: L unitaria significa que os coeficientes diagonais de L s&o todos iguais a 1.



Fatoracao LU

Exemplo: Voltamos ao exemplo anterior:

1 1 0 3 1 0 0O/t 1 0 3
A_|2 1 -1 1] _|2 1 0o0|fo -1 -1 -5
({3 -1 -1 2|73 4 1 o]0 o 3 13
-1 2 3 —1 -1 -3 0 1/\o 0o o -13

=L =U

e Os coeficientes de U ja foram calculados no exemplo anterior usando eliminagéo de
Gauss.
- atk=" ~ .
e Para calcular os coeficientes de L usamos mjy = h entao precisamos escrever todas
a
kk

as etapas da eliminagao de Gauss. Por exemplo

1 (2)

_£_2 _aﬁ_g

Mzy = =& M= 5y =<
11 ago



Fatoracao LU

e Depois, para resolver Ax = LUx =b=(8 7 14 —7)T fazemos

1 0 0 0\ /n 8
B B 2 1 0 0| |y| |7
y=Ux e Ly=b=145 4 4 of|p]|=|14
1 -3 0 1) \y -7

e usando substituicdo, comegando com 4, obtemos a solugao
y1=28
Yo=7-2y1=-9
y3=14-3y; —4y3 =26
Ya=—-7+y1+3y2=-26

e Depois resolvemos Ux = y para x:

1 1 0 3 Xi 8
0 -1 -1 5| [x]| [ -9
0 0 3 13]||x| | 2
0 0 0 -13) \x —26

e usando substitui¢ao retroativa, comegando com x4, obtemos a solugéo de Ax = b:

X4 =2, x3=0, xo=-1, x3 =38.



Calculo direto dos elementos de L e U
e Asentradas de A= LU s@o a; = Zk 1 Lk, 1 <0, j<n.

e Como L e U sao triangular inferior e superior, o alcance de k estende-se apenas até

min{i, j}. Isto produz

J
aj = Zﬁ,-kukj, para1 §j§ i<n

aj = Ze,kuk,, paral<i<j<n

e Rearranjando estas equagoes e usando ¢; = 1 achamos

Uj

(Ly) 4= _(a,/ Zﬁ,kuk,) parai=2,...,

(U,/) u,j:a;j—ze,kukj parai:1,...,
k7

e Os primeiros termos sao

(Uy))  wj=ay, j=1,2,...,n
ait

(Lin) =1, ty=—, i=2,...

b
Ui

n, j:1,...

n, j=i,...



Relacao entre eliminacao de Gauss e fatoracao LU

Algoritmo para fatoracao LU

Inicializacao:
calcule uy; usando (Usj) paraj=1,...,n,
calcule ¢;; usando (Lj;) parai=1,...,n.

Parai=2,...,m
Paraj=1,...,i—1:
calcule ¢; usando (Lj) e £; = 1.
Paraj=i,...,n:
calcule uj usando (Uj).

Observacéo: Se durante o processo ocorrer uj = 0, entdo ndo podemos calcular £;. Neste
caso precisamos modificar o algoritmo para fazer intercambio de linhas.

20



Fatoracao de Cholesky
e A€ R"™7" ¢ definida positiva < (Ax, x) > 0 para todos x # 0, x € R".
e Seja A € R™ " uma matriz simétrica e definida positiva.
o A fatoragao de Cholesky é do tipo A= LLT, onde L & uma matriz triangular inferior com
L > 0,onde L = (2,-,-)2/.:1.
Essa fatoragcdo sempre existe e é Unica, quando A é definida positiva.
e A complexidade da fatoragéo de Cholesky é O(%n3), entdo o custo é a metade da
fatoragéo LU que é da ordem O(§n3).
e Para calcular os coeficientes de L:

A=LLT & a;= Zé,kék], onde L = (£3)] 4

= aj = Zé,kélk,

mln{l,j}
& gj = Z Lixlik, pois L é triangular inferior.

e Usando esta formula podemos calcular ¢;; (observe que a raiz estd sempre bem definida
pois A é positiva definida)

i1 i1
ajj = Z(&k = )P+ ()P = ti= | ai— > (k)
k=1 k=1

21



Fatoracao de Cholesky

e Suponhamos j < i, entdo (observe que ¢; > 0 quando A positiva definida)

J
a,-j- = Z Zikgjk = Z,‘jé/j + Z efkejk = f,j j Z f,kf/k
k= k=1

e Algoritmo para fatoracao de Cholesky-Banachiewicz
Inicializacao: ¢y = \/ai1

Parai=2,...,n
Paraj=1,...,i—1:

1 j—1
caloule £ = . (a,, S f,‘kf/k)
i
calcule £ = \/a; — Y25} (Lik)?

e Exemplo de calculo dos primeiros termos no algoritmo:

anq
L1 = Vay — Loy = T — Lop = /a2 — (£21)?
as4 asp
— 31 = T — l32 = T L31€21 — L33 = \/333 — (£31)2 — (£32)?

Observamos como o calculo de £ precisa dos valores de coeficientes calculados em
passos anteriores, por isso a ordem de célculo dos coeficientes ¢; € importante.

22



Sistemas mal condicionados

e Alguns sistemas sdo muito sensiveis a pequenas alteragdes nos dados, isto €, uma
pequena alteragao nos dados pode gerar uma grande alteragao na solugao.

) X1 +0,98x, = 4.95
(SL) ’ { X1+ X2 = 5.0
tem solugéo exata (2, 5; 2,5), enquanto
) Xy +0,99% = 4.95
(SL) { 5 tx — 50

tem solugao exata (0; 5,0). Uma alteragao de 1% nos dados (0,98 — 0,99) gera uma
alteragao de 100% na solugéo ((2,5;2,5) — (0;5,0)). Este tipo de sistema é chamado
mal condicionado.

e Quando resolvemos Ax = b, os erros de arredondamento fazem com que a solugéo
obtida X possa ser encarada como a solugao de um outro sistema Ax = b.

e Se A for mal condicionada, a solugéo X pode ser muito diferente da solugao exata x.

e Por causa deste fendmeno, métodos diretos como a fatoragao podem fornecer uma
solugao errada se A for mal condicionada.

23



Sistemas mal condicionados

Definicao: O nimero de condicionamento de uma matriz ndo-singular A é
K(A) =[]l - A"

onde
llAX||

xeRrn,x0 || X|| .

Al =

Se x(A) > 1, a matriz € mal-condicionada. O numero de condicionamento depende da norma
escolhida.

Teorema: A € R™ " ndo-singular, b € R, Ax = be A(x + éx) = b+ dbcom éx, b € R".
Entdo x e R7 e

llsbl|

1bIl -

Interpretacao do teorema: Por causa do arredondamento, a solugdo de Ax = b nédo é exata
e pode ser escrita como x + dx, de modo que A(x + 6x) = b+ db, com ||6b|| pequena. Se
x(A) for grande, entéo ||6x|| pode ser grande mesmo se ||0b]| for pequeno. Por isso queremos
x(A) o menor possivel.

loxtl
[l

24



Condensacao pivotal

Os erros de arredondamento que ocorrem nas operagoes usando um computador podem
comprometer seriamente a solu¢éo obtida.

Exemplo: Consideramos o (SL) seguinte:

1 4 52|57
[Ab] = |27 110 —3|134
22 2 14|38

A solugéo exata é x = (1;1;1). Trabalhamos com trés algarismos significativos. O método da
eliminagdo de Gauss fornece a forma triangular seguinte do sistema (usando truncamento nos

calculos):
1 4 52 57
0 2 —14000| —1410

0 0 -—61300|—-61800

A solugao deste sistema é X = (1,01;0,0; 4, 5), que é bastante diferente da solugao exata
x=(1;1;1).

25



Condensacao pivotal

A condensagao pivotal consiste em fazer intercambio de linhas, tal que o pivé no inicio de
cadaetapai=1,...,n— 1, seja o numero de maior valor absoluto dentre os elementos da
i-ésima coluna abaixo da diagonal (sem ser na diagonal).

Exemplo: Trabalhamos com trés algarismos significativos. Consideramos o (SL) seguinte,
cuja solugao exata & x = (1;1;1):

1 4 52
[Ab] = |27 110 -3
22 2 14

57
134
38

Permutamos a primeira e a segunda linha pois 27 tem o maior valor absoluto abaixo da
diagonal na primeira coluna:

27 110 -3|134
1 4 52 | 57
2 2 14| 38

26



Condensacao pivotal

Depois fazemos uma etapa da eliminagao de Gauss:

[27 110 -3 1347
0 —0,0741 52,1| 52
0 -87,7 16,571

Fazemos mais uma condensagao pivotal, permutando a segunda e terceira linha:

27 110 —3 (1347
0 -87,7 16,5|-T71
|0 —0,0741 52,1 52 |

Depois fazemos uma etapa da eliminagao de Gauss:

27 110 -3 | 134
0 -87,7 16,5|—71
0 0 521|521

A solugéo deste sistema é X = (1,0;0,998; 1,0), que agora é préximo da solugdo exata
x=(1;1;1).

27



Métodos iterativos

e A fatoragdo LU é um método direto que fornece a solugéo exata de um sistema linear
Ax = b, mas na prética tem erros de arredondamento, e se o sistema linear for mal
condicionado, o erro pode ser grande.

e Por causa destes erros de arredondamento, ndo precisamos de um método que calcule a
solugao exata, s6 precisamos de um método que minimize o erro.

o Métodos iterativos calculam uma sequéncia de aproximagdes x(1), x(@) ... x(k) — x*
solugao de Ax = b. Em geral estes métodos nao fornecem a solugdo exata x* em um
numero finito de iteragdes, mas isto pode acontecer.

Vantagens dos métodos iterativos:

1. Métodos iterativos as vezes precisam de menos calculos que métodos diretos (ja vimos

nos capitulos anteriores que a complexidade da fatoragéo LU é O(n®)).
2. Métodos iterativos podem ajudar a diminuir o erro de métodos diretos.
3. Quando A for esparsa (isto significa que a maioria das entradas de A sdo zeros), a

fatoragdo A = LU é ineficiente pois L e U nao sao esparsas em geral, o que deixa os
calculos mais pesados que o necessario.
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Método de Gauss-Seidel

Vamos comegar com um método iterativo classico: o método de Gauss-Seidel (GS). Seja
Ax = b um sistema linear de ordem n. Suponhamos a;; # 0 paratodos i =1,2,...,n.
Primeiro vamos rearranjar o sistema linear:

Xy = aﬂ [b1 — a1oX2 — @13x3 — - -+ — @1pXn]
Xo = - lb2—axx — asXs — - — Xl
Ax=b<s
Xn = ai [bn —ap1Xy —apaXo — - an,n—1Xn—1]
Método de Gauss-Seidel (GS): Escolhe um vetor inicial x(9) = (x1(°), X2(0)7 -, x\9). supondo

o valor do vetor x(¥) conhecido (x() & o valor na k-ésima iteragéo), calculamos a préxima
iteragdo com:

K k .
X1( M= 811 [b1 - 312X§ ) - a13X3( e~ ang )}

k k
B = [y D — i — o el

Kkt k+1 o ‘
Xr(yj = ﬁ [bnq - a,,,mx‘( e man 2X( 2 '~ ap 10, )]
X[(1k+1) = ann [bn —an 1X(k+1) - an72x2(k+1) - an n- 1X(k+1)]

29



Método de Gauss-Seidel

No método de Gauss-Seidel, é importante nao errar nas posigoes dos nimeros de
iteracao (k + 1) ou (k): os termos x,(k) aparecem “acima da diagonal” enquanto os

termos x,.(k“) aparecem “abaixo da diagonal”.

As entradas na iteragdo (k + 1) sao calculadas nesta ordem:

(k+1)

(k+1)
X

k+1
— X5 (k1)

k+1
— X (k1)

e —) Xn
Por que o método GS converge para a solugao de Ax = b?

— a convergéncia de x(¥) nao é garantida em geral, mas se x(¥) convergir para algum
x* (isto & x(k) — x*), entdo temos também x(k+1) — x* e passando no limite na iteragéo
de GS (isto &, substituir x(*) e x(k+1) por x*), obtemos de fato o sistema Ax* = b, entao
x* é solugéo de Ax = b.

Nos préximos slides vamos ver quais sao as condigdes que garantem a convergéncia
k) *
x(K) 5 x*,

30



Convergéncia do método de Gauss-Seidel

e Dizemos que o processo iterativo converge (CV), se, para a sequéncia de aproximagoes
gerada, dado ¢ > 0, existir k, tal que Yk > k, temos |xi(k) — x;*| < ¢ para todos
i=1,2,...,n

e Na pratica, este critério de convergéncia nao é usavel, pois nao conhecemos x*. Por isso
precisamos de algum critério de parada. Definimos entao:

Var(k) = max{ V1(k), Vz(k)7 ey Vrgk)}
(k) _ (k—=1)
|x; (xkf) I e x,-(k) £0
) Pl
onde V;" = 0 se xM=o0=xk"
)
1 se xM=o0e X/(k_” #0

o Dizemos que o processo converge quando Var() < ¢ para algum k.

e Precisamos também estipular um nimero maximo de iteragdes /Tmax para garantir que o
algoritmo pare em tempo finito.
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Método de Gauss-Seidel: exemplo

Exemplo: Consideramos o sistema linear seguinte:

4X1 + X2 + X3
(SL) : —2X1 + 5x2 + X3
3X1 + X2 + 6x3

5
0
—6,5

Trabalhamos com 3 algarismos significativos, com a inicializagdo x(%) = (0,0,0) e os
parametros para o critério de parada e = 0,01 e /Tmax = 5.

As iteragdes do método de GS tém a forma seguinte:

k+1) (k) (k)
x1( ) = % [5 — Xy — Xy ]

(k+1) 1 (k+1) (k)
X, = 3 [O +2x — X3 ]
R N - AR ]

Lembramos que as entradas na iteragdo (k + 1) sdo calculadas nesta ordem:

(k+1)

X (k+1) (k+1)

— X5 — X3
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Método de Gauss-Seidel: exemplo

Tabela de convergéncia: Lembramos que fazemos todos os calculos com 3 algarismos
significativos (quer dizer que estamos fazendo varios arredondamentos nos calculos):

iteragéok‘ x1(k) ‘ xék) ‘ xék) ‘ Var(k)
0 0 0 -
1,25 05 | -1.8 1

1,58 | 0,992 | —2,03 | 0,496
1,51 | 1,01 | —2,0 | 0,0464
1,5 | 1,0 | —2,0 | 0,01 <¢

AWON—=2O

De acordo com nosso critério de parada, como Var(®) < g, vamos considerar
x®) = (1,5;1,0; —2,0) como solugéo aproximada do sistema. De fato, & f4cil verificar que
x@) ¢ a solucdo exata do (SL).

Apesar de ter acontecido neste pequeno exemplo, em geral é raro achar a solugao exata de
um sistema linear usando GS. Mas sempre podemos achar uma solugao aproximada com
precisao arbitrariamente alta, se calcularmos iteragdes suficientes.
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Método de Gauss-Seidel: exemplo
Exemplo: Consideramos o sistema linear seguinte:

15
19

. 5x1 4+ 3x2
(SL) ’ { —4X1 + 10X2

Trabalhamos com 3 algarismos significativos, com a inicializagdo x(9) = (0; 0) e os parametros
para o critério de parada e = 0,005 e /Tmax = 10.

As iteragdes do método de GS tém a forma seguinte:

{ = 15 -8y

(k+1) 1 (k+1)
x§ - ﬁ[19+4x1 ]

Tabela de convergéncia: O algoritmo para na iteragao 6 pois Var(®) = 0,004003 < «. Entao
a solugéo aproximada do (SL) é x(®) = (1,499; 2, 5).

iteragéok‘ x1(k) ‘ xék) ‘ Var(h)

0 0 -
3,0 | 3,1 1
1,14 | 2,356 1,632
1,586 | 2,534 0,2812
1,480 | 2,492 | 0,07162
1,505 | 2,502 | 0,01661
1,499 | 2,5 | 0,004003 < e

OO, WOWN=O
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Método de Gauss-Seidel: exemplo
Interpretacao geométrica do método GS: A solugdo x* de (SL) é a intersegao das retas Dy
e D», onde D¢ tem a equagao —4x; + 10xo, = 19 e D, tem a equagao 5x; + 3x, = 15.
Observamos que as iteragdes x(¥) seguem uma trajetoria espiral que converge para a solugéo
exata x*. Assim o GS pode ser interpretado como um método de ponto fixo, onde x* seria o
ponto fixo (ver o tdpico “raizes de equagdes”).

y
6

5
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Convergéncia do método de Gauss-Seidel (dimensao 2)

Quando usamos Gauss-Seidel,  importante saber se a sequéncia x(*) produzida vai
convergir. Existem condicdes sobre A que garantem a convergéncia do método GS.

Proposicao: Dado o sistema linear seguinte, com a1 # 0 e ax # 0:

a11X1 + a2X2
SL):
(SL) { ax1X1 + axXo

by
bo

O processo iterativo de Gauss-Seidel, definido para kK > 1 como

(k+1) 1 (k)
{ X4 = a7 [b1 — a2X; :|

k+1 k+1
Xé )= ;;[bz—am)ﬁ( )]

converge se e somente se
|ajpa1]
|ay1agz|

Demonstragdo: Seja x* = (x;, x;) a solugéo exata do (SL) e x(O) = (x1(°), X2(0)) a

PPN - .. ;. . - k) . .
inicializa¢&o. Definimos o erro na k-ésima iteragao Axl.(k) =X — x,.( ), i =1,2. Dizemos que
GS converge se e somente se

lim [Ax®| =0  parai=1,2.
k— o0
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Convergéncia do método de Gauss-Seidel (dimensao 2)

Temos
K « K 1 . 1 K
AX1( +1) = Xy —X1( +1) = — [b1 — 312X2] - — [b1 — a12x2( )]
aisy ai
an [, (k) a2 (k)
= ——= x5 — X = ——=AX
an [2 2 } E

K X K 1 " 1 K
sz( ):x2 fxé ):—[b27a21x1]7— [b2*321x1( )]
ano ano

a [ o4 (k) anq (k)
=—— [x1 - X } =——Ax; .
aoo a2

Assim, usando repetidas vezes essas igualdades, obtemos

k

a ap a aa

A = S ZR A0 SZZA) - {7‘2 2‘} ax{)

an ai az2 ai18z2

e da mesma maneira
k+1 d12a21 g 1
Axé ) _ {7} sz( ).
ayq a2

Observamos que os erros Ax,“), i = 1,2 sao independentes de k, eles dependem apenas do

ponto incial x(©),



Convergéncia do método de Gauss-Seidel (dimensao 2)

Assim .
—1
. . ainé .
lim \AXI.(k)| = AX[(U lim | 2221 parai=1,2.
k— oo k—oo | @11822
Logo
. , aja
lim |Ax")| =0parai=1,2 f2%21 )
k—o00 a1 a2
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Convergéncia do método de Gauss-Seidel (dimensao 2)

Exemplo: Consideramos o sistema linear seguinte:

. —4X1 + 10X2 = 19
(SL) ' { 5x1+3x2 = 15
Temos
a4q2dao1 _ 10><5':@>1
ai1daos2 —-4x3 12 ’

entao GS nao converge nessa configuracao. Por outro lado, se trocarmos as linhas obtemos
&12821
ay1ap

17

_|-4x3 _E<
T |10x5| 50

e GS converge nessa configuragdo. Entao para todos sistemas de dimensao n = 2, sempre
podemos ordenar as linhas de tal maneira que GS converge se

a12a21
a1 ane

12821
a2

Se

=1, pode acontecer que GS nao converge em dimensao n = 2.
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Convergéncia do método GS (critério de Sassenfeld)
e Vamos estudar condigdes suficientes para garantir a convergéncia do método GS para
um sistema de ordem n.

e Seja Ax = bdeordem n,com g; #0,Vi=1,2,...,n
Critério de Sassenfeld: Definimos

i—1

1 1 )
=—> layl, Bi=— |a,,\/3,+ Z lajl| , parai=23,...,n
la] = |&ji]

j=i+1

Exemplo: Consideramos o (SL) seguinte:

2 1 -0,2 0,2 X1 0,4
0,6 3 -0,6 -0,3 x| | 7,8
-0,1 -0,2 1 0,2 x|~ | 1,0
0,4 1,2 0,8 4 X4 —10,0
Calculamos:
1
51:5(14—0,24—0,2):0,7
1
52:5(0,6x0,7+0,6+0,3):0,44
,83:%(0,1><0,7+0,2><O,44+0,2):0,358
,84:%(0,4><0,7+1,2><O,44+0,8><O,358):0,2736
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Convergéncia do método GS (critério de Sassenfeld)

Lema 1: Dado um sistema Ax = b, definimos o erro Ax,.(k) =X - x,.(k), para todo k > 1, onde

x* é a solugdo exata. Entao

(k+1) . (k)
|[Ax; ] < /3,12/a§><n\A)(,- [,k >1

A demonstragao é feita por indugao, ver Humes / Melo / Yoshida / Martins, Nogées de Calculo
Numérico, McGraw-Hill do Brasil, 1984 (ed 32), p. 74.

Proposicéo (critério de Sassenfeld): Seja M = max;<j<, 8. Se M < 1, entdo a iteragao
x(K) do método de Gauss-Seidel converge para a solugdo de Ax = b quando k — .

Demonstragdo: Vamos mostrar que limy_, o |Ax.(k)\ =0 paratodosi=1,2,...,n,onde
Ax,.(k) =X — (k) € o erro e x* é a solugao exata de Ax = b. Usando o Lema 1, obtemos

Ax D] < M max |8

= max |Ax kD) < m max. \Ax <M max |ax D < < MK max |ax(!]

1<i< 1<j<n 1<j<n 1

= lim max |AX (k+1) |§Mk max \AX. |—>0 pois M < 1.
1<j<n

k—oo 1<i<n

Entao limy_, oo \Ax | =0paratodo1 <i<n.
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Convergéncia do método GS (critério de Sassenfeld)

Exemplo: Consideramos o (SL) seguinte:

2 1 -0,2 0,2\ [/x 0,4
0,6 3 -06 -03|[x]| |[-78
-0,1 -0,2 1 0,2 | |x|=| 1,0
0,4 1,2 0,8 4 Xa -10,0

Calculamos M = maxq<j<, B = 0,7, entdo aplicando o critério de Sassenfeld obtemos que a
sequéncia x(¥) de GS converge para a solugio de Ax = b. Essa convergéncia é independente
da inicializagao.

Observagao: O critério de Sassenfeld é apenas uma condigao suficiente de convergéncia.
Isso quer dizer que a sequéncia de GS pode convergir, mesmo que o critério de Sassenfeld
nao esteja satisfeito. Por exemplo considere

2x1 +4xo = 14,
X1 + 5% = 11.

Este sistema no satisfaz o critério de Sassenfeld pois 3y = 2 > 1, mas a iteragdo de GS
converge pois (ver a proposi¢cao no caso da dimensao 2):

4
_ 4
T

a12a21
aj1ae
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Convergéncia do método GS (critério de Sassenfeld)

Proposicao: Seja Ax = b um sistema linear dado, e suponhamos que o critério de Sassenfeld
esteja satisfeito, isto € M = maxy<j<p 3 < 1. Dado ¢ > 0, se

1-M
1r2/a<xn|x(k+1) xl.(k)| < ;¢ Pparaalgumk > 1,

entdo |Ax;" | < eparatodo i =1,2,...,n, onde Ax,(k+1)

exata de Ax =b.

(k+1) (k+1)

= xX* —

; e x* é a solugéo

Demonstragao: Ver Humes / Melo / Yoshida / Martins, Nogées de Calculo Numérico,
McGraw-Hill do Brasil, 1984 (ed 32), proposicao 8.3, p. 77.

Observagao: Esta proposi¢ao pode ser usada como critério de parada no algoritmo de GS,
pois precisamos apenas calcular M e a diferenca entre duas iteracdes consecutivas x(¥) e
x(k+1) Assim podemos, em principio, nos aproximar da solugdo exata x* com uma precisio
arbitraria e.
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Convergéncia do método GS (critério das linhas)
Proposicao: Se os coeficientes de A satisfazem

n
(CL) Z ‘a/j|<|ai/‘» i=1,2,...,n, com ag; # 0,
=14
entdo a iteragdo x(¥) de GS converge para x* solugdo de Ax = b.

Demonstragdo: Vamos mostrar que (CL) implica que o critério de Sassenfeld esteja satisfeito, e
isso implica x(K) — x*. Para isso, vamos mostrar 8; < 1,i = 1,2, ..., n, por indugdo sobre i.

e Base da indugao:
= Tan |Z|1/\< |a11\

o Hipdtese de indugéo: suponhamos que §; < 1 paratodos j =1,2,...,i—1.
e Indugao: per definicdo temos

|aii‘
i E aji| B + E a < E aji| + E a < — =1
g |au |: ‘ ’I| ! ‘ U|:| - |a ‘ |: ‘ Ul | ”|:| N |aii‘

=i hipotese j=i+1 critério
de indugédo das linhas
= Bi<1lparatodo1 <i<n=M= rgax B; < 1= critério de Sassenfeld satisfeito

indugao

Observagao: Existem sistemas que satisfazem Sassenfeld sem satisfazer (CL).
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Convergéncia do método GS (critério das linhas)

Exemplo: Consideramos o (SL) seguinte:

2 1 -0,2 0,2\ [/x 0,4
0,6 3 -06 -03|[x]|_ |[-78
~0,1 -0,2 1 0,2 | |x|=| 1,0
0,4 1,2 0,8 4 Xa -10,0

Vamos verificar se o critério das linhas esté satisfeito:

n
(cL): > lajl <lail, i=1,2,...,n,  coma;#0.
=i

Calculamos:

[M|+]-0,2|+10,2|=1,4<|2] 1alinha
|0,6|+|—0,6/+|—0,3|=1,5<|3] 2alinha
| - 0,1 4+]-10,2/+10,2| =0,5<|1]  3alinha

[0,4] 4+ 11,2] + 10,8/ =2,4 < |[4]  4alinha

Entao o critério das linhas esta satisfeito, e consequentemente a iteragao x(*) de GS converge
para x* solugéo de Ax = b.



Método SOR

e SOR = Successive Over-Relaxation (método de sobre-relaxamento)

e O método SOR é uma generalizagéo e aperfeicoamento do método GS.

e O objetivo é aproximar a solugdo de um sistema Ax = bcom A€ R™"e b € R".
o Seja x(¥) a sequéncia produzida usando GS. Definimos o residuo

rk = p— AR onde W7 = (x1(k), . 7X/(ﬁ)1 ,x,.(k_1), o

Xr(yk_1))-

e Aiteragao de GS satisfaz

i—1 n
(k) _ 1 (k) (k=1)
X = b= ap = > apx;
" j=1 J=i+1

Exercicio 1: mostre que

(Kk),i
L

aji
Exercicio 2: mostre que ri(ﬁ’i = 0 no método GS.

O objetivo dos métodos iterativos é que o residuo r(5):/ convirja para zero quando k — co.

Porém, a propriedade ri(ﬁ’i = 0 do método GS nao é necessariamente a maneira mais
eficiente de atingir este objetivo.
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Método SOR

Entdo vamos considerar o método SOR seguinte, que é uma generalizagao de GS:

(k)i

_ r

X =y +w’a— comw > 0.
i

e Caso 0 < w < 1: sub-relaxamento, para obter convergéncia quando GS néo converge
e Caso 1 < w: sobre-relaxamento, para acelerar a convergéncia quando GS converge
e Caso w = 1: este caso particular é GS.

O método SOR para aproximar a solugdo de um sistema Ax = b de ordem n pode ser escrito
desta forma:

i—1 n

— w = g

X,.(k) =(1 —w)X,-(k R P b — E a,»jxj(k) — E a,-,»xj(k V) parai=1,2,...,n.
K j=1 Jj=i+1

. k k k
Precisa calcular nesta ordem: x1( ) xé ) x,(7 )
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Método SOR

Podemos também usar uma forma matricial para escrever o método SOR. Primeiro,

rearranjamos a iteragao para x,.(k) na forma seguinte:
K — k—1
X,( )a,-,-+wZa,-j = (1 —w)ajx; x=D wZa,, Y4 wb.
j= J=i+1
Em forma matricial, escreve-se:
(D — wl)x%) = [(1 = w)D + wU]x* =1 4 wb

onde D = diag(ai1, a2, - - -, @nn),

0 0 0 —ap ... —ain
—ao1 0 0

*an—1,n

—an ... —ann-1 0 0 0
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Método SOR

e Assim, a iteragdo do método SOR pode ser escrita na forma:

[ x9 = T xk=1) 4 ¢, }

To=(D-wl) ' [(1 —w)D+wl], cy=wD—-wl)™'b

e Essa forma matricial da iteragdo do método SOR é Util para mostrar alguns resultados
tedricos de convergéncia, estudando propriedades da matriz T,,,.

onde

e Uma questao importante é: como escolher o valor apropriado de w para acelerar a
convergéncia de GS? Nao existe resposta completa no caso geral, mas existem
resultados para casos particulares.
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Método SOR

Teorema (Kahan): Se a; # 0 paratodos i =1,2,...,n, entdo o método SOR pode convergir
apenasse 0 < w < 2.

Teorema (Ostrowski-Reich): Se A for definida positiva, e se 0 < w < 2, entdo o método SOR
converge para todo vetor inicial x(%) (A € R"*" & definida positiva < (Ax, x) > 0 para todos
x #0, x € R

Definicao (raio espectral): A € R"*", entdo p(A) = max{|A1],...,|\n|} é 0 raio espectral de
A, onde {\1,...,\n} s@o os autovalores de A.

Teorema: Se A € R™ " for definida positiva e tridiagonal, entdo p(Ty) = [p(T;)]? < 1, onde
p(Tq) é o raio espectral da matriz do método de GS, e p(T;) o raio espectral da matriz do
método de Jacobi (isto &, com as iteragdes x(K) = Tyx(k=1) + g5 e x(*) = Tjx(k=1) 4 ¢;, com
Tg=(D-L)"",cg=(D—L)""be T = D~'(L+ U), ¢; = D~'b). A escolha 6tima de w
para o método SOR ¢é neste caso:

we 2 etemos p(Tw) =w—1<p(Tg) = [p(T))]?

T TR

Observacgao: Este teorema mostra que a convergéncia de SOR é mais rapida que GS para
essa escolha de w.
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Método SOR

Exemplo: Consideramos a matriz tridiagonal

4 3 0
A=13 4 1
0 -1 4

Podemos mostrar que A é definida positiva (exercicio - mostre que as submatrizes principais
de A tém determinantes positivos). Depois calculamos

14 0 01[0 -3 0 0 -075 0
T,=D'(L+U)=|0 1/4 o0||-3 0 1|=|-075 0 0,25
o 0 1/4||0o 1 o0 0 0,25 0
Temos det(T; — Al) = —A(A2 — 0,625), entdo p(Tj) = /0,625 e

2 2
w = = ~1,24.

1y 1—[p(T)2  1+/1-0,625

Entéo o teorema indica que a escolha w =~ 1,24 no método SOR fornece uma convergéncia
mais rapida que GS para a resolugao de sistemas lineares Ax = b com a matriz A dada acima.
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