MAP3122: Métodos humeéricos e aplicacoes
Quadrimestral 2022

Antoine Laurain

Aritmética de ponto flutuante



Introducao

e Aritmética no computador # aritmética tradicional

o Numeros como v/3 ou 7, que tém uma infinidade de digitos, ndo podem ser
representados exatamente no computador
—> aproximagoes que geram erros de arredondamento.

Exemplo 1: Seja f(x) = %

obtemos f(10~°) = 0 — errado!

, deveriamos ter f(10~%) ~ 1. Usando Matlab ou Python

. 2
Usando trigonometria, podemos escrever f(x) como f(x) = (%) . Usando esta expressao,
Python fornece f(107%) = 1 — o resultado numérico depende da express&o!

Exemplo 2: Para todos k € R temos (345 + 10%) — 10X = 345. Usando Python , obtemos

(345 +10'%) —10"° = 345
(345 +10'%) — 106 = 344
(345 +10'7) — 10" = 352
(345 +10'®) — 10"® = 384
(345 +10"%) — 10" = 0.

A explicagdo deste fénémeno é que para k grande, (345 + 10%) néo esta representado
exatamente no computador.



Exemplo 3: Usando Python calculamos
1234 x (0,1+0,140,1—0,3)"/10 =29 22,

mas o valor exato é 0!

— o computador ndo consegue representar 0, 1 e 0, 3 exatamente, por isso ele calcula
0,140,1+0,1—-0,3=5,55x 10~17. Este erro pequeno é amplificado extremamente,
quando a décimma raiz é calculada.

Questoes:
e Como o computador armazena ndmeros?
e Como o computador faz operagoes basicas?
e Como os erros de arredondamento sao amplificadas?



Numeros com ponto flutuante

Computadores usam numeros com ponto flutuante da forma:
X = (71)8102010—1023(1 + f10)7

S10, C10, fio S80 niUmeros em base 10:
e 519 = indicador de sinal (1 bit)
e Cyo = caracteristica (11 bit)
e fip = mantissa (52 bit)
e total: 64 bits usados

Observagoes:
e Essa representacao permite representar ambos nimeros grandes e pequenos.
e Arepresentagado é Unica pois 1 < 1+ fig < 2.
e (g satisfaz —1023 < ¢yg — 1023 < 1024, isto € 0 < cg < 2047.
e 52 digitos binarios < 16 a 17 digitos decimais.

O computador armazena s1g, C1o, fip Usando o nimero binario:

[ s2 c fa |
| M—

1bit 11bits 52bits




Numeros com ponto flutuante

Observagoes:
e Alem destes nimeros, tém dois valores +0 e —0 para zero, duas infinidades +oco € —co,
e NaN (not-a-number).
e Chama-se IEEE-standard 754 (de 1985) para aritmética de ponto flutuante (em dupla
precisao).
e |IEEE = Institute of Electrical and Electronics Engineers.

Exemplo: s, =0,co=10...011, £, = 101110010001 0...0
N—— N——
8 vezes 40 vezes

e A correspondéncia entre ¢, (na base 2) e cyg (na base 10) é:

Cclo=1x2"040x2°+... 40x22 41 x2' +1x2°=1024+2+1=1027
e A correspondéncia entre £, (na base 2) e f;g (na base 10) é:

fio=1x27 1 40x2 24 1x2 3 124 1x2 0 1x27 84 127240+ .. 4 0
N e’

40 vezes
e Assim [s2 ¢ 2] representa o nimero decimal

(—1)102%0- 183 (1 4 fyo)

1T 1,1 11 1
— (—1)0 x 210271023 (1 [T L T 7> = 27,566406256
(=17 278716 "32 " 256 " 208



Numeros com ponto flutuante

e Se um namero x nao é exatamente da forma (—1)5102¢10—1023(1 | ), ele precisa ser
arredondado.

e O epsilon da maquina eps € o menor nimero que somado a 1 produza resultado diferente
de 1, depois do arredondamento.

e Em Python com dupla preciséo, eps = 2752 ~ 2,22 x 10— 16
— entdo nimeros com até 15 decimais podem ser armazenados exatamente.

e menor numero positivo que pode ser representado:

—1023 —52 . 10—308
Xmin = 2 x(1+ 2 )~ 10
£,=00...001

e maior numero positivo que pode ser representado:

Xmax = 21924 x (1 +1 — 2752) ~ 1098
N e’
fo=11...11



Erros de arredondamento

e Para simplificar a apresentag@o, vamos usar uma forma normalizada de ponto flutuante
decimal: £0,did>...dx x 107 com1 < d; <9,0< d;<9parai=2,3,...,k
(precisamos de d; > 1 por causa da unicidade da representacao).

e Qualquer nimero real positivo y pode ser representado por:
y=0,dids>... dkdk+1 ... x10".
infinidade de digitos

e Definimos f/(y) = ponto flutuante correspondente a y.

o Existém 2 métodos para definir fl(y):
1. Truncamento: fl(y) = 0, dids . .. dc x 10", isto &, truncamos todos os digitos de y a partir de

kg1
2. Arredondamento para baixo: fi(y) = 0, did» . . . dx x 10" se dk.1 < 5, ou arredondamento para
cima: fl(y) = 0,dids . .. (dk + 1) x 107 se dky1 > 5.

Exemplo: 7 = 0,314159265 - - - x 10'

fi(x) = 0,31415 x 10’ (truncamento)

ou fi(z) = 0,31416 x 10" (arredondamento para cima)

e Erro absoluto = |x — fI(x)|

e Erro relativo = X= ﬂl( ) para x # 0.



Aritmética computacional

As operagdes (1), (=), (x), (%) so as 4 operagbes basicas da aritmética computacional:

XDy = fI(H(x) + AI(y)) x(D)y = fi(fi(x) — fi(y))
x(X)y = f(fi(x) x fi(y)) XXy = A(fi(x) + fi(y))

Exemplo: x =5/7, y = 1/3, truncamento em 5 digitos. Estes erros sdo razoaveis pois a
precisdo depois da operagao é aproximadamente 10~2 (5 digitos), isto é, da mesma ordem
que o truncamento.

Aritmética tradicional | Aritmética ponto flutuante | Erro absoluto | Erro relativo
| x()y =0,10476 x 10" | 0,190 x 10~ | 0,182 x 10~*

X+y=

X—y=

Nle [N

| x(H)y =0,38095 x 10° | 0,238 x 1075 | 0,625 x 105

Exemplo: as operagdes (+),(—) néo sao associativas nem distributivas. Por exemplo, usando
arredondamento em 3 digitos:

(4,26(+)9,24)(+)5,04 = 13,5(+)5,04 = 18,5
4,26(1)(9,24(1)5,04) = 4,26(+)14,3 = 18,6



Aritmética computacional

Definigao: Dizemos que p* aproxima p com t algarismos significativos se t > 0 é o maior
inteiro tal que

lp—pl <5x 107"
Pl
Exemplo (perda de significancia):
Valores exatos | Valores com arredondamento para 4 digitos
x; = 0,10024 \ % = 0,1002
X2 = 0,10011 | X2 = 0,1001
X1 —x =0,13x 1073 | % —X =0,1x10"3

A diferenca X; — X2 € calculada exatamente. No entanto, ha uma forte amplificagao do erro
relativo, pois B
Pe =%l 4y 10-4
%]
mas oL

[(%1 — %) — (x1 — x2)|

~2x10".
[x1 — Xo|

Entao X; aproxima x; e Xz aproxima x» ambos com t = 4 algarismos significativos, mas
(%1 — X2) aproxima (x; — x2) com apenas t = 1 algarismo significativo. Este fenébmeno
chama-se perda de significancia.

— melhor evitar a substragao de dois nimeros aproximadamente iguais.

— este nimero pode ser amplificado depois pela multiplicagao por um nimero grande.



Conclusao

e A aritmética computacional nao é exata.

e Pequenos erros vao se adicionando e podem levar a erros significativos, quando temos
uma grande quantidade de operagoes.

e Métodos numéricos que sdo matematicamente equivalentes podem levar a resultados
diferentes.

— escolher o método que produz menos erros de arredondamento, se for possivel.
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