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Raizes de equacoes

e Em muitas aplicagdes precisamos resolver equagdes da forma f(x) = 0, onde f : R" — R
€ uma fungao continua.
e Uma solugao x* da equagao f(x) = 0 se chama raiz ou zero da fungéo f.
e Veremos métodos para o caso em que n = 1.
Exemplo: Estes métodos serdo Uteis para encontrar zeros de fungdes reais f : I CR — R
dificeis de serem calculados analiticamente, tais como

1 — tan(x
(@5x" =3x8 +x¥ —1=0 (0) x — <) = 0para0 < x < 2 (c)ﬁparaogxgt
Vi1—x2
Figura: Em geral, é dificil determinar de forma analitica zeros de fungdes que sdo polinémios de alta ordem
ou fungdes nao lineares.
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Algorithm 1: Método da bissegao

Entradas:
e Os extremos a, b € R e uma fungéo f : [a, b] — R continua.

o Valores f(a) e f(b) satisfazendo f(a)f(b) < 0.
e TOL uma tolerancia e ITMAX um nimero maximo de iteragoes.
Saida : x* € [a, b] tal que |f(x*)| ~ 0

Definaéy =a,n =bek=1;
Enquanto k < ITMAX e |xx — xx_1| > TOL faca
Calcule X, = ék%;
se f(xx)f(¢x) > 0 entao
| Lrsr < Xk € Myt < I
senao
| Mgt < Xk € Lyyq < L
fim
k— k+1
fim

Observagoes:
e fcontinua e f(a)f(b) < 0 = existe pelo menos uma raiz.
e Se f tem mais de uma raiz, o algoritmo vai escolher uma.
e |xx — xx_1| < TOL é um critério de parada. Critérios alternativos séo: |f(xx)| < TOL ou
‘Xkl_i“ < TOL (para xx # 0).
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Método da bissecao (pesquisa binaria)

Atencao! O critério de parada |f(xx)| < TOL pode levar a alguns problemas.
Exemplo: Para f(x) = (x — 1)1, tem-se a raiz x* = 1. Se definimos x = 1 + £, temos

1 _
f(x¢) = 70 < 1073 parak >2
mas |x* — xx| < 1073 exige k > 1000 iteragdes para o método da bissegao.
Observagao: /TMAX é (til para evitar um loop infinito.

f(x1) <0 f(x2) <0
1 //b WV W Y N 18 it. f(&) <0 24 jt, f(ég) <0
\/ \// q,// Q,// //$ == lo = X4 = l3=Xp
v ¥ o
N A

7 + +
f | 2 4 6 b=r f(x3) < 0 f(xe) > 0
(Xl)1 32it.{ f(¢3) <0 42it.< f(4g) <0
= ly = X3 = I's = X4

Teorema (Taxa de convergéncia para o método da bissecdo): Seja f € C%([a, b]), com
f(a)f(b) < 0. O método da bissegio gera uma sequéncia {xx}7° , que converge para uma
raiz x* de f, com a taxa b

—a

o (k=1).

X — x| <




Método da bissecao (pesquisa binaria)

Demonstracao do teorema: Temos

Ly
rkka:rkf—kzk

k+1 — Lkyq = § oU

L+
X — bk = St g =

~ re—4~ rn—~¢ b—a
ENntao ri1 — b = A58 = 5 = 258,
Xk x*
e e L
7 3

_ k=%

2

Ik—4k
.

Como x* € [k, rk], Yk = 1 pois f(£) e f(ry) tém sinais opostos, temos

L + 1
Ko — x— x| <

X, =
K 2 2

rk — Lk

_b-a
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Método da bissecao (pesquisa binaria)

Exemplo: Seja f : [1,2] — R com f(x) = x3 + 4x® — 10. Determinar o nimero minimo de
iteragbes necessérias para resolver f(x) = 0 com uma precisdo de 103, isto &, queremos
|xk — x*| < 1073, com f(x*) = 0.

Solugao: Para garantir essa precisao, usando o teorema de convergéncia para o método da
bisse¢ao, precisamos encontrar k tal que (usando b —a = 1)

b—a

o <107% = log;g(27%) < log1o(107°)

X — x*| <

= —klogip(2) < -3 = k> 8 9.96.

~ logio(2)
Assim, 10 iteragdes assegurardo uma aproximacdo com precisao 10—3. Na prética, obtemos
x* = 1,365230013 (considerando 9 casas decimais) e |Xg — x*| < 10—* < 10—3. Ja obtemos
a precisdo 103 na iteragéo 9.



Método do ponto fixo
Pontos fixos

e Dizemos que x* é um ponto fixo de g <= g(x*) = x*.
e Achar pontos fixos equivale a procurar raizes de fungoes.
Conversao de um problema de ponto fixo para um problema de raiz.

Seja g(x) dado e x* um ponto fixo de g. Definimos
f(x) == x—g(x) entdo x* = g(x*) < f(x*)=0.
Conversao de um problema de raiz para um problema de ponto fixo.
Seja f(x) dado e x* uma raiz de f. Definimos
g(x) = x + a(x)f(x), com a(x) # 0 Vx entdo f(x*) =0 < x* = g(x*)

Para métodos numéricos, queremos converter problemas de achar a raiz em problemas de
ponto fixo.

Exemplo: Dado g(x) = x? — 2 para x € [-2,3]. Tem-se g(—1) = —1 e g(2) = 2 portanto, a
fungdo g tém dois pontos fixos. Graficamente, os pontos fixos sdo as intersegdes do grafico de
gedaretay = x.




Teorema de existéncia e unicidade de ponto fixo

Teorema:
(@) SegeC(la b])eg(x) € [a b] Vx € [a, b], entdo g tem um ponto fixo em [a, b].

(b) Se, adicionalmente, g’(x) existe Vx € (a, b) e uma constante real positiva k < 1 existe tal
que |9’ (x)| < k, Vx € (a, b), entdo o ponto fixo em [a, b] é Unico.

o F---=-----
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Teorema de existéncia e unicidade de ponto fixo

Demonstragao do teorema de existéncia e unicidade de ponto fixo:
(a) Se g(a) = aou g(b) = b, entdo g tem ponto fixo.

=

Se nao, entdo g(a) > ae g(b) < b pois g(x) € [a,b] Vx € [a, b]. A fungao

h(x) = g(x) — x é continua em [a, b] com h(a) = g(a) —a > 0e h(b) = g(b) — b < 0.
Pelo teorema do valor intermediario, entao existe p € (a, b) tal que

h(p) =0 = g(p) = p ponto fixo de g.

Se, adicionalmente, |g’(x)| < k < 1, Vx € (a, b). Suponha que p e q sejam ambos
pontos fixos em [a,b]. Se p # g, o teorema do valor médio estabelece que

=g

3¢ € (p, g)(ou em (g, p)) tal que w

q
Assim,
lo—ql=19(p) —9(a)| =19'(€)I - Ip— gl < klp—q| < |p—q| (Contradicéo!)

Portanto a hipétese p # g ndo pode ser verdadeira, entdo p = q e concluimos que o
ponto fixo é Unico.



Teorema de existéncia e unicidade de ponto fixo

Exemplo: Se g(x) = XZT—1 em [—1, 1] entdo
e O minimo absoluto de g(x) em [—1,1] é parax = 0,
e O maximo absoluto de g(x) em [—1,1] é para x = +1,

9(0) = 1.
g(£1) =

= g(x) € [—%,o} C [-1,1],vx € [-1,1].

0

Como g é continua entdo |g’(x)| = |%"| < % em [—1,1]. Nestas condigdes, g satisfaz as
hip6teses do teorema, e tem um unico ponto fixo em [—1, 1].

e Esse ponto fixo é solugao de

= x2-3x-1=0

3—-+v13 ~ .
= X = — (outra solugao esta fora de [—1, 1]).
* X = % € um outro ponto fixo em [3, 4], mas g nédo satisfaz as hip6teses do teorema
em [3,4].

Isto mostra que as hipéteses do teorema sao apenas suficientes, mas ndo necessarias, para
garantir um ponto fixo.



Método de iteracao de ponto fixo

e Para aproximar um ponto fixo x* de g, geramos uma sequéncia usando a
iteracao de ponto fixo seguinte (xg € dado):

X1 = g(Xk), Vk > 1.

e Sex, — Xegcontinua, entdo
k—+o0
X= lim x. = lim Xy = lim  Xx,_ = X
im_ Xk k%ﬂog( k—1) Q(kﬁﬂo k—1) = 9(X)

—> X =g(X) éum ponto fixo de g.

Interpretagao geométrica:

g(x1)

o) |- Fs
gx*) p-----

gx) | ----- oY 9(x)
9(x0) |-~~~




Método de iteracao de ponto fixo

Exemplo: A fungéo x3 4 4x2 — 10 = 0 tem uma Gnica raiz em [1,2]. H4 uma infinidade de
maneiras de transformar esta equagdo em uma equagao do tipo g(x) = x. Mas tem poucas

equagdes g(x) = x que vao gerar uma sequéncia x; que converge rapidamente para um
ponto fixo.

Exemplo:

(@) Para x = g1(x) = x — x3 — 4x® + 10, a sequéncia xx,.1 = g1(xx) € divergente!
1/2
(b) Para x = go(x) = (% - 4x> / , a sequéncia xx nao é bem definida pois aparece a raiz
de um nimero negativo em alguma iteragao.

(c) Para x = g3(x) = % (10— x3)1/2, X, converge em 30 iteragoes.
10 \'/? i 5
(d) Para x = g4(x) = (m> , Xx converge em 15 iteragoes.

3 2 - “ . . ~
(e) Se x =gs(x) =x— X;{‘%B‘X‘O, entdo a sequéncia x, converge em 4 iteragdes.

P A raiz correta é x* = 1.365230013 com 9 casas decimais exata.
> Inicializagdo xop = 1.5.
» O método (e) chama-se “método de Newton”, ele é o mais eficiente.



Método de iteracao de ponto fixo

Teorema (convergéncia do método de ponto fixo): Suponhamos g € C'([a, b]), com
g(x) € [a, b] para todo x € [a, b]. Se existe M € R tal que

lg'(x)] <M <1, Vx e [a,b]

entao, para todo Xxp € [a, b] a sequéncia xx.1 = g(Xx) converge para x*, onde x* é o ponto
fixo Unico de g em |a, b].

Demonstracao: Sob essas hipdteses o teorema de existéncia e unicidade disse que o ponto
fixo x* é Unico em [a, b]. Temos xx.1 = g(Xk) € [a, b] (ver hipbteses). Por indugao, se
Xo € [a, b], entdo xi € [a, b], Vk > 1. Depois temos

P = x*| = 19(xk—1) = 9(x7)
<G ()] - [Xk—1 — X*| < Mlxe_q — x*].
L’\
A desigualdade acima é consequéncia do (TVM) para & € [a, b]. Portanto,

X« —x* | < MKxg—x*| — 0
pois M < 1
= lim X, = x".

k—+o0



Método de iteracao de ponto fixo
Corolario: Temos as estimativas de erro seguinte (com xg € [a, b]):
1. |xk — x*| < MK max{xo — a,b — xo}, Vk > 1.

k
2. |x — x*| < Mplxi — xol, Yk > 1.

Demonstragao: Ver Burden-Faires, capitulo 22, Corolario 2.4.

Observacao: A taxa de convergéncia depende de MK, entdo quanto menor for M, mais rapido
sera a convergéncia.

Exemplo: Voltamos ao exemplo anterior com a equagao

x34+4x2-10=0, em[1,2], x* =1.365230013

(@) lg;(x)| > 1Vx € [1,2] e a sequéncia x, diverge.
(b) |g5(1.365)| ~ 3,4 e a sequéncia xx ndo converge.
() lg5(x)| < 0.66 em [1,1.5] e a sequéncia xx converge em 30 iteragdes.
d) |g;(x)| <0.15em [1,2] e a sequéncia x4 converge em 15 iteracdes.
)

Newton. Para este caso precisamos de mais ferramentas para analisar a convergéncia.



Método de Newton
o feC%(a b))
e Expanséo de Taylor em torno de X:

(x=%)

f(x) = f(X) + (x = X)f (%) + ’ "'(&x) com & € [x, X]

e Seja x* uma raiz de f. Suponhamos |x* — X| ‘pequeno”e f'(X) # 0. Entdo escolhendo
X = x* obtemos
(x* = %)?
2

=o(|x* —])

f(x*) =0 = f(X) + (x* — %) (%) + ' (&x+) com &xx € [x*, K]

e Anotagédo Landau (x* — X)? = o(|x* — X|) quer dizer “(x* — X)? é negligivel com respeito
a|x* — X|”. Aqui (x* — %)% = o(|]x* — X|) pois |x* — X| & “pequeno”.

e Assim podemos “descartar” o termo @f”(gx*) e obtemos entao a aproximagao
0 =~ f(X) + (x* — R)f'(X)

e Reorganizando os termos, obtemos a aproximagéo seguinte para x*:

('suponhamos f'(X) # 0)




Método de Newton

Essa aproximagao de x* é a base do método de Newton para aproximagao numérica de raizes
de equagoes. Vamos definir a iteragcao de Newton como

_ fx)
f'(xk)’

Xki1 = Xk parak >0

A convergéncia de x, para x* pode ser extremamente rapida.

y

tangente a curva (x, f(x))
em (Xo, f(Xo))

[




Método de Newton

e Vantagem do método de Newton: a convergéncia pode ser muito rapida.

e Desvantagem do método de Newton: se o ponto inicial X ndo estiver proximo o
suficiente da solugdo x*, pode-se perder a convergéncia rapida, e as vezes x, pode até
divergir.

Teorema: Seja f € C?([a, b]). Se x* € [a, b] satisfaz f(x*) = 0 e f/(x*) # 0, entdo existe
§ > 0 tal que o método de Newton gera uma sequéncia {xi }¢>1 tal que x, — x*, para
qualquer ponto inicial Xy € [x* — &, x* + J]. B

Demonstragao: ver Burden & Faires, Andlise Numérica, capitulo 2.3, Teorema 2.5

Observagao: Este teorema garante a convergéncia do método de Newton se o ponto inicial xg
for suficientemente perto da solugao x*. Porém, o intervalo [x* — §, x* + &] pode ser
arbitrariamente pequeno. Isso quer dizer que as vezes a convergéncia quadratica acontece
apenas comegando muito perto da solugao x*. Na pratica é dificil determinar este 4.



Método de Newton

Exemplo: Seja f(x) = arctan(x), obviamente a (nica raiz de f & x* = 0. E possivel mostrar
que se o ponto inicial xy satisfaz a condicao

2[Xo

arctan(|Xxp|) >
(o) > =7

entdo a sequéncia {xx }x>1 gerada pelo método de Newton satisfaz |xx| — co € {|xk|}k>1
diverge. Isso acontece neste exemplo quando nao comegamos suficientemente perto da
solugao x* = 0.

A solugao de arctan(|xo|) = 2

ng‘ fica entre 1.391 e 1.392, e de fato observamos
0

numericamente que xix converge para x* quando |xg| < 1.391, e diverge para |xp| > 1.392.
Entao o teorema acima provavelmente pode ser aplicado para 6 < 1.392.




Ordem de convergéncia

Definicao (ordem de convergéncia): Seja x, — x* com xx # x* paratodo k > 1. Se
existem constantes A > 0 e « > 0 com

i X1 — X+ _
k—oo |X — X*|

entao x, converge para x* de ordem a com erro asintético constante .

Casos importantes:
e Se a =1e )\ < 1entdo x, converge linearmente.
e Se a = 2 entdo x, converge quadraticamente.

Observagao: A convergéncia quadratica € muito mais rapida que a convergéncia linear.



Ordem de convergéncia

Exemplo: Consideramos as sequéncias

N 1 ok
Xk:<2) ° ”:(2) '

Claramente x, — x*

0e yx — y* = 0. Calculamos

lim

Wit = x| o el AN
k— o0 ‘Xk—X*| k— o0 ‘Xk| k— o0 2k+1 2’

Entdo o = 1, A = 1/2 e x, converge linearmente. Calculamos também

_ oy 2 2k
lim Wt =1 el i 2 -1
k— o0 |yk — y*‘z k— oo ‘yk|2 k— o0 22k+1
Entdo a = 2 e y, converge quadraticamente.
k| 1| 2 | 3 | 4 | 5 | 6
Xk \ 0.5 \ 0.25 \ 0.125 \ 6.25 x 102 \ 3.13 x 102 \ 1.56 x 102

Yk | 0.25 | 0.0625 | 3.91 x 1073 | 1.53 x 1075 | 2.33 x 10710 | 5.42 x 10~20

Observamos nesta tabela que a convergéncia quadratica € muito mais rapida que a
convergéncia linear.



Ordem de convergéncia do método de Newton

Teorema (convergéncia do método de Newton): Seja f € C?([x* — §, x* + d]).
Suponhamos f(x*) = 0, f'/(x*) # 0, e existe A > 0 tal que

f”(X)
()

Se |xp — x*| < min{6, A~"} entdo x, — x* quadraticamente, onde xx € a sequéncia gerada
pelo método de Newton, isto é:
(%)

()

<A, X,y € [x* — &, x* +4].

Xk+1 = Xk

21



Convergéncia global para métodos de ponto fixo e precisao
pré-fixada

Neste capitulo, vamos ver casos particulares onde a sequéncia x,.1 = g(xx) sempre
converge para o ponto fixo x*, e neste caso vamos parar as iteragdes quando obtemos uma
precisao pré-fixada 4.
Teorema (convergéncia global do método de Newton): Seja f € C?([a, b]), a < b
satisfazendo

e f(a)f(b) <0

e f'(x) A0Vx € [a,b]

o f/(x) Z0Vx € [a,b]

Entéo para toda inicializagéo xp € [a, b] satisfazendo f(xp)f" (xo) > 0, a sequéncia x é
monotdnica e convergente para o Unico zero x* de f em [a, b].

22



Este teorema pode ser dividido em quatro casos em fungéo dos sinais de ' e .

i i N
+ —> X + —> X
a b a
(a) Caso f > 0,f" >0, (b) Caso f' < 0,f” <0,
Xp € [x*,b] = f(x0)"" (%) > 0e Xg € [x*,b] = f(x)f"'(xg) > 0e
Xy decrescente. Xy decrescente.

y y

.\x* /\ N

a\/b > X é/x* b > X

(c) Caso ' < 0, "' >0, (d)Caso f’ >0, <0,
Xo € [a, x*] = f(xg)f"(x0) > 0e X0 € [a,x*] = f(xo)f"'(xg) > 0e
Xy crescente. Xy crescente.

23



Convergéncia global para métodos de ponto fixo e precisao
pré-fixada

Teorema (convergéncia global para método de ponto fixo): Suponhamos g € C'([a, b]) e
g tem um Unico ponto fixo x* € [a, b]. Suponhamos também que |g’'(x)| < k < 1Vx € [a,b] e
definimos a iteragao xx,1 = g(xx).- Entdo x, — x* e temos a seguinte propriedade, com a
inicializacéo xp € [a, b]:

1. Se xp < x1 < Xp, entéo {xx}2, é crescente.

2. Se xo < x4 < X, entdo {xx}32, € decrescente.

3. Se Xy < Xp < X1, entdo x* € [Xax, X2x+1], VK > 0. A sequéncia {x } k>0 & oscilante.
4. Se x4 < Xp < Xp, ent&o x* € [Xax41, Xox]|, VK > 0. A sequéncia {x } k>o € oscilante.

Observagao: Este teorema mostra que basta calcular xg, x1, Xo para saber se x, é crescente,
decrescente, ou oscilante.

24



Algoritmo de ponto fixo com precisao pré-fixada para sequéncias
oscilantes

Algorithm 1: Algoritmo de ponto fixo com precisao pré-fixada para sequéncias oscilantes

Input: uma preciséo desejada ¢ > 0, um numero maximo de iteragdes /Tmax
Output: xi_ ¢
k =0;
while k < ITmax do
Calcule Xk1 = g(Xk);
if Xk — xk11] < ¢ then
| STOP;
else
| k< k+1;
end
end
return X 1

Observagao: Este algoritmo funciona apenas para sequéncias {xi }x>q oscilantes. O
resultado X1 deste algoritmo satisfaz |xx,1 — x*| < &, devido ao teorema de convergéncia
global para método de ponto fixo considerando o caso de sequéncias oscilantes. Entdo xj 1
aproxima x* com uma precisao desejada 4.

25



Algoritmo de ponto fixo com precisao pré-fixada para sequéncias
crescentes
Algorithm 2: Algoritmo de ponto fixo com precisao pré-fixada para sequéncias crescentes

Input: uma precisdo desejada ¢ > 0, um numero maximo de iteragdes /Tmnax, uma fungéo
#(x) = g(x) — x
Output: X = x4+
k=0;
while k < ITmnax do
Calcule X1 = g(xk);
if ¢(Xc11 +26) > 0 then
| k< k+1;
else
| STOP;
end
end
return X = xy1 + 9

Observagao: A ideia deste algoritmo é que xx < x* para todos k > 1, isto é, a sequéncia
{Xx }k>0 esta “a esquerda” da raiz x*, e temos ¢(xx) = g(Xk) — Xk = Xk+1 — Xk > 0 pois a
sequéncia xi € crescente. Entdo, enquanto ¢(x,1 + 28) > 0 continuamos o calculo das
iteragdes, mas uma vez que ¢(xx.1 + 26) < 0, isto quer dizer que X, 1 + 25 esta “a direita” da
raiz x* e paramos o algoritmo pois a raiz pertence entao a [Xy1, Xk+1 + 20].

Observacao: Este algoritmo funciona apenas para sequéncias {xx }x>o crescentes. Pode se
mostrar que o resultado X = xx1 + ¢ deste algoritmo satisfaz |[X — x*| < §. Entdo X aproxima
X* com uma precisao desejada 4.
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Algoritmo de ponto fixo com precisao pré-fixada para sequéncias
decrescentes

Algorithm 3: Algoritmo de ponto fixo com precisdo pré-fixada para sequéncias decrescentes

Input: uma precisdo desejada § > 0, um numero maximo de iteragoes /Tmax, uma fungao
B(x) = g(x) — x
Output: X = x4 —
k =0;
while k < ITnax do
Calcule xx 1 = g(xk);
if (X1 —20) < 0 then
| k< k+1;
else
| STOP;
end
end
return X = x4 — 9

Observacéo: Este algoritmo funciona apenas para sequéncias {xx }x>o decrescentes. Pode
se mostrar que o resultado X = x, 1 — ¢ deste algoritmo satisfaz |[X — x*| < §. Entao X
aproxima x* com uma precisao desejada 4.

27



Método de Newton com precisao preé-fixada

Os Algoritmos 1,2 e 3 podem ser usados também para o método de Newton, pois ele é
também um método de ponto fixo da forma:
X1 = g(Xk)

com
_ f(x)
f'(xk)

f(x)
7(x)

9g(Xk) = Xk

Entéao temos
6(x) = g(x) = x = —

no Algoritmo 2 e no Algoritmo 3.
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