Resolucao da Prova P3 de MAT-121

(1) (2,0 pontos) Determine os pontos de méximo e minimo da funcao f(z,y) = 22 + y* no
conjunto compacto D = {(z,y) : 2* + 3y < 12,y > 0}.
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(I) Comecemos procurando candidatos a pontos extremantes no interior da regiao D.
Sao os pontos que anulam as derivadas parciais da funcao.

of of
Temos: —(z,y) =4x e —(x,y) = 2y.

g ) 6y( y) =2y
edr=0e2y=0 « x=y=0. 0 ponto (0,0) nao est no interior de D, mas pertence a
fronteira de D. Portanto, ¢ um candidato a ponto extremante.

Agora vamos procurar os candidatos que estao na fronteira de D, que é formada por um arco
de pardbola e um segmento.

(II) Consideremos o segmmento definido por y = 0, com —2v/3 < z < 2¢/3.

Para y = 0, a fungao f fica z = f(x,0) = 222, que tem ponto de minimo para x = 0 e ponto
de méximo em —2+v/3 e 21/3. Portanto, os candidatos obtidos deste segmento sdo os pontos

(0,0), (—2/3,0) e (2¢/3,0).
12 — 22

(ITT) Consideremos o arco de pardbola y = —5 com —2v/3 < x < 2v/3. Na parabola,
podemos usar multiplicadores de Lagrange.

flzy) =227 +y°

g(z,y) = 2> + 3y = 12
Os candidatos estao entre aqueles que tornam os gradientes de f e g linearmente indepen-
dentes. Temos:

{ Vf(z,y) = (4z,2y)
Vy(z,y) = (2z,3)



=0+ 12r—42y=0 < 42(3—y)=0 < zx=0o0uy=23.

dor 2y
2z 3

Temos que 22 + 3y = 12. Dessa forma,

r=0— 3y=12 — y =4, e temos o candidato (0,4).

y=3 = 2249=12 - 22=3 — z =3 ouz = —+3, e os candidatos sdo os pontos
(—v3,3) e (V3,3).

Para saber sobre os pontos de maximo e de minimo, vamos calcular o valor da funcao f nos
candidatos encontrados.

f(z, y) —235 +y?

f( V3,3) =15
f(2¢/3,0) = 24

(0,
f(
f (\/3, 3) =
f(=2v3,0)
pontos de méaximo: (2\/3, 0) e (—24/3,0)
maximo : 24
Conclusao:
pontos de minimo: (0,0)

minimo :



(2) (2,5 pontos) Determine os pontos de maximo e de minimo da fungao f(z,y,z) = 3z + 3yz
sobre a elipse definida por intersecao do cilindro 2% + y? = 1 com o plano z = 3.

Solucgao: a elipse é um conjunto compacto e a fungao f é continua. Portanto, existem pontos
de maximo e de minimo absolutos.

Vamos usar multiplicadores de Lagrange com duas restricoes: 22 +y> =1e z = v.
flz,y,2) =3z + 3yz
g(z,y,2) = 2" +y* =1
hz,y,z)=y—2=0
Vf(z,y,2) = (3,32, 3y)
Temos que ¢ Vg(x,y,z) = (2z,2y,0)
Vh(z,y,z)=(0,1,—-1)

e os candidatos a pontos extremantes estao entre os que anulam o determinante da matriz
cujas linhas sao formadas pelosvgradientes de f, g, h.

3 3z 3y
2¢ 2y 0 | =0 > xy+zxz—y=0
0O 1 -1
Como z = y, a equacdo acima fica 22y —y =0+ y(2xr —1) =0+« y:()oux:%.
Caso 1: y = 0. Como 2% + 3> = 1, obtemos x = —1 ou 2 = 1. Sendo z = y, os candidatos
sdo (—1,0,0) e (1,0,0).
Caso 2: z = 5. De novo, como z* +y? = 1, substituindo z = 1, obtemos y*> = 2, e portanto,

temos os pontos (3, +§, —|—§) e (3, _§, _é)

Calculando a fungao f em tais candidatos, obtemos:

f(1,0,0) =3
f(=1,0,0) = -3
f(@,y,2) = 3x + 3y=z 1 V3 V3, 15
f(,7+£’+£) = — >3
2 2 2 4
gl V3 V15
27 2 2 4
Conclusao:
3 3 1 3 3
pontos de méximo: (*,+£, £) e (5, —£, £)
2 2 2 2 2 2
o 15
maximo: —
4

ponto de minimo: (—1,0,0)

minimo: —3



4
(3) (1,0 ponto) Seja f(x,y) = z®y + ;.

(i) Calcule g(l, 2), sendo @ o versor de 37 — 4;.

o
(ii) De todas as retas tangentes ao grafico da fun¢do f no ponto (1,2, f(1,2)), determine
aquela que forma angulo maximo com o plano zy.

Solucao:

(i) Como a funcao f é diferenciavel, podemos usar a férmula que fornece a derivada direcional
da funo no ponto (1,2) :

of B B
So(L2) = Vf(L.2)e @

L (3,—4) 3 4
T = pr— . —— .
emos que U 3 (5, 5)
4 4
Além disso, Vf(z,y) = (32°y + g,x?’ — yf)

e portanto, V f(1,2) = (8,0).

0 3 4 24
Dessa forma, 02’(1’2) =(8,0) e (5, —5) ==
(ii) A reta tangente ao grafico de f no ponto (1,2, f(1,2)) = (1,2,4) forma angulo maximo
com o plano xy pode ser dada com direcao de vetor

i (0f 9 9 2
ou seja,

(x,y,2) = (1,2,4) + t(8,0,64), te IR.



(4) (2,0 pontos)

(i)

(i)

Seja 2 = f(z,y) uma funcgao diferencidvel tal que f(£3,¢* +2) = t* — 3t + ¢ e

0 1 -1

8{(1’3) = —\/2, para @ = (E’ ﬁ) Determine o plano tangente ao gréafico de f
U

no ponto (1,3, f(1,3)).

Solugao:

Temos que

fB3 2 4+2) =t —3t* + ¢ (*)

Para t = 1, obtemos f(1,3) = —1.
Derivando ambos os membros de (*) em relagao a t:

Of 15 2, Of 3 3
— (7,1 1).3t — (7,1 1).2t =4t -6t + 1
S+ 136+ 2L ) +
Fazendo t = 1. obtemos a equacao
of of

1,3).3+ ==(1,3).2= -1 1
Tuas+ s O

1 -1

A derivada direcional de f no ponto (1,3) na diregao do vetor 4 = (—2, ﬁ) vale —v/2.

Como f é diferenciavel, temos que

L (1,8). 5 + 9L (1,8).(~ ) =~V

V2 9y V2
e portanto,
of of
(13 = 5, (1) =2 @)
of

0
Designando 8f(1’ 3) = (1,3) = (3 e reescrevendo as equagoes (1) e (2), ficamos
T

com o sistema
3a+ 26 =—

a—f=-=2
quenosda a=—-1e [ =1.
O plano tangente ao grafico da funcao f no ponto (1,3, f(1,3)) é
z=f(1,3) = a(zr — 1) + B(y — 3), isto ¢,
z=—-14+(-1)(z—-1)+1(y—3) ou z—y+2z+3=0.

Seja S o elipséide definido por 2%+ 3(y —2)?+ (2 +2)? = 5. Determine o plano tangente
a superficie S no ponto (1,3, —1).

Solucao:

O elipsdide ¢ superficie de nivel 5 da fungao g(z,y,2) = 22 +3(y —2)* + (z +2)* e o
ponto (1,3, —1) é um ponto desta superficie.

Temos que Vg(z,y,z) = (22,6(y — 2),2(z + 2)), e portanto Vg(1,3,—1) = (2,6,2).
Logo, a equacao do plano é

20 —-1)+6(y—3)+2(2+1)=0 ou z+3y+z—9=0.



(iii) A curva vy tem o trago contido na interse¢ao do grafico de f (fungao do item (i)) com a
superficie S (do item (ii)). Determine a reta tangente a curva v no ponto (1,3, —1).

Solugao: a curva v tem o trago contido na superficie do elipséide e na superficie dada por
f(z,y)—2z = 0. Logo, o vetor diretor ¥ da reta tangente a curva no ponto (1,3, —1) é normal
aos vetores normais a estas duas superficies. Temos que (2, 6,2) é vetor normal ao elipséide
no ponto (1,3,—1). O vetor (—1,1, —1) énormal ao grafico de f no ponto (1,3, —1). Assim,
v pode ser qualquer vetor paralelo ao produto vetorial dos dois vetores normais citados.

Temos:
i 7k

v=| -1 1 -1 = (8,0,—8)
2 6 2

e a reta tangente pode ser dada por (z,y,z) = (1,3,—1) + #(8,0,—-8), te RR.



(5) (2,5 pontos) Deseja-se construir uma caixa retangular de volume igual a 180m3. O material
da base da caixa custa 2 reais o metro quadrado, e o material da tampa e das faces laterais
custa 3 reais o metro quadrado. Determine as dimensoes da caixa que minimizam o seu
custo.

Solucao:

A base tem medida xy. Como cada metro quadrado custa 2 reais, o preco da base é 2zy.
A tampa tem medida xy e temos duas faces laterais de medida xz e duas faces laterais de
medida yz. Para a tampa e estas faces laterais, cada metro quadrado custa 3 reais.

Logo, o preco é 3xy + 3.(2xz) + 3.(2yz). O custo total é dado por

flx,y, z) = 2zy + 3(zy + 222 + 2yz) = bay + 6xz + 6y=.

Temos o problema de encontrar o minimo da funcao f com a condigao do volume da caixa
ser igual a 180m?.

f(z,y, z) = bry + 6zz + 6yz

g(x,y,z) = xyz = 180

Os candidatos a ponto de minimo deve estar entre aqueles que anulam o produto vetorial de
Vf e Vg. Entao temos:

- - -

i J k xy(bx + 6z) — xz(6x + 6y) =0
S5y +6z br+6z 6xr+6y| =0 < yz(6x + 6y) — zy(by + 62) =0
Yz xz Ty xz(by + 62) —yz(br +62) =0
522y + 6xyz — 6x°2 — 6xyz =0 2?(5y — 62) =0
YRS 6xyz + 6y%2 — bry? — 6ryz =0 <+ y*(6z — 5x) =0
Sayz + 6x2° — dryz — 6yz? =0 22(6x — 6y) =0
Como z,y,z > 0 (pois sdo medidas de lados), concluimos que
oy = 62 5
6z = b e portanto, 5y = 6z = dx, donde resulta y =z e 2z = r
6x = 6y

5
ryz = 180 — xazg:180—> 52° = 6.180 — =z =6. Logo, x =y =6¢ 2z =5 sdo as

dimensoes da caixa que minimizam o seu custo.



