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Consideragdes gerais

Hipdteses

Notacdo

Considere o intervalo [a, b] C R e uma partigdo P
a=xp<x1<---<x,=0>b

cujos pontos x;, 0 < j < n sedo chamados nés.
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Consideragdes gerais

Hipdteses

Notacdo

Considere o intervalo [a, b] C R e uma partigdo P
a=xp<x1<---<x,=0>b

cujos pontos x;, 0 < j < n sedo chamados nés.

Os artistas
Definicao 1.

2
Um Spline Cibico em [a, b] de nés em P é uma fungdo S : [a, b] SR tal
que Sly,_, ] € um polinémio de grau menor ou igual a 3, Vi € {1,...,n}.

v
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Consideragdes gerais

Problema de Interpolacao por Splines ctibicos

O problema

Dados [a, b] C R, uma fungdo f : [a, ] — R tabelada nos pontos de uma
parti¢do P de [a, b]

a=xp<x <---<x,=»>b

com yj = f(x;), 0<j<n
procurar um spline cibico S em [a, b] de nés em P tal que
S(x)=y;, VYie{l,...,n}.
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O espaco dos splines cibicos em [a, b] e nés em P

Lembrancgas de Algebra Linear

Fixe no intervalo [a, b] C R a particdo P de néds
a=xp<x1<---<xp=b.
Sp o conjunto dos splines cibicos em [a, b] e nés em P.

Trivialidade

Fato 1.
Sp € um espago vetorial sobre R

Problema Preliminar

Calcular a dimens3o de Sp.
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O espaco dos splines cibicos em [a, b] e nés em P

Resolve-se o “Problema Preliminar”

Seja S:[a,b] — R em Sp
Q S|, x) & afim;
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O espaco dos splines cibicos em [a, b] e nés em P

Resolve-se o “Problema Preliminar”

Seja S:[a,b] — R em Sp
Q S|, x) & afim;
@ Se S"(xj))=m;, i=0,1,...,nentdo, para 1 </ < n, tem-se

5”(X) = ;:2:11 m; + Xi)i;i)il m;_1, Vx € [X,'_1,X,']
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O espaco dos splines cibicos em [a, b] e nés em P

Resolve-se o “Problema Preliminar”

Seja S:[a,b] — R em Sp
Q S|, x) & afim;
@ Se S"(xj))=m;, i=0,1,...,nentdo, para 1 </ < n, tem-se
5”(X) = XX m; + 22X mi_q, Vx € [X,'_1,X,']

Xi—Xj—1 Xi—Xj—1

@ Como S é de classe C?, integrando a expressio acima duas vezes
resulta que existem reais ¢; e d; tais que, se h; = x; — xj_1:
_ (x=x—1)? xi—x)3
S(x) = 6;7,- m; + ( ’6h,-) mi_1 + ¢ix + d;, Vx € [xi—1, x].
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O espaco dos splines cibicos em [a, b] e nés em P

Resolve-se o “Problema Preliminar”

Seja S:[a,b] — R em Sp
Q S|, x) & afim;
@ Se S"(xj))=m;, i=0,1,...,nentdo, para 1 </ < n, tem-se
5”(X) = XX m; + 22X mi_q, Vx € [X,'_1,X,']

Xi—Xj—1 Xi—Xj—1

@ Como S é de classe C?, integrando a expressio acima duas vezes
resulta que existem reais ¢; e d; tais que, se h; = x; — xj_1:
. 3 )3
S(X) = 6)7771) m; + (X'ﬁhj() mi_1 + cix+ d;, Vx € [X,',l,X,'].
© Portanto:
h? X—Xj_1 3 Xj—X 3
S(X) =& b m; + A mi_1| +cix+d;, Vx € [X,'_1,X,'].
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O espaco dos splines cibicos em [a, b] e nés em P

Resolve-se o “Problema Preliminar”

Seja S:[a,b] — R em Sp
Q S|, x) & afim;
@ Se S"(xj))=m;, i=0,1,...,nentdo, para 1 </ < n, tem-se
5”(X) = XX m; + 22X mi_q, Vx € [X,'_1,X,']

Xi—Xj—1 Xi—Xj—1

@ Como S é de classe C?, integrando a expressio acima duas vezes
resulta que existem reais ¢; e d; tais que, se h; = x; — xj_1:
. 3 )3
S(X) = g;;l) m; + (X’6hj() mi_1 + cix+ d;, Vx € [X,',l,X,'].
© Portanto:
h? X—Xj_1 3 Xj—X 3
S(X) =& b m; + A mi_1| +cix+d;, Vx € [X,'_1,X,'].

Conjectura 1.
dimSp=n+3 J

S \iAP 2220 Splines Cbicos - | 52



Uma base de Sp

A partir da expressdo:
2 ) 3 N\ 3
S(X) = %r |:<Xl;7—1) m; + (X,hix) m,-_1:| 4+ cix+ d;i, Vx € [X,'_1,X,'].
Considere, para k € {0,1,...,n}, um spline ciibico Sy tal que
Sk (xi) = Oik-
Além disso, tome Sp11(x) = x, x € [a, b] e Spy2(x) = 1.
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Uma base de Sp

A partir da expressdo:

2 ) 3 N\ 3
S(X) = h6’ |:<Xl;7—1) m; + (X,hix) m,-_1:| 4+ cix+ d;i, Vx € [X,'_1,X,'].
Considere, para k € {0,1,...,n}, um spline ciibico Sy tal que
Sk (xi) = Oik-

Além disso, tome S,11(x) = x, x € [a,b] e Spya2(x) = 1.
Questao 1.
B = {So(x), S1(x), ..., Sn(x), Snt+1(x), Sn+2(x)} € uma base de Sp? J
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O espaco dos splines cibicos em [a, b] e nés em P

Uma base de Sp

Fato 2.

B gera Sp

Demonstrac3o.

Seja S € Sp e, para i€{0,1,...,n}, faga m; = S"(x;).

Entdo, se R(x) = Z m;Si(x), ¥x € [a, b], da definicdo de S;, vem
R'(x)=m;i=S" ( ) Vi e {0,1,...,n}.

Portanto, S"(x) = R"(x) = Z m;S;" (x), Vx € [a, b] e, pelo teorema
fundamental do célculo, eX|stem ae 6 tais que
S(x)=a+px+R(x)=a+ px+ 2) m;Si(x), Vx € [a, b].

S \iAP 2220 Splines Cbicos - |
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O espaco dos splines cibicos em [a, b] e nés em P

Uma base de Sp

Fato 3.

B € linearmente independente.

Demonstracao.
Sejam ag, a1, - .., an, @n+1, anto reais tais que
n

L(x) = 3 akSk(x) + ant1x + ania = 0, Vx € [a, b].

n

Derive L(x) duas vezes e obtenha L"(x) = > axSk"(x) =0,, Vx € [a, b].

Como, para 0 < i < n, tem-se L"(x;) = aj, - aj =0, Vie{0,1,...,n}.
Assim, L(x) = apt1x + apt2 = 0, Vx € [a, b], portanto
dp+1 = dn42 = 0. L]

v
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Uma base de Sp

Corolario 1.

@ B € base de Sp,
Q dimSp =n+3.

Veja que este resultado afirma que:

Se, para 0 < k < n, Sk(x) é um spline ctibico de nés em P tal que
Sk" (xi) = 0, para todo i € {0,1...,n}, entdo

{So(x), S1(x), ..., Sn(x),x,1} € base de Sp.

N3o importa qual “primitiva”é tomada para definir Sx(x).
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Uma base de Sp

Uma Possivel Escolha de Sy

e So(x) = (X%;f)3, se x € [x0,x1], e So(x) =0, se x3 < x < b.

e S,(x) = %, se X € [xp—1,%n], € Sn(x) =0, se a < x < xp_1.

e MAP 2220 Splines Cibicos - |
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Uma base de Sp

Uma Possivel Escolha de Sy

e So(x) = (X%;f)3, se x € [x0,x1], e So(x) =0, se x3 < x < b.

e S,(x) = %, se X € [xp—1,%n], € Sn(x) =0, se a < x < xp_1.

e Para 1 < k < nseja x, a fungdo caracteristica de [xk_1, xk], i.e.
X (x) =1, se x € [xk_1, xk] € x,(x) = 0 caso contrdrio. Ent3o:

Sk(x) = f f [t (8) + 0 (t )]dt] du.

hrt1
Xk—1 |Xk—1

e MAP 2220 Splines Cibicos - |
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Uma base de Sp

Exemplo

Considere a particdo de [0, 3] dada por x; =i, i € {0,1,2,3}.

® So(x) = (1_6X)3, se x € [0,1], e So(x) =0,se 1 < x < 3.

° %(x):@, se x €[2,3],eS53(x)=0,se 0 < x < 2.

X u
° Si(x) = [ | [ txi(t) + (2= t)x,(t)]dt| du
0 LO
g, se0<x<1
.‘.51(X)= %—x+x2—x—3, sel <x<2
x—1 s2<x<3
0,se0<x<1
° S(x) = —%+X;2X2+§:,selgxg2
%—Xg, se2<x<3

e MAP 2220 Splines Cibicos - |
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O espaco dos splines cibicos em [a, b] e nés em P

Consideracoes:

@ Um spline cibico S € Sp é chamado natural se S"(xp) = S" (xn) = 0.
Note que o subconjunto de Sp formado pelos splines naturais é um
subespaco vetorial e, como dimSp = n+ 3, vem que a dimensao
desse subespaco é n+ 1. E claro, pela construgcdo da base B, que os
splines de By = B\ {Sp, Sn} sdo todos naturais, portanto By é uma
base do subespaco dos splines naturais de Sp.

QE importante ressaltar que a expressdo de um spline S € Sp tal que
S"(x;) = m;, num intervalo [x;_1, x;] ser, como visto antes,

2 . 3 3
S(X) = %' |:(X;7<l'—1) m; + (x,'h—iX) m,-_1:| + cix + d,', Vx € [X;_l,X;]

e B ser uma base de Sp isso ndo quer dizer que os valores ¢; e d;
sejam os mesmos para diferentes valores de i/, isso é, em geral, falso.
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O problema de Interpolagdo por Splines Ciibicos

Introducao

o

o

Como mencionado, o problema é, tabelar uma f : [a, b] — R nos
pontos da particao P, a=xg < xy < --- < x, = b, e procurar um
spline cidbico S de nés em P tal que S(x;) = f(x;) = y;.
Como a dimens3o de Sp é n+ 3 e no problema de interpolacdo
apresentado hd n+ 1 condigbes (S(x;) = yj, 0 <j < n), ndo ha
solucdo dnica para esse problema! Na verdade, se B é a base
n+2
supramencionada o sistema ) axSk(xj) =yj, 0 </ < n, é um
k=0
sistema de n+ 1 equacgdes e n + 3 incégnitas que tem posto n+ 1
(pois B é uma base!) e assim tem como solu¢do um espago afim de

dimensao 2.
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O problema de Interpolagdo por Splines Ciibicos

Introducao

© Uma questdo que pode ser colocada é como determinar (todas) as
solucdes do problema de interpolagdo apresentado? H& modos
simples de fazer isso?

@ Outro problema é procurar “restricGes adicionais” para o spline S
procurado (além das condi¢des S(x;) = y;) de forma a haver apenas
um spline que satisfaca todas as propriedades requeridas;

S \iAP 2220 Splines Cbicos - | e



O problema de Interpolagdo por Splines Ciibicos

Procura-se uma solucdo. .. | - “Forca Bruta”

B é uma base de Sp, assim as solu¢bes do problema de interpolacao

n+2
estudado sdo os splines S(x) = > axSk(x) em que
k=0
(a0, a1, - - -, an+1, an+2) sdo as solucdes do sistema linear de n+ 1 equagdes

n+2
e n+ 3 incégnitas Y arSk(x;) =y, 0 << n.
k=0

S \AP 2220 Splines Cbicos - | Y



O problema de Interpolagdo por Splines Ciibicos

Procura-se uma solucdo. .. | - “Forca Bruta”

B é uma base de Sp, assim as solu¢bes do problema de interpolacao

n+2
estudado sdo os splines S(x) = > axSk(x) em que
k=0
(a0, a1, - - -, an+1, an+2) sdo as solucdes do sistema linear de n+ 1 equagdes

n+2
e n+ 3 incégnitas Y arSk(x;) =y, 0 << n.
k=0

Notas

@ O posto de [Sk(xj)], 0<k<n+3,0<<nén+1.
@ Se j > 1 entdo So(x;) = 0.

©Q Sel<k<ne0<,j<k—1entdo Sk(x;)=0.

© Assim, a matriz [Sk(x;)] é triangular inferior.
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O problema de Interpolagdo por Splines Ciibicos

Procura-se uma solucdo. .. | - “Forca Bruta”

Formas de individualizar o Spline interpolador

@ Procurar um spline interpolador S natural, i.e. S"(xp) = S"(x,) = 0.
Com a paraferndlia anterior, resolver esse problema é procurar a
solu¢do (ao, a1, ..., an+1, ant+2) do sistema visto em que ag = a, = 0.

e MAP 2220 Splines Cbicos - | Ve



O problema de Interpolagdo por Splines Ciibicos

Procura-se uma solucdo. .. | - “Forca Bruta”

Formas de individualizar o Spline interpolador

© Procurar um spline interpolador S natural, i.e. S"(xp) = S"(x,) = 0.

Com a paraferndlia anterior, resolver esse problema é procurar a

solu¢do (ao, a1, ..., an+1, ant+2) do sistema visto em que ag = a, = 0.
@ Procurar um spline interpolador que seja combinagdo linear de

{So(x), S1(x), ..., Sn(x)}. Isto corresponde a procurar a solugdo

(20, a1, .- .,an+1,ant2) do sistema anterior tal que ap+1 = ap12 = 0.

e MAP 2220 Splines Cbicos - |
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O problema de Interpolagdo por Splines Ciibicos

Procura-se uma solucdo. .. | - “Forca Bruta”

Formas de individualizar o Spline interpolador

© Procurar um spline interpolador S natural, i.e. S"(xp) = S"(x,) = 0.
Com a paraferndlia anterior, resolver esse problema é procurar a

solu¢do (ao, a1, ..., an+1, ant+2) do sistema visto em que ag = a, = 0.
@ Procurar um spline interpolador que seja combinagdo linear de

{So(x), S1(x), ..., Sn(x)}. Isto corresponde a procurar a solugcdo

(20, a1, .- .,an+1,ant2) do sistema anterior tal que ap+1 = ap12 = 0.

© Suponha que se conhecem f’(xg) e f/(x,). Nessa situacdo parece
sensato procurar um spline interpolador S que satisfaca
S'(x0) = f'(x0) e S'(xn) = F'(xn).
Dessa forma chega-se a um sistema de n + 3 equagdes com n+ 3
imncdgnitas, pode-se mostrar que este sistema (se n > 2) tem posto
maximo, portanto solu¢do Unica.
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O problema de Interpolagdo por Splines Ciibicos

Procura-se uma solucao. . . |l

Seja S € Sp tal que S(x;) =y;, Vi€ {0,1,...n}.
Se §"(x;) = mj entdo para x € [x;_1, x;], tem-se
2 ) 3 ) 3
Q S(x) = % [(X;,(,'_l) m; + (X’h_ix) mi—1:| +cix +d;
Q S(xi—1) =yi-1, S(xi) =yi

Algumas manipulag¢des algébricas depois, escreve—se ¢; e d; em termos das
demais varidveis e, para x € [x;_1,x;], 1 <i < n, tem—se:

i X ] +X—X,',1 .
hi Yi-1 hi Yi

3
Xi — X _X,'—X
[( hi ) hi

S(x) =

ol ol
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O problema de Interpolagdo por Splines Ciibicos

Procura-se uma solucao. . . |l

© A expressdo (1) em si, sozinha, ndo serve para determinar os m;, mas
lembre que S é C?, assim, para k € {1,...n—1} tem-se
lim S'(x) = lim S'(x).

X—+ X — X—Xk+

S \iAP 2220 Splines Cbicos - | Ve



O problema de Interpolagdo por Splines Ciibicos

Procura-se uma solucao. . . |l

© A expressdo (1) em si, sozinha, ndo serve para determinar os m;, mas
lembre que S é C?, assim, para k € {1,...n—1} tem-se
lim S'(x) = lim S'(x).

X—+ X — X—Xk+

© Para calcular lim  S’(x) use (1) com i = k e, para o célculo de
X—r X —

lim S’'(x), use (1) com i = k + 1, para ver que,
X=X+

S \iAP 2220 Splines Cbicos - | Ve



O problema de Interpolagdo por Splines Ciibicos

Procura-se uma solucao. . . |l

© A expressdo (1) em si, sozinha, ndo serve para determinar os m;, mas
lembre que S é C?, assim, para k € {1,...n—1} tem-se
lim S'(x) = lim S'(x).

X—+ X — X—Xk+

© Para calcular lim  S’(x) use (1) com i = k e, para o célculo de
X—r X —
lim S’'(x), use (1) com i = k + 1, para ver que,
X=X+

@ paratodo ke {1,...,n—1}:
h

K his1
M1 +2my + ————— M1 = Qy,
hi + hi1 b+ hipr
6 Ye+1— Yk Yk — yk1>
Qe = — . 2
hi + hiq ( hit1 hy )
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O problema de Interpolagdo por Splines Ciibicos

Procura-se uma solucao. . . |l

@ Como os hi e yi sdo conhecidos, (2) é um sistema linear nas
incégnitas my, k € {0,1,...,n} com n— 1 equag¢des.
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O problema de Interpolagdo por Splines Ciibicos

Procura-se uma solucao. . . |l

@ Como os hi e yi sdo conhecidos, (2) é um sistema linear nas
incégnitas my, k € {0,1,...,n} com n— 1 equag¢des.

@ Note que esse sistema é tridiagonal, i.e. em cada equagdo sé
aparecem trés incégnitas e, ao escrever (2) na forma matricial, a
matriz dos coeficientes tem trés diagonais diferentes de zero.
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O problema de Interpolagdo por Splines Ciibicos

Procura-se uma solucao. . . |l

@ Como os hi e yi sdo conhecidos, (2) é um sistema linear nas
incégnitas my, k € {0,1,...,n} com n— 1 equag¢des.

@ Note que esse sistema é tridiagonal, i.e. em cada equagdo sé
aparecem trés incégnitas e, ao escrever (2) na forma matricial, a
matriz dos coeficientes tem trés diagonais diferentes de zero.

@ Essa estrutura particular do sistema (2) faz com os célculos envolvidos
sejam mais simples do que os discutidos antes, na parte “forca bruta”.
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O problema de Interpolagdo por Splines Ciibicos

Procura-se uma solucao. . . |l

@ Como os hi e yi sdo conhecidos, (2) é um sistema linear nas
incégnitas my, k € {0,1,...,n} com n— 1 equag¢des.

@ Note que esse sistema é tridiagonal, i.e. em cada equagdo sé
aparecem trés incdgnitas e, ao escrever (2) na forma matricial, a
matriz dos coeficientes tem trés diagonais diferentes de zero.

@ Essa estrutura particular do sistema (2) faz com os célculos envolvidos
sejam mais simples do que os discutidos antes, na parte “forca bruta”.

© As trés diagonais que n3o sdo nulas s3o a diagonal principal, cujo
coeficiente de cada termo é 2, e as duas “encostadas”a ela, cujos

. - h
coeficientes sdo, ax_1 x = € Akt1k = hk+k7;k1+1 Como cada

hie
;. it hice.1 )
um desses coeficientes esta no intervalo aberto (0,1) o sistema (2) é
de diagonal dominante e portanto tem posto maximo.
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O problema de Interpolagdo por Splines Ciibicos

Procura-se uma solucao. . . |l

Individualizando a solucao

e MAP 2220 Splines Cibicos - | 0, 2



O problema de Interpolagdo por Splines Ciibicos

Procura-se uma solucao. . . |l

Individualizando a solucao

@ Spline natural: Se o spline interpolador procurado for natural, entdo
mo = m, = 0 e (2) torna-se um sistema linear de n — 1 equagdes com
n — 1 incdgnitas, tridiagonal, e de diagonal dominante.
Sistemas desse tipo podem ser resolvidos de forma eficiente pelo
método da eliminacdo de Gauss, sem ser necessario condensacdo
pivotal (e o critério das linhas mostra que o Método de Gauss-Siedel
também pode ser usado com sucesso).
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O problema de Interpolagdo por Splines Ciibicos

Procura-se uma solucao. . . |l

Individualizando a solucao

@ Spline completo: Seja £ : [a, b] c_1> R. Procura-se S € Sp, tal que
S(xj) = f(x7) para 0 < j < n, S'(x0) = f'(x0) e S'(xn) = f'(xn).
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O problema de Interpolagdo por Splines Ciibicos

Procura-se uma solucao. . . |l

Individualizando a solucao

@ Spline completo: Seja £ : [a, b] c_1> R. Procura-se S € Sp, tal que
S(xj) = f(x7) para 0 < j < n, S'(x0) = f'(x0) e S'(xn) = f'(xn).

Nesse caso, as equagdes do sistema linear (2) deve-se acrescentar
S'(x0) = f’(xo) e 5’(x,,) = f'(x,). Como em [xp, x1], tem—se S(x) =

S o+ 5 () 5]+ () - 2]
resulta S’(xo) = 80— Bi2mg + my).

Entao SI(X()) = f/(Xo) S 2mg+mp = Py [y1 5 fl(Xo)].

De modo andlogo, S'(x,) = f'(xn) & mp_1 +2m, = %[f’(x,,) -

}/n_h};n—l ]
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O problema de Interpolagdo por Splines Ciibicos

Procura-se uma solucao. . . |l

Assim, para resolver o problema do “spline completo” deve-se resolver o
sistema linear

2mg + mp = P [y1 f/(Xo)]
hk_,_hihkﬂmk 1+2mk+hk+k7;i“ M1 =o, (1< k<n-1) (3)

Mp_1+2m, = h—n[f’(x,,) — y"hii"*l

_ 6 Yk+1—Yk  Yk—Yk—1
€M qUE Ok = B Tk ( hicia hy )
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O problema de Interpolagdo por Splines Ciibicos

Procura-se uma solucao. . . |l

Assim, para resolver o problema do “spline completo” deve-se resolver o
sistema linear

2mg + mp = P [y1 f/(X())]
hy
Pt by M= 1+2mk+ﬁmk+l—ak I<k=n-1) ()

Mp_1+2m, = h—n[f’(x,,) y"hii"l

hit+hiia hita hy
Note que este é um sistema linear de n+ 1 equacbes e n+ 1 incégnitas e,
cono (2), é um sistema tridiagonal, com diagonal dominante.

em que ay = 6 (Ykﬂ*)/k Yk~ Yk—-1
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O problema de Interpolagdo por Splines Ciibicos

Procura-se uma solucao. . . |l

Observacdes finais

© Viu-se como resolver o problema de encontrar splines interpoladores
naturais e o problema do spline completo através de sistemas lineares
mais simples do que os mencionados na pare denominada “forca
bruta”, através do calculo das segundas derivadas dos splines
procurados nos nds da particdo.

@ Uma vez calculados m; = S"(x;) o modo de calcular S(x) num ponto
x € [a, b] que n3o seja um dos nds, é determinar o dnico
k € {1,...,n} tal que x € [xxk_1, xk] € usar a expressdo de S(x) em
[xk—1, xx] dada por (1) com i = k.
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O problema de Interpolagdo por Splines Ciibicos

Procura-se uma solucao. . . |l

Observacdes finais

© Viu-se como resolver o problema de encontrar splines interpoladores
naturais e o problema do spline completo através de sistemas lineares
mais simples do que os mencionados na pare denominada “forca
bruta”, através do calculo das segundas derivadas dos splines
procurados nos nds da particdo.

@ Uma vez calculados m; = S"(x;) o modo de calcular S(x) num ponto
x € [a, b] que n3o seja um dos nds, é determinar o dnico
k € {1,...,n} tal que x € [xxk_1, xk] € usar a expressdo de S(x) em
[xk—1, xx] dada por (1) com i = k.

© Podem-se empregar as ideias e técnicas vistas aqui para resolver
outros problemas de interpolacao de splines clbicos, por exemplo, a
situacdo em que a funcdo f tabelada é de classe C? e é periddica de
periodo b — a. Nesse caso, deve procurar-se um spline interpolador
S € Sp tal que mg = S"(x0) = S" (xn) = mp e S'(x0) = S'(xn)-
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