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Revisao e comentarios

@ Vamos denotar por P, o espaco vetorial de dimensdo n+ 1 gerado
pelos polinémios reais de grau menor ou igual a n;
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Revisao e comentarios

@ Vamos denotar por P, o espaco vetorial de dimensdo n+ 1 gerado
pelos polinémios reais de grau menor ou igual a n;
@ dada a tabela
X ‘ X0 X1 ... Xp
yivo oo v

s (1)
onde x; # X; se i # j, sabemos que existe um tinico polinémio

pn € Pp tal que pa(x;) = yi, 0 < i < n, chamado de polindmio
interpolador da tabela;
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Revisao e comentarios

@ Vamos denotar por P, o espaco vetorial de dimensdo n+ 1 gerado
pelos polinémios reais de grau menor ou igual a n;
© dada a tabela
x‘xo X1 ... Xpn (1)
yivo vi o va’

onde x; # x; se i # j, sabemos que existe um unico polindmio
pn € Py tal que pp(x;) = yi, 0 < i < n, chamado de polinémio
interpolador da tabela;

© escolhendo-se bases diferentes para P, obteremos representacoes
diferentes para este (nico polindmio interpolador.
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Os polindbmios L

Para a representacdo na forma de Lagrange, os seguintes polindmios sio
usados.
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Os polindbmios L

Para a representacdo na forma de Lagrange, os seguintes polindmios sdo
usados.

Definicdo 1
Considere os pontos {x;}"_, da tabela (1). Para cada k=0, 1, ...n,
defina .
X — Xj
Li(x) = L, 2
0 =115=% )
J#k
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Os polindbmios L

Para a representacdo na forma de Lagrange, os seguintes polindmios sdo
usados.

Definicao 1

Considere os pontos {x;}"_, da tabela (1). Para cada k=0, 1, ...n,
defina

j=0 kT
J#k )
Propriedades:
e L, é um polindmio de grau exatamente n, 0 < k < n; (3)
| # k
e L) =40 TR k< (4)
1 sei=k
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Os polindémios Ly

Por exemplo, para n = 3, com 4 pontos distintos xp, x1, X2 € x3, temos
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Os polindbmios L

Por exemplo, para n = 3, com 4 pontos distintos xp, x1, X2 € x3, temos

(x — x1)(x — x2)(x — x3)
(xo — x1)(x0 — x2)(x0 — x3)

Lo(x) =
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Os polindbmios L

Por exemplo, para n = 3, com 4 pontos distintos xp, x1, X2 € x3, temos

(x — x1)(x — x2)(x — x3)
(xo — x1)(x0 — x2)(x0 — x3)

Lo(x) =

(x — x0)(x — x2)(x — x3)

L) = (x1 = x0)(x1 — x2)(x1 — x3)
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Os polindmios Ly

Por exemplo, para n = 3, com 4 pontos distintos xp, x1, X2 € x3, temos

 (x=x1)(x — x2)(x — x3)
LO(X) - (XO _ Xl)(XO — Xg)(XO - X3)

L =0 = x)(x = x)
L) = (x1 = x0)(x1 — x2)(x1 — x3)

=)= x)(x = x)
Lo(x) = (X2 _ XO)(X2 — Xl)(X2 - X3)
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Os polindmios Ly

Por exemplo, para n = 3, com 4 pontos distintos xp, x1, X2 € x3, temos

 (x=x1)(x — x2)(x — x3)
LO(X) - (XO _ Xl)(XO — X2)(X0 - X3)

L =0 = x)(x = x)
L) = (x1 = x0)(x1 — x2)(x1 — x3)

=)= x)(x = x)
Lo(x) = (X2 _ XO)(X2 — Xl)(X2 - X3)

_ = x)x—xa)(x = 0)
L3(x) = (x3 — x0)(x3 — x1)(x3 — x2)
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Os polindmios Ly

Por exemplo, para n = 3, com 4 pontos distintos xp, x1, X2 € x3, temos

 (x=x1)(x — x2)(x — x3)
LO(X) - (XO _ Xl)(XO — X2)(X0 - X3)

L =0 = x)(x = x)
L) = (x1 = x0)(x1 — x2)(x1 — x3)

=)= x)(x = x)
Lo(x) = (X2 _ XO)(X2 — Xl)(X2 - X3)

_ = x)x—xa)(x = 0)
L3(x) = (x3 — x0)(x3 — x1)(x3 — x2)

E facil ver que o grau de cada Ly é 3,
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Os polindmios Ly

Por exemplo, para n = 3, com 4 pontos distintos xp, x1, X2 € x3, temos

 (x=x1)(x — x2)(x — x3)
LO(X) - (XO _ Xl)(XO — X2)(X0 - X3)

L =0 = x)(x = x)
L) = (x1 = x0)(x1 — x2)(x1 — x3)

_ =)= x)(x = xs)
L2(X) - (X2 _ XO)(X2 — Xl)(X2 - X3)

_ = x)x—xa)(x = 0)
L3(x) = (x3 —x0)(x3 — x1)(x3 — x2)

)
E facil ver que o grau de cada Ly é 3, que Lo(xo) = 1 e Lo(x;) = 0,
| = 1,2 e 3,
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Os polindbmios L

Por exemplo, para n = 3, com 4 pontos distintos xp, x1, X2 € x3, temos

 (x=x1)(x — x2)(x — x3)
LO(X) - (XO _ Xl)(XO — X2)(X0 - X3)

L =0 = x)(x = x)
L) = (x1 = x0)(x1 — x2)(x1 — x3)

_ =)= x)(x = xs)
L2(X) - (X2 _ XO)(X2 — Xl)(X2 - X3)

_ = x)x—xa)(x = 0)
L3(x) = (x3 —x0)(x3 — x1)(x3 — x2)

)
E facil ver que o grau de cada Ly é 3, que Lo(xp) =1 e Lo(x;) =0,
i=1,2e3,que Li(x1)=1e Li(x;)=0,i=0,2e 3, etc.
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A forma de Lagrange

Teorema 1

O polindmio interpolador p, da tabela (1) pode ser representado como

plx) = 3" yili(x). (5)
k=0

Esta representacdo é chamada de forma de Lagrange para o polinémio
interpolador.
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A forma de Lagrange

Teorema 1

O polindmio interpolador p, da tabela (1) pode ser representado como

pol) = 3" yili(x). (5)
k=0

Esta representacdo é chamada de forma de Lagrange para o polinémio
interpolador.

Demonstragdo Defina a fungdo q(x) = >} _ ykLk(x). Da propriedade
(3), segue que esta fungdo é um polindmio de grau menor ou igual a n.
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A forma de Lagrange

Teorema 1
O polindmio interpolador p, da tabela (1) pode ser representado como

plx) = 3" yili(x). (5)
k=0

Esta representacdo é chamada de forma de Lagrange para o polinémio
interpolador.

Demonstragdo Defina a fungdo q(x) = >} _ ykLk(x). Da propriedade
(3), segue que esta fungdo é um polinémio de grau menor ou igual a n. E
da propriedade (4) obtemos gq(x;) =y;, 0 <i < n.
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A forma de Lagrange

Teorema 1

O polindmio interpolador p, da tabela (1) pode ser representado como

plx) = 3" yili(x). (5)
k=0

Esta representacdo é chamada de forma de Lagrange para o polinémio
interpolador.

Demonstragdo Defina a fungdo q(x) = >} _ ykLk(x). Da propriedade
(3), segue que esta fungdo é um polinémio de grau menor ou igual a n. E
da propriedade (4) obtemos q(x;) = y;, 0 < i < n. Como o polinémio
interpolador é Unico, segue que g = pp.
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A forma de Lagrange

Teorema 1
O polindmio interpolador p, da tabela (1) pode ser representado como

plx) = 3" yili(x). (5)
k=0

Esta representacdo é chamada de forma de Lagrange para o polinémio
interpolador.

Demonstragdo Defina a fungdo q(x) = >} _ ykLk(x). Da propriedade
(3), segue que esta fungdo é um polinémio de grau menor ou igual a n. E
da propriedade (4) obtemos q(x;) = y;, 0 < i < n. Como o polinémio
interpolador é Unico, segue que g = pp.

Observacao: Os polindmios {Lx}}_, formam uma base para P,.
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Exemplo

Retornando ao exemplo da aula anterior:
X ‘ -1 0
1

2x |

1 2
2 4

NI =

comxo:—l,x1:0,x2:1,X3:2,y0:%,ylzl,y2:2ey3:4.
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Exemplo
Retornando ao exemplo da aula anterior:

x|-1012
2| 3 1 2 4
comxo:—l,x1:0,x2:1,X3:2,y0:%,ylzl,y2:2ey3:4.
(x—=0)(x—1)(x—2) x(x = 1)(x —2)
(C1-0)(—1-1)(—1—2) 6
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Exemplo
Retornando ao exemplo da aula anterior:

x|-1012
2| 3 1 2 4
comxo:—l,x1:0,x2:1,X3:2,y0:%,ylzl,y2:2ey3:4.
(x—=0)(x—1)(x—2) x(x = 1)(x —2)
(—1-0)(—1-1)(-1-2) 6
L(x) = (x+1)(x—=1)(x—2) (x+1)(x—1)(x—2)
T o+ 10-1)(0-2) 2
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Exemplo
Retornando ao exemplo da aula anterior:

x|-101 2
> 1124
comxo=—1,x1=0,x2=1,X3:2,y0:%'y1:1,y2:2ey3:4.
Lo(x) = (x —0)(x —1)(x — 2) :_X(X—l)(x—z)
T (1o )(1-2) :
L1(x) (x+1)(x—=1)(x—2) (x+1)(x—1)(x—2)
1 O0+1)(0-1)(0—2) >
Lo(x) (x+1)(x=0)(x—2) (X+1)x(x—2)
i 1+1)(1-0)(1-2) >
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Exemplo

Retornando ao exemplo da aula anterior:

x | -1
2% | %
comxo=—1,x1=0,x2=1,X3:2,y0:§'y1:1,y2:2ey3:4.

Lo(x) = (x —0)(x —1)(x — 2) :_X(X—l)(x—z)
T (1o )(1-2) :
L(x) = GFDO =D =2) | (x4 Dix = Dx=2)
1 (0+1)(0—1)(0—2) >
Lo(x) = (x+1)(x=0)(x—2) (X+1)x(x—2)
’ (1+1)(1-0)(1—-2) 3
L3(x) = (x+D(x=0)(x - 1) _ (x 4+ 1)x(x — 1)
’ 2+1)(2-0)(2-1) 6
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Exemplo

O polindmio interpolador na forma de Lagrange é entdo dado por

ps(x) = % Lo(x) 41+ La(x) + 2+ La(x) + 4~ Ls(x)

_ Cx(x=1(x=2) (x+1)(x-1)(x—2)
12 2

(x + Dx(x — 2) + g(x F1)x(x — 1),
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Exemplo

O polindmio interpolador na forma de Lagrange é ent3o dado por

ps(x) = % Lo(x) 41+ La(x)+ 2+ La(x) + 4~ Ls(x)

_ Cx(x=1(x=2) (x+1)(x-1)(x—2)
12 2

(x + Dx(x — 2) + %(x F1)x(x — 1),

Exercicio Agrupe as poténcias de x e verifique que obtemos exatamente a
expressao da aula anterior para a representacdo do polinébmio interpolador
na base canénica {1, x, x2,x3} de P;3.
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Exemplo de Runge

Da férmula do erro para a interpolacdo polinomial,

(n+1) (g )
() = pnlo) = T T ).
=0

n3o podemos garantir a convergéncia do polindmio interpolador para a
funcdo ao aumentarmos o nimero de pontos. Um exemplo cldssico que
ilustra este fato é o exemplo de Runge, no qual s3o obtidos os polinémios
interpoladores para a funcdo

1

=17

em pontos igualmente espagados no intervalo [—5,5]. Graficos com
n+1=5,9, 17 e 33 pontos sao mostrados a seguir.
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Exemplo de Runge

1.00 ..
050 .
0.25 ,”i,’/
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0251 /"
-4 2 0
0 T—&M o h 0
|
| -1000
3 | pl6
" ‘Il | -2000
!l || ‘ -3000 |
12 ||| [l -4000
/ '.' 5000
-4 2 0 4
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Exemplo de Runge

Os graifcos sugerem que ao aumentarmos a quantidade de pontos
igualmente espacados, o polinémio interpolador ird oscilar com amplitudes
cada vez maiores. Na verdade, pode-se provar que ao aumentarmos a
quantidade de pontos igualmente espacados, os polindmios interpoladores
convergirdo uniformemente para f se |x| < xc &~ 3.63, ocorrendo
divergéncia se x. < |x| < 5. !

! James F. Epperson, On the Runge example, Amer. Math. Monthly 94 (1987),
no. 4, 329-341
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Exemplo de Runge

Os graifcos sugerem que ao aumentarmos a quantidade de pontos
igualmente espacados, o polinémio interpolador ird oscilar com amplitudes
cada vez maiores. Na verdade, pode-se provar que ao aumentarmos a
quantidade de pontos igualmente espacados, os polindmios interpoladores
convergirdo uniformemente para f se |x| < xc &~ 3.63, ocorrendo
divergéncia se x. < |x| < 5. !

Em geral, interpolacido de ordem alta com pontos igualmente espagados
ndo é boa para aproximagdes. Pode-se buscar uma escolha adequada de
pontos, quando possivel. Ou também usar interpolacdo polinomial por
partes com os pontos dados, como veremos a seguir.

! James F. Epperson, On the Runge example, Amer. Math. Monthly 94 (1987),
no. 4, 329-341
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Splines lineares

Uma técnica muito flexivel de interpolacdo para se evitar polin6mios de
grau alto é a interpolagdo polinomial por partes. O caso mais simples é o
da interpolacdo linear por partes que descreveremos agora. Sera
apresentada também uma aplicacdo da férmula do erro para a
interpolagao polinomial.
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Splines lineares

Uma técnica muito flexivel de interpolacdo para se evitar polin6mios de
grau alto é a interpolagdo polinomial por partes. O caso mais simples é o
da interpolacdo linear por partes que descreveremos agora. Sera
apresentada também uma aplicacdo da férmula do erro para a
interpolagao polinomial.

Formulag¢ao do problema

Seja f : [a,b] — R de classe C? e seja A = {xx = a+ kh, 0 < k < n}
uma particdo do intervalo [a, b] formada por n+ 1 pontos equidistantes
com espacamento h = %. Deseja-se estimar o erro ao aproximarmos f
por uma fungdo Sa : [a, b] — R continua tal que Sa(xx) = f(xk),

0 < k < n, e tal que a restricdo de Sp a cada subintervalo [xx_1, xx],

1 < k < n, é um polindmio de grau menor ou igual a 1.

Obs.: A funcdo Sa é chamada de spline linear interpolador de f
subordinado a particao A.
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Splines lineares
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Splines lineares

Sejam Sy as restricdes de Sa aos subintervalos Iy = [xx_1,xx], 1 < k < n.
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Splines lineares

Sejam Sy as restricdes de Sa aos subintervalos ly = [xk—1, x|, 1 < k <n
Por definicdo, Sk é um polindmio de grau menor ou igual a 1 tal que

Sk(Xk—l) = f(Xk_l) e Sk(Xk) = f(Xk).
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Splines lineares

Sejam Sy as restricdes de Sa aos subintervalos Iy = [xxk_1,xk], 1 < k < n.
Por definicdo, Sk é um polindmio de grau menor ou igual a 1 tal que
Sk(xk—1) = f(xk—1) e Sk(xk) = f(xx). Ou seja, S é o polindmio
interpolador da tabela

x| X1 Xk

y ‘ f(xk—-1) f(xk)’
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Splines lineares

Sejam Sy as restricdes de Sa aos subintervalos Iy = [xxk_1,xk], 1 < k < n.

Por definicdo, Sk é um polindmio de grau menor ou igual a 1 tal que
Sk(xk—1) = f(xk—1) e Sk(xk) = f(xx). Ou seja, S é o polindmio
interpolador da tabela

x| X1 Xk

y ‘ f(xk—-1) f(xk)’

que na forma de Lagrange é dado por

Xk — X X — Xk—1
Se(x) = X ) + X (), x e Ik
Xk — Xk—1 Xk — Xk—1
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Splines lineares

Sejam Sy as restricdes de Sa aos subintervalos Iy = [xx—1,xk], 1 < k < n.

Por definicdo, Sx é um polindmio de grau menor ou igual a 1 tal que
Sk(xk—1) = f(xk—1) e Sk(xk) = f(xx). Ou seja, Sk é o polindmio
interpolador da tabela

X ‘ Xk—1 X

y ‘ f(kal) f(Xk) ’

que na forma de Lagrange é dado por

Xk — X X — Xk—
Sk(X) = hf(xll(fl) + Xk—i)fk];[f(Xk)’ X € IK.

Usando a estimativa de erro para a interpolacao com dois pontos temos

£~ Su)| < 5 (T;,z \f”(r)|) (= xe2)(x — ) x € i
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Splines lineares

Para x € I, temos |(x — xk—1)(x — xk)| = (x — xk—1)(xk — x).
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Splines lineares
Para x € I , temos |(x — xk—1)(x — xk)| = (x — xk—1)(xk — x). Se
definirmos
My = (¢t
2 = max IF (2)]

entdo, como ¢ C [a, b], obtemos

IF(x) — Se(x)| < %(X = e 1)k — x), x € k.
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Splines lineares

Para x € I , temos |(x — xk—1)(x — xk)| = (x — xk—1)(xk — x). Se
definirmos
My = (¢t
2= max £ (1)
entdo, como ¢ C [a, b], obtemos

IF(x) — Se(x)| < %(X = e 1)k — x), x € k.

Além disso,

— 2 2
0 < (x = xk—1)(xk — x) < (%) = hZ, Vx € I,
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Splines lineares

Para x € I , temos |(x — xk—1)(x — xk)| = (x — xk—1)(xk — x). Se
definirmos
My = (¢t
2= max £ (1)
entdo, como ¢ C [a, b], obtemos

IF(x) — Se(x)| < %(X = e 1)k — x), x € k.

Além disso,

2 2
— Xk— h
N S )
o que nos d4 finalmente uma estimativa uniforme (independente de k)

M
|f(x) — Sk(x)| < {h{ Vx € I
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Splines lineares

Teorema 2

Sejam f € C?([a, b]), A = {xx = a+ kh, 0 < k < n} uma particdo do
intervalo [a, b] formada por n+ 1 pontos equidistantes com espagamento

h= ? e Sa o spline linear interpolador de f subordinado a particao.
Entao

IF(x) — Sa ()] < %h{ x € [, b],

onde Mz = max;c[a,p] £ (t).
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Splines lineares

Teorema 2

Sejam f € C?([a, b]), A = {xx = a+ kh, 0 < k < n} uma particdo do
intervalo [a, b] formada por n+ 1 pontos equidistantes com espagamento

h=2b=2¢ Sa o spline linear interpolador de f subordinado a partic3o.
n p p
Entdo

IF(x) — Sa ()] < %h{ x € [, b],

onde Mp = max;c[a 4] IF(t)].

o Note que o erro tende a zero proporcionalmente a h?>. Esta conclusdo
independe do conhecimento do valor da constante Mb;

Nelson Kuhl (IME/USP) Interpolagdo Polinomial 7 de dezembro de 2021 15/18




Splines lineares

Teorema 2

Sejam f € C?([a, b]), A = {xx = a+ kh, 0 < k < n} uma parti¢io do
intervalo [a, b] formada por n+ 1 pontos equidistantes com espagamento

h= b;n" e Sa o spline linear interpolador de f subordinado a particao.
Entao

IF(x) — Sa ()] < %h{ x € [, b],

onde Mp = max;c[a 4] IF(t)].

o Note que o erro tende a zero proporcionalmente a h%. Esta conclusio
independe do conhecimento do valor da constante Mb;

@ se conhecermos o valor de M,, podemos estimar o valor de h (ou

quantos pontos precisamos usar) para garantirmos um erro menor do
que uma certa tolerancia.
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Splines lineares

Para o exemplo de Runge onde

1
f(X) = m, X € [—5,5],
temos 5
" 6X -2
f (X)Zmzﬂ\/bZZ

o que nos da
2

IF(x) = Sa(x)| < % Vx € [=5, 5]

Por exemplo, para 33 pontos equidistantes, h = 10/32 = 0.3125 e
obtemos a esimativa de erro da ordem de 0.025 (compare com o grafico
do polindmio interpolador de grau 32).
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Splines lineares

n=32
10+ 7
N\
08 -
06 -
04 -
02 -
-4 -2 o 2 4
=] F
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Splines lineares

Se quisermos também especificar h para garantir o erro maximo menor do
que uma certa tolerancia ¢, basta impor

h2

7 <e= h< 2/

Por exemplo, para um erro menor do que 0.01, escolhemos h < 0.2 (ou
n > 50). Como o niimero de pontos é n+ 1, se usarmos 52 pontos
igualmente espacados, garantimos que o erro entre o spline linear
interpolador e a fungdo serd menor do que 0.01 no intervalo [—5, 5].
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