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Introducao

e Dada uma fungdo f : [a, b] — R, vimos que é possivel fazer a analise
harménica dela considerando-se a sua extensdo periddica de periodo
b — a a reta toda.
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Introducao

e Dada uma fungdo f : [a, b] — R, vimos que é possivel fazer a analise
harménica dela considerando-se a sua extensdo periddica de periodo
b — a a reta toda.

@ Porém, mesmo que f € C*>(][a, b]), a sua extensdo periddica pode ser
descontinua, implicando em um decaimento lento dos coeficientes de
Fourier.
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Introducao

e Dada uma fungdo f : [a, b] — R, vimos que é possivel fazer a andlise
harménica dela considerando-se a sua extensdo periddica de periodo
b — a a reta toda.

@ Porém, mesmo que f € C*>(][a, b]), a sua extensdo periddica pode ser
descontinua, implicando em um decaimento lento dos coeficientes de
Fourier.

@ Para aproximarmos uma fun¢do suave em [a, b] usando-se anélise de
Fourier, ha uma técnica envolvendo mudancga de varidvel, com
resultados muito interessantes.
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Introducao

e Dada uma fungdo f : [a, b] — R, vimos que é possivel fazer a andlise
harménica dela considerando-se a sua extensdo periddica de periodo
b — a a reta toda.

@ Porém, mesmo que f € C*>(][a, b]), a sua extensdo periddica pode ser
descontinua, implicando em um decaimento lento dos coeficientes de
Fourier.

@ Para aproximarmos uma fun¢do suave em [a, b] usando-se anélise de
Fourier, ha uma técnica envolvendo mudancga de varidvel, com
resultados muito interessantes.

e Faremos inicialmente a andlise no intervalo [—1,1]. Posteriormente,
uma nova mudanca de varidvel nos permitird tratar de intervalos
arbitrérios.
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Um resultado importante

Proposicao 1

Seja f € C*°([—1,1]). Entdo a fungdo peridédica F de periodo 27
definida em [, 7| por

F(0) = f(cosf), se0<6<m,
F(—0), se —m<60<0,

é par e pertence a C*(R).

Nelson Kuhl (IME/USP) Polinémios de Chebyshev 18 de novembro de 2021 Atualizagdo - 30 de



Um resultado importante

Proposicao 1

Seja f € C*°([—1,1]). Entdo a fungdo peridédica F de periodo 27
definida em [, 7| por

F(0) = f(cosf), se0<6<m,
F(—0), se —m<60<0,

é par e pertence a C*(R).

A demontragido fica como exercicio. Observe que se § € [0, 7], entdo
cos@ € [—1,1] e portanto F estd bem definida. Para verificar a
regularidade de F, basta estudar o seu comportamento em § =0, —7 e 7.
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Aproximacao de F

Como F é par e suave, a sua série de Fourier ndo tem os termos em seno e
converge para ela:

F(0) = %ao—i-Zakcos ko. (1)
k=1
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Aproximacao de F

Como F é par e suave, a sua série de Fourier ndo tem os termos em seno e
converge para ela:

1 o0
F(0) = an—l—Zakcos ko. (1)
k=1
Os coeficientes sdo iguais a

1" 2 [T
a = / F(6) cos kf df = W/ f(cos ) cos k6 dtheta, k >0, (2)
0

7T—7T

onde usamos a paridade e o fato de que F(#) = f(cosf) em [0, ]. Estes
coeficientes decaem mais rapido do que qualquer poténcia de k quando
k — oo, pois F é 2m-periddica e pertence a C*(R).
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Um resultado trigonométrico

Proposicao 2

Para todo inteiro k > 0, a fung¢do cos k6 é um polindmio de grau k em
cos .

Nelson Kuhl (IME/USP) Polinémios de Chebyshev 18 de novembro de 2021 Atualizagdo - 30 de



Um resultado trigonométrico

Proposicao 2
Para todo inteiro k > 0, a fung¢do cos k6 é um polindmio de grau k em
cos .

Demonstracao

Para k =0e k =1, coskf é igual a 1 e cosf, respectivamente, que sdo
polindmios de graus 0 e 1 em cosf, respectivamente. O resultado segue
por indug3do finita usando-se a relacdo de recorréncia

cos(k + 1) = 2cosf cos kf — cos(k —1)6, k > 1. (3)

V.
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Um resultado trigonométrico

Proposicao 2
Para todo inteiro k > 0, a fung¢do cos k6 é um polindmio de grau k em
cos .

Demonstracao

Para k =0e k =1, coskf é igual a 1 e cosf, respectivamente, que sdo
polindmios de graus 0 e 1 em cosf, respectivamente. O resultado segue
por indug3do finita usando-se a relacdo de recorréncia

cos(k + 1) = 2cosf cos kf — cos(k —1)6, k > 1. (3)

V.

Estes polindmios de grau k serdao denotados por T:

Ti(cosf) = cos k), k > 0. (4)
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Polindmios de Chebyshev

Do resultado anterior, usando-se a bije¢do arccos(x) entre [—1,1] e [0, 7],
podemos definir os seguintes polindmios a partir de (4).
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Polindmios de Chebyshev

Do resultado anterior, usando-se a bijecdo arccos(x) entre [—1,1] e [0, 7],
podemos definir os seguintes polindmios a partir de (4).

Definicao 1

Os polindmios de Chebyshev T, k > 0, s3o os polinémios de grau k
definidos no intervalo [—1, 1] pela relagdo

Tk(x) = cos(k - arccos(x)), x € [-1,1]. (5)
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Polindmios de Chebyshev

Do resultado anterior, usando-se a bijecdo arccos(x) entre [—1,1] e [0, 7],
podemos definir os seguintes polindmios a partir de (4).

Definicao 1

Os polinémios de Chebyshev T, k > 0, s3o os polinémios de grau k
definidos no intervalo [—1, 1] pela relagdo

Tk(x) = cos(k - arccos(x)), x € [-1,1]. (5)

Se f € C*([-1,1]), podemos concluir da Proposi¢cdo 1 e das expressdes
(1) e (2). que

1 o0
f(x) = an—i—Zaka(X), x € [-1,1], (6)
k=1
onde )
ak:2/ f(cosﬂ)coskﬁdﬂzz/ de (7)
T Jo T J_1 V1—x?
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Polindmios de Chebyshev

e A dltima integral em (7) é obtida a partir da mudanca de variavel
6 = arccos(x) na primeira integral.
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Polindmios de Chebyshev

e A dltima integral em (7) é obtida a partir da mudanca de variavel
6 = arccos(x) na primeira integral.

@ Observe o termo v/1 — x2 no denominador. H3 singularidades em
x = —1 e x =1, mas elas s3o integraveis. Este mesmo termo
aparecera na definicdo de um produto interno a seguir.
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Polindmios de Chebyshev

e A dltima integral em (7) é obtida a partir da mudanca de variavel
0 = arccos(x) na primeira integral.

@ Observe o termo v/1 — x2 no denominador. H3 singularidades em
x = —1 e x =1, mas elas sdo integraveis. Este mesmo termo
aparecera na definicdo de um produto interno a seguir.

o Note que (6) é uma expansdo de f em uma série de Polindmios de
Chebyshev, cujos coeficientes decaem rapidamente.
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Polindmios de Chebyshev

e A dltima integral em (7) é obtida a partir da mudanca de variavel
0 = arccos(x) na primeira integral.

@ Observe o termo v/1 — x2 no denominador. H3 singularidades em
x = —1 e x =1, mas elas sdo integraveis. Este mesmo termo
aparecera na definicdo de um produto interno a seguir.

o Note que (6) é uma expansdo de f em uma série de Polindmios de
Chebyshev, cujos coeficientes decaem rapidamente.

@ O célculo destes coeficientes é complicado, mas hd métodos
numéricos eficientes para realiza-lo.
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Polindmios de Chebyshev - Propriedades
Propriedade 1

Relacdo de recorréncia: To(x) =1, Ti(x) =x e

Tk+1(X) = 2XTk(X) - Tk_l(X), k > 1. (8)

Consequéncia imediata da definicdo (4) e da relagdo de recorréncia (3)
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Polindmios de Chebyshev - Propriedades

Propriedade 1

Relacdo de recorréncia: To(x) =1, Ti(x) =x e

Tk+1(X) = 2XTk(X) - Tk_l(X), k > 1. (8)

Consequéncia imediata da definicdo (4) e da relagdo de recorréncia (3).
Usando (8), podemos obter expressdes para os polindmios de Chebyshev:
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Polindmios de Chebyshev - Propriedades

Propriedade 2
Paridade: Tj(—x) = (1)K Ty(x) J

Segue por indugdo finita aplicada a relagdo de recorréncia (8).

Propriedade 3

ITe(x)] <1, Vxe[-1,1]
Th(1) =1, Ti(-1)=(-1)

Consequéncia da definicdo Ty(cos ) = cos k6.
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Polindmios de Chebyshev - Propriedades
Propriedade 4

Raizes: Para k > 1, T, tem k raizes distintas contidas em (—1,1)

(rk) _ 2j—1m ,
X _COS(TE)’ 1<<k 9)

Logo, todas as raizes de Tk, k > 1, sdo reais, simples e estao contidas no
intervalo aberto (—1,1).
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Polindmios de Chebyshev - Propriedades

Propriedade 4

Raizes: Para k > 1, T, tem k raizes distintas contidas em (—1,1)

(rk) _ 2j—1m ,
X; —COS( = §>, 1<j<k (9)

Logo, todas as raizes de Tk, k > 1, sdo reais, simples e estao contidas no
intervalo aberto (—1,1).

Propriedade 5

Pontos de extremo: Para k > 1, os pontos nos quais T, assume seus
valores extremos em [—1,1] sdo os k + 1 pontos onde | Ty| é igual a 1

k LT .
X = cos (JE)7 0<j<k (10)

Logo, todos os pontos de maximo e minimo locais em R de Ty, k > 2, sao
0s pontos xj(ek), 1 <j < k—1, entrelagados com as raizes.
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Relacbes de ortogonalidade

Sabemos que

- 2 sek=/=0
/ coskfcosl0dd =< nm sek=1>1
o 0 sek#l
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Relacbes de ortogonalidade

Sabemos que

. 2 sek=1=0
/ coskfcosl0dd =< nm sek=1>1
" 0 sek#l

Por outro lado, usando paridade, obtemos

/ cos kf cos 10 df = 2/ cos kf cos 16 df = 2/ Tk(cos @) T(cos ) do
0 0

B )T
2/_1 71_)(2 dx

onde a Ultima integral foi obtida da definicdo dos polinémios de Chebyshev
e da mudancga de varidvel x = arccos .
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Relacbes de ortogonalidade

Logo, se definirmos o produto interno

1
(u,v) = / uCjvlx) dx (11)

~1 V1 —x?

no espago dos polindmios, temos que os polinémios de Chebyshev formam
uma familia de polindmios ortogonais em relagdo a (11) e satisfazem
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Relacbes de ortogonalidade

Logo, se definirmos o produto interno

[,
<u,v>—/_1 T d (11)

no espaco dos polindmios, temos que os polindmios de Chebyshev formam
uma familia de polindmios ortogonais em relagdo a (11) e satisfazem

T sek=1=0
(T, TN =45 sek=1>1 (12)
0 sek#1
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Um problema de minimos quadrados

A discussdo acima nos permite formular o seguinte problema.

Dada uma fung¢do f : [-1,1] — R seccionalmente continua, aproxime-a
por um polindmio g, de grau menor ou igual a m de forma a minimizar

[f(x) — gm(x )]
/ V1—x2 (13)

Note que (13) é igual a (f — gm, f — gm) onde o produto interno é o
definido por (11) e portanto temos um problema de minimos quadrados.
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Um problema de minimos quadrados
A discussdo acima nos permite formular o seguinte problema.

Dada uma fungdo f : [—1,1] — R seccionalmente continua, aproxime-a
por um polindmio g, de grau menor ou igual a m de forma a minimizar

[f(x ()1?
/ 1 — dx (13)

Note que (13) é igual a (f — gm, f — gm) onde o produto interno é o
definido por (11) e portanto temos um problema de minimos quadrados. A
solucdo pode ser buscada na forma

1 m
gm(x) = 5co—i-ZCka(X) (]_4)
e das relages de ortogonalidade (12) obtemos

1 ™
ck:2/ f(X)Tk(X)dxzz/ f(cosf)coskfdh, k>0  (15)
T™J-1 ™ Jo

1— x2
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Observacoes

@ As raizes (9) e os pontos de extremo (10) tem aplicagdes importantes
em férmulas de integracdo numérica e em aproximacdo de fungdes.
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Observacoes

@ As raizes (9) e os pontos de extremo (10) tem aplicagdes importantes
em férmulas de integracdo numérica e em aproximacdo de fungdes.

@ Os calculos dos coeficientes (15) e da expansdo (14) sdo mais
elaborados.
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Observacoes

@ As raizes (9) e os pontos de extremo (10) tem aplicagdes importantes
em férmulas de integracdo numérica e em aproximacdo de fungdes.

@ Os calculos dos coeficientes (15) e da expansdo (14) sdo mais
elaborados.

@ Porém, ha métodos numéricos bem eficientes para estes cdlculos.
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Intervalo [a, b]
Se F(t) estiver definida para t € [a, b], podemos usar os resultados
descritos acima da seguinte forma:

@ Defina
a a+b

f(x):F(b; 2 ) x e [-1,1].

Note que quando x percorre o intervalo [—1, 1], o argumento de F
percorre o intervalo [a, b].
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Intervalo [a, b]
Se F(t) estiver definida para t € [a, b], podemos usar os resultados
descritos acima da seguinte forma:

@ Defina
b—a a+b

f(x)—F( xS ) x € [-1,1].

Note que quando x percorre o intervalo [—1, 1], o argumento de F
percorre o intervalo [a, b].

@ Aproxime f no intervalo [—1,1] pelo método dos minimos quadrados
usando a expans3o (14) e os coeficientes (15). Denote a aproximag&o

por gm(x).
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Intervalo [a, b]
Se F(t) estiver definida para t € [a, b], podemos usar os resultados
descritos acima da seguinte forma:

@ Defina
b—a a+b

f(x)F< 3 x + > ), x € [-1,1].
Note que quando x percorre o intervalo [—1, 1], o argumento de F
percorre o intervalo [a, b].

@ Aproxime f no intervalo [—1,1] pelo método dos minimos quadrados
usando a expans3o (14) e os coeficientes (15). Denote a aproximag&o
por gm(x).

@ A aproximagdo Gp,(t) para t € [a, b] sera dada por

2 at+b
Gm(t) = &m (b—at_ b—a>’ t € [a, b].

Note que quando t percorre [a, b], o argumento de g, percorre
[-1,1].
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