Sobre zeros de polinémios

Recordar é viver

Seja p(z) = apz™ + an_12""1 4+ .- 4+ ap um polindémio de coeficientes reais
ou complexos e grau n > 1. Assim, a, # 0.

Para iniciar, vai-se recordar algumas coisas bem conhecidas e fixar-se
algumas notagoes.

A derivada de p(x) é o polinoémio p/(z) de grau n—1, p/(z) = > kagpa*1.
k=1

Vai-se denotar a k-ésima derivada de p(z) por p®)(z). Assim, p(V(z) =
().

Seja k um inteiro, 1 < k < n. Um ndmero complexo ¢ diz-se raiz de
multiplicidade k& do polinémio p(x) se existe um polinémio de coeficientes
reais ou complexos ¢(z) tal que p(x) = (z — &)*q(z) e ¢(¢) # 0. Uma raiz
de multiplicidade 1 é chamada de raiz simples de p.

Relembre que ¢ é raiz de multiplicidade k de p(x) se, e somente se,
p(&) = p'(a) = p* V(&) = 0 e p™(€) # 0.

Um dos teoremas mais celebrados da matemaética é o Teorema Funda-
mental da Algebra.

Teorema 1 Seja p(x) € um polinémio de grau n, n > 1, entdo existe um
nimero complezo & tal que p(§) = 0.

Uma consequéncia imediata deste teorema é o resultado enunciado a seguir,
algumas vezes também chamado teorema fundamental da algebra.

Teorema 2 Se p(x) = apz™ + Ap_12" "L+ +ag € um polinémio de grau

n, n > 1, existem numeros complexos &1,...&, dois a dois distintos, e
4
naturais nao nulos mi,...,my, tais que p(z) = a, [] (x — &)™*
k=1

Claro que nas condigoes do teorema 2, £ é uma raiz de multiplicidade mg

4
de p(z) e > my = n.
k=1
1 A regra dos sinais de Descartes. .. e o que Gauss

tem a ver com isso

Aqui consideram-se apenas polinomios p(z) = a,2" + an_12" 1 + -+ + ag
de coeficientes reais com grau n > 1.



Tome a sequéncia de coeficientes de p(x), (an, an—1,...,a1,ap) e descon-
sidere os elementos nulos desta. Seja v(p) o nimero de trocas de sinal que
hé nessa sequéncia (ap6s desconsiderar os zeros).

Exemplo 1

(A) SE p(x) = 27 — 22% — 2% — 322 + 1, A SEQUENCIA £ (JA ELIMINADOS
0S ZEROS) (1,—-2,—-1,-3,1) E v(p) = 2.

(B) SE p(z) = z* + 2 + 17 A SEQUENCIA E (1,1,17) E v(p) = 0.

(¢) SE g(z) = 23 + 222 — 2 — 1, A SEQUENCIA E (1,2,—1,—1) E v(q) = 1.

Exercicio 1 Seja p(x) = anz" + ap_12" ' + -+ + ag um polinémio de
coeficientes reais e graun > 1, com p(0) # 0.

(i) Prove que 0 < v(p) < n e apresente um exemplo em que v(p) = n.

(ii) Suponha que n > 2 e considere p'(z) a derivada de p(x). Prove que
v(p) € igual a v(p) ou € igual a v(p) — 1. Apresente um exemplo em
que v(p") = v(p) e um exemplo em que v(p') = v(p) — 1. (Pode supor
neste item que p'(0) #0)

A regra de sinais de Descartes-Gauss apresenta uma estimativa para o
numero de raizes reais estritamente positivas de p(x) em funcdo de v(p).

Teorema 3 Seja p(z) = apz™ +ap_12" L+ +ag um polinémio de coefi-
cientes reais e grau n > 1. Entao se p(p) € a soma das multiplicidades das
raizes reais estritamente positivas de p(x) tem—se que:

(1) u(p) < v(p)-
(i) p(p) e v(p) sao inteiros de mesma paridade, i.e. v(p) — u(p) € par.

O item (i) foi enunciado pela primeira vez por Descartes em sua obra “La
Geometrie”, um apéndice de “Discurso sobre o método para bem conduzir a
razao na busca da verdade dentro da ciéncia” (em francés, “Discours de la
méthode pour bien conduire sa raison, et chercher la verité dans les scien-
ces”) em 1637. Descartes nao demonstrou esse resultado, apenas o enunciou,
parece que a primeira demonstragao conhecida é de 1740, feita por Malves.
O item (ii) é a contribuicao de Gauss ao resultado e data de 1828 (com
demonstracao).

Em bom portugués a regra diz que se p(z) = a,2" + ap_12" 1+ +ag
é um polindmio de coeficientes reais e grau n > 1, o numero de raizes



estritamente positivas de p(z), contadas com suas respectivas multiplicidade,
é menor ou igual a v(p) e, além disso, esse nimero tem a mesma paridade
de v(p).

Alguns exemplos para esclarecer o tema.

Exemplo 2

(A)

(€)

SE p(z) = 22 —x + 1, TEM-SE v(p) = 2. PORTANTO O NUMERO
DE RAIZES REAIS ESTRITAMENTE POSITIVAS DE p(2), CONTADAS COM
SUA MULTIPLICIDADE, E PAR E E MENOR OU IGUAL A 2. OU SEJA, O
NUMERO DE RA{ZES REAIS ESTRITAMENTE POSITIVAS DE p(x), CON-
TADAS COM SUA MULTIPLICIDADE, E 0 OU 2. NOTE QUE NESTE CASO
O NUMERO E IGUAL A 0.

SE p(x) = z* — 222 + 1, TEM-SE DE NOVO v(p) = 2. PORTANTO,
OUTRA VEZ, O NUMERO DE RAIZES REAIS ESTRITAMENTE POSITIVAS
DE p(x), CONTADAS COM SUA MULTIPLICIDADE, E PAR E E MENOR OU
IGUAL A 2. OU SEJA, ESSE NUMERO E 0 oU 2. NOTE QUE AQUI O
NUMERO E IGUAL A 2, POIS p(z) = (22 — 1)2,

SEJA p(z) = 27 — 32° — 2z — 1. NESSE CASO v(p) = 1. PORTANTO O
NUMERO DE RAIZES REAIS DE p(x) ESTRITAMENTE POSITIVAS, CON-
TADAS CIM SUA MULTIPLICIDADE, E UM NATURAL IMPAR E MENOR
OU IGUAL A 1. OU SEJA, NESTE CASO A ESTIMATIVA FORNECIDA
PELA REGRA DE GAUSS-DESCARTES € ezata, HA PRECISAMENTE UMA
RAIZ ESTRITAMENTE POSITIVA DE p(x), E ESTA E SIMPLES (VEJA O
EXERCICIO 2 ADIANTE).

SE p(z) = 27 — 22% + 2* — 322 — 1 BENTAO v(p) = 3, PORTANTO,
CONTANDO CADA RA{Z COM SUA MULTIPLICIDADE, TEM-SE QUE O
NUMERO DE RAIZES REAIS ESTRITAMENTE POSITIVAS E IMPAR E ME-
NOR OU IGUAL A 3. OU SEJA, HA UMA OU TRES RAIZES ESTRITA-
MENTE POSITIVAS DE p(x), CONTADAS COM SUA MULTIPLICIDADE.
(TENTE PROVAR QUE, NESTE EXEMPLO HA APENAS UMA RAIZ ESTRI-
TAMENTE POSITIVA DE p(z) E ESTA E SIMPLES).

CONSIDERE p(z) = 2% — 728 — 2° + 2% — 223 + 2%, ENTAO v(p) = 4.

ENTAO A REGRA DE GAUSS-DESCARTES PERMITE AFIRMAR QUE O
NUMERO DE RA[ZES ESTRITAMENTE POSITIVAS DE p(z) E ZERO, 2 OU
4 (CONTADAS COM SUA MULTIPLICIDADE). NOTE QUE O FATO DE
p(0) = 0, OU SEJA O TERMO INDEPENDENTE DE p(z) SER ZERO, EM
NADA INTERFERE NA APLICAGAO DA REGRA (NO CASO A SEQUENCIA
DE COEFICIENTES NAO NULOS DE p(z) E (1,-7,—1,1,-2,1)).



Exercicio 2 Se p(x) é um polinémio de coeficientes reais e graun, n > 1,
ev(p) €0 oul, entao a estimativa fornecida pela regra de Gauss-Descartes é
exata (ou seja, o niumero de raizes estritamente positivas de p(x), contadas
com sua multiplicidade € v(p)).

Aplicacoes
1.1 Raizes estritamente negativas

Pode-se usar a regra de Gauss-Descartes para obter uma estimativa do
nimero de raizes estritamente negativas de um polinémio p(x) de coefi-
cientes reais e grau n, n > 1.

Para isto note que, se ¢(z) = p(—z), entao « é raiz de multiplicidade m
de g(x) se, e apenas se, A = —a é raiz de multiplicidade m de p(x). Essa
observacao tem como consequéncia direta o resultado enunciado a seguir.

Teorema 4 Seja p(x) um polinémio com coeficientes reais e graun, n > 1,
e considere q(x) = p(—x). Entao, se i(p) é a soma das multiplicidades das
raizes estritamente negativas de p(x), tem—se:

(i) i(p) < v(q).

(ii) fi(p) e v(q) tem a mesma paridade.

Exemplo 3

(A) CONSIDERE O POLINOMIO p(z) = 7 + 2° + 172* — 1523 — 17z — 40.
NESSE CASO q(z) = p(—x) = —2" — 25 + 172* + 1523 + 172 — 40
E v(q) = 2. PORTANTO, CONTADAS COM SUAS MULTIPLICIDADES,
HA UM NUMERO PAR DE RAIZES ESTRITAMENTE NEGATIVAS, E ESSE
NUMERO E MENOR OU IGUAL A 2. OU SEJA, HA 0 OU 2 DESSAS RAIZES.
(PROVE QUE NESTE EXEMPLO HA DUAS RATES ESTRITAMENTE NEGA-
TIVAS, AMBAS SIMPLES)

(B) p(x) = 2° +32* — 323 + 1. AQui q(z) = —2° + 32* + 323 + 1, ENTAO
v(q) = 1 E UMA ANALISE SIMILAR A FEITA ANTES NO EXEMPLO 2-
C MOSTRA QUE HA EXATAMENTE UMA RAIZ REAL ESTRITAMENTE
NEGATIVA DE p(x), E ESTA E SIMPLES (VEJA TAMBEM O EXERC{cIO
2).



1.2 Raizes estritamente maiores do que «

Aqui usa-se a regra de Gauss-Descartes para obter uma estimativa do niimero
de raizes estritamente maiores do que um real o de um polinémio de coefi-
cientes reais.

A situacdo é semelhante a discutida ao se encontrar uma estimativa
para o numero de raizes estritamente negativas, sejam p(x) um polindémio
de coeficientes reais e grau n, n > 1, e um real a.

Considere a mudanca de variaveis y = = — «, claro que y > 0 se, e apenas
se, © > «. Entao, basta escrever p(z) ma nova varidvel y, aplicar a regra de
Gauss—Descartes para esse polindmio em y e tem—se uma estimativa para o
numero de raizes reais estritamente maiores do que a.

Uma maneira de escrever o polindémio p(z) na varidvel y = = — « é
fazer a substituicdo x = y + «, e considerar o polinémio ¢, (y) = p(y + ),
que evidentemente é o polinémio desejado, ao qual deve—se aplicar a regra
de Gauss-Descartes para obter uma estimativa para o nimero de raizes
estritamente maiores do que a de p(x). O resultado abaixo exprime as
conclusoes.

Teorema 5 Sejam p(xz) um polindmio com coeficientes reais e grau n, n >
1, a € R e chame pn(p) a soma das multiplicidades das raizes de p(x)
estritamente maiores do que a.. Entao, se qo(y) = p(y + «) tem—se:

(1) pa(p) < v(ga)-
(i) 1a(p) € v(qa) tem a mesma paridade.

H4 uma maneira mais comoda de escrever ¢, do que calcular p(y + a) na
“forga bruta”, é usar que, como p(x) € um polinémio de grau n, ele ao seu
polinomio de Taylor de ordem n em torno de qualquer ponto. Portanto

p(z) =pla) +p(a)(x —a)+ -+

Faca a mudanca de varidvel y = & — a na expressao acima e obtenha de
(k)

pronto ga(y) = 3 P @yt.
k=0

Um ponto interessante a destacar, para fins praticos, é que, para deter-
minar v(g,) ndo é necessario calcular p*)(a), basta determinar seu sinal.
Isto facilita de modo considerdvel os cdlculos, pois as derivadas p(¥) (a) po-
dem ser calculadas com o uso do método dos paréntesis encaixados (método
de Horner).



Exemplo 4 VAI-SE OBTER UMA ESTIMATIVA PARA O NUMERO DE RAIZES
DE p(z) = 2% 4+ 22° — 20* — 323 + 22 — 2 + 1 ESTRITAMENTE MAIORES DO

QUE o« = —2, CONTADAS COM SUA MULTIPLICIDADE.
PARA 1SSO, ESCREVE-SE p(x) USANDO SEU POLINOMIO DE TAYLOR DE
ORDEM 6 EM TORNO DE «. PARA 1SSO, NOTE QUE p(—2) = —1 < 0 E COM

0 CALCULO DAS DERIVADAS DE p EM o OBTEM-SE:
p( ) =625 + 102* — 823 — 922 + 22 — 1, . p/(—2) = -9
z) = 30z* 4+ 402° — 2422 — 18z + 2, ... p®(~2) > 0. (DE FATO,

@)(
) =
(z) = 12023 + 1202% — 48z — 18, .. p®)(=2) < 0.
(
(

5)(z) = 720z + 240, . p®®(—2) < 0.
6)(z) = 720, ... p(®(~2) > 0.

DESSA FORMA, A AO TOMAR-SE A SEQUENCIA DOS SINAIS DOS COEFI-
CIENTES DE ¢4(y) OBTEM-SE (+ — + — + — —). PORTANTO v(gy) = 5 E
CONCLUI-SE QUE HA, CONTADAS COM SUA MULTIPLICIDADE, O NUMERO
DE RA{ZES DE p(z) ESTRITAMENTE MAIORES DO QUE —2 E {MPAR E MENOR
OU IGUAL A 5, OU SEJA, ESSE NUMERO E 1, 3 OU 5.

p

p? ( 2) = 102).
p®
() = 36022 + 240z — 48, . pI(=2) > 0.
)
)

(
pl
(
pl

Exercicio 3 Prove que o nimero de raizes do polinémio p(x) do exemplo
4 maiores ou igual a o = —2, € 3, e todas sdo simples.

Uma demonstracao da regra de Descartes

Aqui apresenta-se uma demonstracao da regra de Descartes, o teorema 3.
Considere um polinémio de grau n, n > 1 e coeficientes reais p(z) =

n
> apk, isto 6, a; € R e a,, # 0.
k=0

Denote por u(p) a soma das multiplicidades das raizes estritamente po-
sitivas de p, tome a sequéncia finita (an,an—1,...,a1,ap) dos coeficientes de
p(z) (tomados pela ordem decrescente de grau), desconsidere os zeros desta
sequéncia e chame de v(p) o nimero de trocas de sinal desta sequéncia (apés
eliminar os zeros).

Deve-se demostrar que p(p) < v(p) e que os ntmeros pu(p) e v(p) tem
mesma paridade.

Como as raizes de p(z) e de ¢(x) = —p(z) sdo as mesmas e tém a
multiplicidade igual, nada se perde em generalidade ao supor a, > 0.

e Uma demonstracao para o caso em que ag # 0 (i.e. p(0) # 0):



Fato 1 u(p) e v(p) tem mesma paridade.

Demonstracao: Esta afirmacao é consequéncia imediata das seguintes ob-
servacoes triviais:

(i) Se ag > 0 entao, como a, € ap tem mesmo sinal, tem-se v(p) par. De
modo andlogo, se ag < 0 entdao v(p) é impar.

(ii) Se T é uma raiz de multiplicidade impar de p(z) entao o polindémio
p(x) troca de sinal em T, de modo mais formal, existe ¢ > 0 tal que,
sex1 € (T—¢e,T) e xg € (T,T + ¢€), entao p(z1)p(ze) < 0. Jd se T é
uma raiz de multiplicidade par de p(z) entao p(x) nao troca de sinal
em T, de modo mais formal, existe ¢ > 0 tal que, se x1 € (T —&,7) e
x2 € (T,T + €), entdo p(z1)p(x2) > 0.

(iii) Note que lirll p(z) = +oo (pois a, > 0), entao resulta de (ii) que, se
T—r+00

ap = p(0) > 0 entdo pu(p) deve ser par e, se ap = p(0) < 0 entdo u(p)
€ impar.

Portanto, segue-se de (i) e (iii) que se ag > 0 (ou, em termos mais gerais,
se anap > 0) entao v(p) e u(p) sdo ambos pares e, se ag < 0 (ou, em termos
mais gerais, se a,ao < 0) entdo tanto v(p) como pu(p) sd@o impares. |

Para encerrar a demonstracao da regra de Descartes resta provar a afirmacao
pu(p) < wv(p), isso serd feito por indugdo em n com o uso de observagoes
simples de cédlculo e uma aplicacao interessante do teorema de Rolle que vai
permitir comparar u(p) e u(p).

n
Lembre que se p(z) = 3 apz® a derivada de p(x) é o polinémio de grau
k=0
n
n—1,p(z) =3 kapz" 1.
k=1

Agora recorde que, se T é uma raiz de multiplicidade m de p(z), entao
T é uma raiz de multiplicidade m — 1 de p/(x) (em particular, se T é raiz
simples de p(z) entao p'(T) # 0).

Para enunciar o préximo resultado, que serd o ponto principal na prova
de p(p) < v(p) é comodo introduzir aqui uma notagao a mais.

Seja s* =min{k e N: 1 <k <n,a; #0}.

Note que como 1 < s* < n e esta-se a supor ag # 0, entao agag+ 7 0.

O sinal de agas+ terd certa relevancia no resultado a seguir.

Fato 2 Para todo polinomio de grau n > 1 tem—se u(p') > u(p) — 1 e, se
apas< > 0, entao p(p') > p(p).



Demonstracao: Primeiro serd mostrado que para todo polindmio tem—se
n(p') = pp) — 1.

SDe fato, se p(x) nao tem raizes estritamente positivas ou se tem apenas
isso é évio.

Suponha entdo que p(x) tem ¢ raizes estritamente positivas, ¢ > 2,
denote-as por x1 < x2 < --- < xy e seja my a multiplicidade de xj.

Para < k < ¢ considere I, = [zy, zk—1] e faga Iy = [z, +00].

Em cada I} a tnica raiz de p(x) é xj e sua multiplicidade é my, no mesmo
intervalo tem—se que x; é raiz de multiplicidade m; — 1 e, para 1 < k < £, o
teorema de Rolle garante que ha pelo menos uma raiz de p'(z) em (zg, Tx41).
Assim, para 1 < k < /—1 a soma das multiplicidades das raizes de p/(z) em
I = [xg, xp—1] é di > my, e, em I; = [z, +00[, a soma das multiplicidades
das raizes de p'(x) é dy > my — 1.

¢

Como em (0, z1) nao raizes de p(x) resulta que u(p) = > my e, portanto,
k=1
14 /-1 -1
p(p') > > de> Y dp+de> Y0 my+my— 1= p(p) — 1.
k=1 k=1 k=1

Isso mostra a primeira parte do resultado, sempre vale u(p’) > u(p) — 1.

Para encerrar a demonstragao seré provado que se apas+ > 0 entao p/(z)
tem pelo menos uma raiz em (0, z1). Como nesse intervalo p(x) nao se anula,
basta usar a parte ja demonstrada do resultado para concluir que nesse caso
u(p') = pu(p).

Considere primeiro a situagao em que ag = p(0) > 0, entdo se agasx > 0
tem-se ag+ > 0 ou seja, a primeira derivada nao nula de p(x) em zero é
estritamente positiva, portanto existe ¢ > 0 tal que p(z) é estritamente
crescente em (0,¢). Como p(0) = ap > 0 e x1 é a menor raiz estritamente
positiva de p(x), isso mostra que o maximo de p(z) no intervalo [0,z] é
atingido num ponto xg do interior desse intervalo (nao pode ser atingido em
zero). Portanto p'(zg) > 0 e isso termina a prova.

Caso ap = p(0) < 0 entdo se apasx > 0 tem—se ags« < 0, portanto a
primeira derivada nao nula de p(z) em zero é estritamente negativa, o que
mostra existir € > 0 tal que p(x) é estritamente decrescente em (0,¢). O
resto da prova de p/(z) ter uma raiz em [0, z1] é andloga & anterior, basta
trocar ali maximo por minimo. |

A prova da regra de Descartes serd concluida com o uso deste resultado e
da seguinte observacgao simples.
Como ag+ é o coeficiente do termo de menor grau de p/(z) é claro que:

(A) Se agag+ > 0 os sinais de ag e as+ s80 0s mesmo e portanto v(p') = v(p).



(B) Se apasx < 0 entdo ag e ag« tem sinais diferentes, assim v(p’) = v(p) —1.

Agora o final da demonstracao da regra de Descartes, se ag # 0.

n
Fato 3 Se p(x) = Y. apz® é um polinémio de coeficientes reais e de grau
k=0
n>1ep(0) #0 entdo p(p) < v(p).

Demonstracgao: Sera feita por inducao em n.
O caso inicial, n = 1 é de todo trivial.

Suponha entao que a o resultado vale para polindmios de grau n e con-
n+1
sidere p(z) = Y. apz® um polinémio de coeficientes reais e de grau n + 1.
k=0
Note que p/(z) é um polinémio de coeficientes reais e grau n entao, pela

hipétese de indugao, u(p') < v(p').
Agora analisam-se as duas possibilidades para o sinal de agag=.

e Caso agagx > 0.
Entao, pela observacao (A), pela hip6tese de inducao e pelo fato 2,

tem-se v(p) = v(p’) > u(p’) = u(p).

e Caso agag < 0.
Entao use a observagao (B), a hipdtese de indugdo e o fato 2, para
concluir que v(p) = v(P' )+ 1> u@)+1>pulp). |

Exercicio 4 Faca uma demonstracao da regra de Descartes para o caso
apg = 0.

2 Raizes em um intervalo: Budan e Sturm

Considere mais uma vez um polinémio p(x) = 3 axz” de coeficientes reais
k=0
e grau n > 1. O problema que se discute aqui é contar o nimero de raies de

p que estao nym intervalo [a, 8]. Apresentam-se dois resultados, o teorema
de Budan (também conhecido como teorema de Budan-Fourier) e o teorema
de Sturm. O primeiro é uma generalizacdo da regra de Gauss-Descartes
e, como esta, fornece uma estimativa para esse numero, nessa estimativa
a multiplicidade das raizes é levada em conta, os calculos envolvidos nesse
resultado sao simples. O segundo fornece o nlimero exato de raizes de p no
intervalo considerado, mas sua aplicagao exige célculos que, embora sejam
todos algébricos sobre os coeficientes de p, sao muito mais complexos e bem
mais sujeitos a erros numéricos do que os envolvidos no teorema de Budan.



2.1 O Teorema de Budan, lembrancas de Descartes

Considere um intervalo [«, 5] em que p(a) # 0 e p(f) # 0 (na verdade s6 a
utima restrigdo importa, mas aqui vao supor-se ambas).
Como na se¢ao 1.2, se ¢ € R, considere o polindémio ¢.(y) = p(y + ¢).

Fato 4 Seja p(x) = 3 apa® de coeficientes reais e graun > 1 e tome reais

a < f tais que p(a)p(B) # 0. Chame p a soma das multiplicidades das
raizes de p em |o, (3].
Nessas condicoes:

(i) 0 < p < v(ga) —v(gs)
(it) Os naturais p e v(qa) — v(gg) tém mesma paridade.

A demonstracao deste resultado nao é apresentada aqui, embora possa ser
feita de forma simples e muito similar a da Regra de Gauss-Descartes.

Note que este é um resultado de aplicacao direta e simples.

Exemplo 5 CONSIDERE, COMO NO EXEMPLO 4, p(z) = 2% + 225 — 22 —

32% 422 —2+1. VAI ANALISAR-SE AS RAZES DESTE POLINOMIO EM [—2, 1].

Aqui @ = =2, =1 e no supracitado exemplo 4 mostrou-se que v(q,) = 5.
Para calcular v(gg) vai avaliar-se o sinal de p e das suas derivadas nesse
ponto, claro que p(G)(l) = 6! > 0, além disso:

e p(l)=-1<0

o /() =62° + 102* —82% — 922 + 20 — 1, . p/(1) = 0.

o p(z) = 302* + 402% — 2422 — 18z + 2, - pd(1) > 0.
o p®)(2) = 1202° + 12022 — 48z — 18, .. p®)(1) > 0.

o p™(z) = 36022 + 240z — 48, . p™W (1) > 0.

o pO)(x) = 7202 + 240, .-, pO (1) > 0.

Portanto, ignora-se o zero de p’(1) na sequécia de sinais de gg e tem-se que
esta sequéncia é (— + + + +), assim v(gg) = 1.

O fato 4 mostra que o nimero de raizes de p em [—1, 2] é, contadas com
a sua multiplicidade, par e menor ou igual a v(¢o) — v(gg) =5 —1=4.
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2.2 O Algoritmo de Sturm

Aqui serd enunciado um resultado bem mais sofisticado do que a regra de
Gauss-Descartes e do teorema de Budan, estudados nas secoes anteriores,
apesar de mais poderoso do que os resultados de Gauss-Descartes e Budan,
em dois aspectos ele é mais limitado nas aplicagoes:

e Seu uso tem um custo computacional bem maior, e estd sujeito a erros
numéricos, coisa que nao acontece com Gauss-Descartes.

e A regra de Descartes tem generalizacdess que aplicam-se a classes de
fungoes maiores do que a dos polinémios, isso nao é conhecido para o
algoritmo de Sturm (por exemplo, no caso de fungdes racionais).

Em termos simples o algoritmo de Sturm, ou teorema de Sturm, faz o
seguinte, dados:

n
(i) um polinémio p(z) = 3 arz® de coeficientes reais e grau n > 1.
k=0

(ii) um intervalo [«, 5] C R tal que p(«) # 0 e p(B) # 0.

fornece, ap6s um nimero finito e determinado de adigdes e multiplicagoes (ou
seja, é um algoritmo algébrico), determina o nimero de raizes de p em |« ],
de modo mais formal, calcula 0 = o(a, 8,p) = #{z € [a, f]: p(z) = 0}.

Ao comparar este resultado com os anteriores deve salientar-se que:

e Ao contrario dos resultados de Gauss-Descartes e Budan, o ntmero
o(a, B, p) supramencionado nao leva em conta as multiplicidades das
raizes de p que existem em [a, (], cada raiz é contada uma vez, inde-
pendente de qual é a sua multiplicidade.

e Aqui nao se apresenta uma estimativa do nimero de raizes de p em
[a, B], calcula-se o niimero exato de raizes em |, (].

A chave para o resultado de Sturm é a construcao, a partir de p da
sequéncia de Sturm de p, uma sequéncia finita de polinémios (no maximo
n + 1 polindémios) que é feita a seguir.

2.3 Sequéncia de Sturm de p

n
Seja p(z) = 3 apz® um polinémio de coeficientes reais e grau n > 1.
k=0
Considere a sequéncia de polinoémios ho(z), hi(x),...,hs(x) definida de

forma indutiva por:
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(D) ho(z) = p(x), h(z)=p'(z);

(IT) Pra & > 1, conhecidos ho(x), hi(x),...,hg(z), se hg(z) =
0 faga. s = k — 1 e a sequéncia de Sturm de p §é
(ho(x), hi(z),...,hg—1(x)) e saia daqui, acabou! Caso hy(z)
nao seja o polinémio nulo, seja 7;41(x) o resto da divisao eu-
clidiana de hi_1(x) por hi(z) e defina hyyi(x) = —rK11(2).

(ITI) Troque k por k + 1 e volte ao passo anterior.

Note que, como o grau de p é n > 1, o polinomio hj(x) nao é identica-
mente nulo, assim s > 1.

Além disso tem—se que o grau de hi(z) é n — 1 e, da divisao euclidiana
de polinomios vem que o grau de hi é estritamente menor do que o grau
de hy_1, portanto, para algum k € {1,...,n} tem-se hxr1(z) = 0, o que
mostra que s < n.

Exemplo 6 DETERMINAR A SEQUENCIA DE STURM DE p(x) = 2% — 423 —
z 4+ 1.

Neste caso, ho(z) = p(z) = 2* —4a3 —z+1e hy(z) = p'(z) = 423 - 1222 - 1.

A divisdo euclidiana de ho(z) por hi(z) tem quociente ga(z) = L2 e
resto ro(z) = —3z% — 3L, Assim, ho(z) = —ro(z) = 322 + 321

Ao dividir hy(x) por ho(x) obtém-se quociente gs(xz) = % e resto
r3(z) = L2 assim hy(z) = —H3LE5

Por fim, a divisdo de ho(z) por hg(z) tem quociente g4(z) = —3%z — 1287
e resto r4(z) = 322, Entdo hy(z) = —2213.

Como o grau de p é 4 tem-se que s < 4 e isso mostra que a sequéncia de
Sturm de pé (hO(x)a h1<1'), hQ(x)v h3($), h4($>)

Com a sequéncia de Sturm (ho(z), hi(z),...,hs(x)) de p vai-se definir
agora a funcdo contadora de Sturm v, definida em S, = {z € R: p(z) # 0}.

Para a € S, considere a sequéncia (ho(a), hi(a),...,hs(a)) e remova os
zeros dessa sequéncia, veja que ho(a) # 0, portanto apés remover os zeros
ainda existe uma sequéncia (ag,...,ap) com 0 < ¢ < s.

Defina entao v, (o) como o niimero de trocas de sinal que hé na sequéncia
supracitada (ag, ..., ap).

Por exemplo, se p(r) = z* —42% — 2+ 1, tem-se p(2) = —17, p(4) = -3
e p(5b) = 121, assim pode-se calcular v, nesses valores.

12



Com os célculos feitos no exemplo 6, tem-se que

o1 61 2219
2)=-1 2)=-1 2) = — 2)=—— 2)=———
ho(4) = =17, h1(2) = 63, ha(2) = o sl4) = —£7 ha(4) = —%
ho(5) = 121, hy(5) = 199, ho(5) = 78, h3(5) = — . hy(5) = — ="
portanto v(2) = vp(4) =2 e 1p(5) = 1.
O leitor fica convidado a mostrar que v,(0) = 3.
Note que, dado um polinémio p(z) = 3 apz® de coeficientes reais e

k=0
grau n > 1, todos os cdlculos envolvidos para obter a sequéncia de Sturm

de p e para calcular v, em um ponto envolvem apenas operacoes de adigao
e multiplicagao feitas a partir dos coeficientes de p(x). Podem ser célculos
tediosos e em grande quantidade (de fato, sdo), mas envolvem apenas essas
operagoes, todos os célculos, sem nenhuma excecao, sao algébricos, tudo
nesta subsecao é “construtivel”.

2.4 O Teorema de Sturm
Com a parafernalia vista pode-se agora enunciar o teorema de Sturm.

n
Teorema 6 Seja p(x) = Y arw
k=0
n > 1 e considere v, a funcao contadora de Sturm de p definida na subse¢ao

2.5.
Se oo < B sao reais e p(a)p(B) # 0 entdo o numero de raizes de p em
[a, B], contadas sem levar em conta sua multiplicidade é

o(a,B,p) = #{z € [o, B] : p(x) = 0} = vp(a) — 1p(D).

k um polinémio de coeficientes reais e grau

Assim se p(z) = z* — 423 — 2 + 1, mostrou-se na subsecio 2.3 que
vp(2) = 1p(4) = 2 e 1p(5) = 1, entdo p nao tem raizes em [2,4] e tem
uma raiz em [4,5]. Uma observagao simples é que, embora nao se saiba
qual a multiplicidade da raiz que estd em [4,5], é simples concluir que essa
multiplicidade é ipar (porque?).

Na verdade o seguinte exercicio é simples.

Exercicio 5 Nas condi¢oes do teorema 6 mostre que vy(a) — vp(3) > 0
a soma das multiplicidades das raizes de p em [a, 3] € par se, e sé se,

p(a)p(B) > 0.
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As dificuldades no uso do teorema 6 sao de natureza técnica, se feitos em
aritmética de ponto flutuante, os cdlculos envolvidos para obter a sequéncia
de Sturm de p s@o amiide bastante sujeitos a erros e imprecisoes.

Exercicio 6 Considere p(r) = x5+ 225 — 22 — 323 + 22 — x4+ 1 (polinémio
estudado nos exemplos 4 e 5), e prove que no intervalo [—2,1] este polinémio
tem 2 raizes diferentes e ambas simples.

Pode-se melhorar o teorema de Sturm enunciado acima, no seguinte sen-

n

tido, dado um polinémio p(x) = > arz® de coeficientes reais e grau n > 1,
k=0

reais a < 8 com p(a)p(B) # 0 e um natural m € {1,...,n}, é possivel,

através apenas de operagies algébricas a partir dos coeficientes de p(x) cal-
cular o ndmero de raizes de p em [a, ] que tem multiplicidade m.

O leitor fica convidado a obter um algoritmo algébrico para resolver esse
problema no caso m = 1 (isto é, um algoritmo que calcule o nimero de
raizes simples de p em [a, 8]). Uma sugestao é criar um algoritmo a partir
do teorema de Sturm com o auxilio de “algo mais’sobre polinémios, por
exemplo, usar de forma conveniente o m.d.c. entre p e p'.

3 Localizacao de raizes de polindmios

Nesta sec@o sed indiferente que o polindémio p(x) considerado tenha coefici-
entes reais, basta ser de grau n > 1 (e prova-se assim que o processo descrito
acima acaba no maximo em n + 1 etapas).

Assim, seja p(z) = an2"™ + an_12" "1 + - - + ap um polindmio de coefici-
entes complexos e grau n > 1, portanto a, # 0.

O primeiro resultado que se enuncia aqui é de todo ébvio.

k]
|x‘n7k Y

n—1
Fato 5 Suponha que x € C seja diferente de zero e tal que |a,| > >
k=0

entao p(z) # 0.

xﬁ’ik], entao segue-se da

n—1
Demonstracgao: Claro que p(x) = z" [an + >

k=0
desigualdade triangular e da hipdtese que:

n—1

|a|
<> T < 1ol

k=0

n—1
ag
Z xn—k

k=0

e isto implica de pronto que p(z) # 0. |
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la]
‘xlnfk’

n—1
Note que a desigualdade da hipétese deste resultado, |a,| > > pode
k=0

ser reescrita cComo
||
1> Z 1
<ol Ja W)

Uma consequéncia interessante destas observacoes é a seguinte estimativa
para o maior valor absoluto das raizes de p.

Fato 6 Se M = 0<1g1<ax . ny ||Zk‘| e z € C € uma raiz do polinémio p entao
— 7”7
|z| < 2M.

Demonstracao: Note que, se 0 < &k < n — 1, entao % < M"™F agora

veja que, se z € C satisfaz |z| > 2M tem-se:
log] L x| 1 !
|an|hﬂn7k ’an|A1nfk2nfk — on—k’

llﬂn k n—k mn
plica p(z) £ 0. i

Uma estimativa de aparéncia similar a do fato 6 é a seguinte:

n—1
1 1
Assim, Z |a "ak’ < Z 5 =1— — <1 o que, pelo fato 5, im-
k=0

Fato 7 Se L = max |%l ¢z ¢ uma raiz do polinémio p entdo |z| <1+L.

0<k<n—1 lan|
Demonstragao: Seja z € C uma raiz de p. Se |z| < 1, é claro que o
resultado é verdadeiro.

Suponha entao que |z| > 1, considere Ly = max |ax| e use que p(z) =
0<k<n-1

0 e a desigualdade triangular para ver que

n—1 n—1 n—1
lanz" < | 30 arz®| < 30 Lafe*| = L 3 |/".
k=0 k=0 k=0

n—1
Portanto, se z é raiz de p e |z| > 1, tem-se |z|" < é—i' Z 2|k

(anO|L” —Le §:|ZW Z"J < é“ resulta entao |z|" < LLZT1

Isso mostra que, tambem no caso |z| > 1, tem-se |z| < 1+ L. |

Agora apresentam-se alguns exercicios e exemplos para aplicar e compa-
rar os fatos 6 e 7.
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Exercicio 7 Considere M e L definidos nos fatos 6 e 7.
(i) Prove que L > 1 se, e sé se M > 1.

(ii) Suponha que L > 1 e compare as estimativas apresentadas nos fatos 6
e 7, qual é melhor (ou seja, suponha L >1 e compare 2M e L+ 1)?

|an71|

e
|an|

Sugestao: Considere duas situacdes, o caso em que M =

aquele em que M > ‘a|27|1" A sequnda destas situacdes € “simples”de

ser analisada, a primeira. ..

Exemplo 7 CONSIDERE p(z) = 2° + 2% — 32 + 22 — 32 + 2.

Neste caso L = 3 e M = /3 ~ 1.732050808. Entdo a estimativa fornecida
pelo fato 6 é mais acurada que a vista no fato 7, pois 2M < 3.6 <4 =L+1.
A melhor conclusao a que se pode chegar com os resultados obtidos é que
todas as raizes de p (reais ou ndo) tem valor absoluto menor ou igual a 2+/3.

Exemplo 8 SEJA p(z) = 2% — 5% + 627 + 4.

Aqui L=6e M =5, entdao L+1 =7 < 10 = 2M, portanto neste exemplo,
a estimativa do fato 7 é a melhor, ela permite concluir que se £ € C é raiz
de p entao |¢] < 7.

Exercicio 8 Considere a € C e o polinémio p(z) = z° — 5x* + 623 + a.
(i) Mostre que se |a| <6 e & € C é uma raiz de p entdo €| < 7.
(ii) Mostre que se 6 < |a| <9 e & € C é uma raiz de p entdo |£| < |a| + 1.
(iii) Mostre que se 9 < |a| <55 e £ € C ¢ uma raiz de p entdo €] < 10.

(iv) Mostre que se |a| > 5° e £ € C € uma raiz de p entdo |¢] < 23/]al.

Exercicio 9 Caso vocé ainda ndo tenha resolvido “por inteiro”a parte (ii)
do ezercicio 7, tente fazer isso agora.

Até aqui analisou-se a situagao em que L > 1, agora algumas coisas do caso
em que L < 1 (lembre que L < 1 se, e s6 se, M < 1).
Alguns exemplos para comegar.

Exemplo 9 CONSIDERE p(z) = 2° — 0,9z* — 0.723 + 0, 8.

Neste caso L = 0,9 e um pequeno (e direto) cdlculo mostra que M =
/0,8 ~ 0,9563524998.
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Entao se o nimero complexo £ verifica p(§) = 0 a melhor conclusao que
se pode chegar com o que foi exposto nesta se¢ao é que || < L+1=1,9
(pois 2M > 1,9).

Exemplo 10 SEJA p(x) = 25 — 0,92% — 0.72% + 0, 6.

Mais uma vez L = 0,9 e agora M = /0,6 =~ 0,9028804514.

Assim, L +1 = 1,9 > 1,81 > 2M. Portanto, neste caso, se p(§) =0 a
melhor conclusao que se pode chegar com o que foi exposto nesta secao é
que [{| < 2M,

Esses exemplos mostram que se L < 1 hé situagoes em que a estimativa
fornecida pelo fato 6 é melhor do que a obtida no fato 7 e ha também
exemplos do contrario.

Para encerrar duas obervacgoes, uma simples e imediata pra relacionar
o teorema de Sturm e os resultados desta secdo, colocada na forma de
exercicio, e uma nada trivial, apenas para talvez motivar o leitor interes-
sado em aplicoes a aventurar-se pelos caminhos do estudo de funcgoes bem
comportadas de C em C.

Primeiro o exercicio simples.

Exercicio 10 Seja p(x) um polindmio de coeficientes reais e grau n > 1.

Considere a funcao contadora de Sturm v, definida na secao 2.3 e a
constante M dada no fato 6. Prove que v,(—2M) — vp,(2M) é o nidmero
de raizes reais de p (contadas sem levar em conta a multiplicidade destas
raizes).

Agora a observagao que nada tem de trivial.

Um resultado que é visto no estudo de func¢oes analiticas de C em C é o
teorema de Rouché que é enunciado a seguir no contexto de polindémios (o
resultado vale para o caso em que f e g sdo fungoes analiticas de varidvel
complexa, seja 14 o que for isso).

n m )
Fato 8 Sejam f(z) = Y. axz* e g(2) = Y bjz? polinémios de coeficientes
k=0 j=0
complezos e de grau, respectivamente, n e m.
Suponha que R > 0 e, para todo z € C tal que |z| = R, tem-se

1f(z) —g(2)| < |f(2)|+ |9(2)|, entao o nimero de raizes de f e g, contadas
com sua multiplicidade, em D, = {z € C: |z| < R} é o mesmo.

Uma aplicacao imediata deste resultado de Rouché é a seguinte genera-
lizacao do fato 5.
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n
Fato 9 Suponha que p(z) = Y apz

k=0
plezos e graun >1 e R > 0 € um real tal que, para algum ¢ € {0,1,...,n}
tem—se

k ¢ um polinémio de coeficientes com-

lag|RE > 3" Jax|RE. (1)
k=0 k¢

Entao a soma das multiplicidades das raizes dep em D, = {x € C: |z| < R}
el
Note que o fato 5 é um caso particular deste, na situagdo em que £ = n.

Demonstragao: Veja que, de (1), tem—se a; # 0.
Faga f(2) = p(2), g(2) = asz’, e note que, se |z| = R entdo

n n
1f(z) =92 =] X akzk‘ < X |awlRY <ag R* = [g(2)] <
k=0,k#¢ k=0,k#¢
£ (2) + 1g(2)].
Segue-se do fato 8 que a soma das multiplicidades das raizes de p(z) e g(z)
em D, é a mesma e como ay # 0 tem-se a tese. |
Aplicagao:

Considere p(z) = 2% — 5z* + 622 + 4 que foi analisado no exemplo 8.
Como p(2,6) = —0,21824 < 0 tem-se que 5(2,6)* > (2,6)° +6(2,6)3 +4,
assim, uma aplicacao direta do fato 9 mostra que a soma das multiplicidades
das raizes de p em {z € C: |z| < 2.6} é 4.
Agora veja que, no exemplo 8 viu-se que todas as raizes de p estdo em
{z € C: |z|] < T}, entdo, como p tem grau 5, tem—se:

(i) A soma das multiplicidades das raizes de p em {z € C: |z]| < 2.6} é 4

(ii) H& uma, e apenas uma raiz, £, de p tal que 2,6 < || < 7 e esta raiz é
simples (use o teorema fundamental da algebra para ver isso).

(iii) Como p tem coeficientes reais, tem-se que £ € R. (porque?)
n m )
Exercicio 11 Sejam f(z) = 3 axz® e g(z) = 3 b;z? polinémios de coefi-
k=0 Jj=0
cientes complexos e de grau, respectivamente, n e m.
Suponha que R > 0 e, para todo z € C tal que |z| = R, tem-se
1f(2) —g(2)| < lg(2)| e prove que, entao o nimero de raizes de f e g, con-
tadas com sua multiplicidade, em D, = {z € C: |z| < R} € 0 mesmo.

Sugestao: Use que |g(z)| < ... e aplique o fato 8.
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