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Solucao exata das Eqgs. de Maxwell

* Na aula passada encontramos a solucao exata, formal, definitiva, das equacdes de Maxwell, em
termos da funcao de Green retardada para a equacao de onda:

1
G, x;t,x") = A o' —t+ Ax/c,)
TAX
0,xX) o
¢@33==nyjdﬂﬂ—ﬁlG@xgaxo
€
1 foop X
P, %) =— [d3x’ p(_{?et _,) , onde t' — tp, =1— Ax/c,
dre | X — X"

- Ainterpretacéo é clara: se movimentamos uma densidade de carga em um ponto X', o potencial na
posicdo X s6 vai responder a esse movimento apds um tempo Ax/c,.

- Em outras palavras: a informacao da fonte se propaga com uma velocidade ¢, que no vacuo é

c =/ 1/1y€y=299,792,458 m/s .

* O potencial-vetor A tem uma solucao idéntica:

. J(te,, X
A7) i[cﬁxf (ke X)

 Ax | % — 7|
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Potenciais e campos retardados

* Nobs também podemos calcular os campos elétrico e magnético que correspondem a essas solucdes — os chamados campos de Jefimenko.

* Usando as Leis de Gauss e de Ampére temos:

E(, %) = — [d3 | Ty - LT
, X)) = X — |- , X)) —— , €
4re Ax P c? ot

tl:tRet

— 1 — —
B(t.T) = ﬂjd%'— [V’x J]
4 Ax

Z‘/=tRet
- Eimportante notar que ndo podemos simplesmente calcular V'f(t' = tg,,) ,jdque V'f(t' = tg,) # [ V'f],_, . Defato:

- of — 1
= [V limyy, + |5 V'—Ax

v /[f| t or’

1 = [V] +[ifV'<r’—r )]
- t'=tge; o' — 'Ret ot'

=lRet

— A% [ of
= VT lep +— |5, :
¢ t/=tRet

t,=tRet t,=tRet

onde A =(xX =X/ |x-%X"].

* Portanto, esse gradiente tem a forma:

=, - , AXx |dp
[V Plimy, = VP = tre)] =— | =2

tl:tRet

I - A% o7
LVIX T Jimy,, = VIXLJC :tRef)] T

t/ZtRet

Podemos entdo substituir essas expressdes nas equacdes para E and B no topo desta pagina.
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Potenciais e campos retardados

O resultado dessas substituicoes para o campo elétrico resultam em:

B ) 1 Jdg, N I )]+M dp 1 oJ
, X — x — | = = Itp, —_ _—
4re Ax P Ret c |ot|,_ ~— c* of
Ret t—tRet
1 Jd3/ oo o [T ] prm s A5 [0 1 1 o7
= X _— —_— = —_— - —_
dre, Ax” Ret Ax|” Ret” "¢ Ax | oF o, CrAx or
Ret t=tRet
L[, | A% A% [ap 11 aJ
= 0+ d°x' | ——=p{' = tp,,) + —
dre Ax? cAx [o'],_ ~ c*Ax of
Ret t/=tRet

onde o termo de superficie.

De modo similar, 0o campo magnético resulta na expressao:

B, x) = 1 d-x' (1" = tg,,) X X

T Ax2 ¢ Ax or’

t,=tRel
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Potenciais e campos retardados

* Aqui estao esses dois resultados novamente:

1 Jd3, AR oA [ 1 1 a7
x| — = —
Ax2p Ret” " c Ax | of c2 Ax ot

t'=
Ret t/=tRe[

E( )

471'60

AR AR oJ
—_ X —_—
Ax?2  cAx ot’

t/=tRet

B, T) = Z—;Jd%' T = tp,) X

* Agora podemos ver claramente a estrutura desses campos: por um lado, temos as partes estdticas das solucoes,

— | s, X=X
Egur = Are d°x' p(t' = tge,) -7
O —

— Ho , = 7—?,
BStat = 4_ﬂJd3x J(t — tRet)x ( |_> —>/|3 >
X X

que sao simplesmente generalizacées das solucdes estaticas obtidas por meio da Lei de Gauss (para o campo elétrico), da Lei
de Ampere (para 0 campo magnético)!
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Cargas pontuais: os campos de Feynman-
Heaviside

* Einteressante escrever os resultados obtidos ha pouco no caso de cargas pontuais:
P F) = qslX =T ()], e

T, X)) =qv ()6[X =T ()], comV (t) =X (t')

- /
* Antes de seguirmos em frente é importante notar que a funcao delta de Dirac acima carrega uma dependéncia implicita na A X q(t )
posicdo x ' por meio do tempo retardado, pois a posicao (e a velocidade) da carga pontual é calculada em YQ ('=t—-Ax/c) .
* Isso significa que qualquer integral sobre d>x’' dessa distribuicao deve levar em conta a posicdo x ' onde a carga estava no tempo (o7 A P . o
retardado — veja a figura. Rl [Ax
. , . Cl‘ — Ax ---------- '-' -------- é
* Em outras palavras, o zero do argumento da funcao delta é a solucao de: ;T;
7’—7q(t—|7’—7|/c) =0 . x’ X
* Vamos expressar o argumento da funcio delta de Dirac usando AX = X — X/, ou seja:
X' -X,(t-1X"-%|/c) = ¥ -AX -X,(t—Axlc) =0
* Mudando de varidveis na funcio delta de X' para Ax nos leva a:
-, — — — s | Um outro modo de ver como
5[x’—x (t—lx’—xl/c)] =6[x—Ax—x (t—Ax/c)]X r
q q — [ L esse fator aparece é notar
Vai|F = AF = %, - Ax/o)| que =t | %~ e,
portanto:
O 1 G T
= 5T - AT -, (- Ax/o)| x —= i = a
1 =V (tger) - AX/c
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Cargas pontuais: os campos de Feynman-
Heaviside

* A moral da histéria é que uma integral de uma funcao delta de Dirac incluindo o tempo retardado introduz um fator extra de:

| 1

kK 1= (tgy) - Ak/c

* Mas a complicacao adicional devida ao “retardo” é basicamente essa. Podemos entao escrever os campos elétrico e magnético como:

E¢T) = — = | 2
,X) = — —
dre KAx2 |, ~ cot |kAx], ~ c?dt | kAx
¢ ¢ Ret

- /
K X 40"
— vV, X AX o |V, xAx
Bu7) = 9| a2 d Ct oo °
41 KkAx?2 c ot KAX Rat [
Ret Ret A Ax
Cl’ — Ax .......... .t ......... g
* Uma manipulacao cuidadosa das derivadas nas expressdes acima leva aos campos na forma: Ax =
/
Fe.7) q A% LA o [ Az 0° ad] X X
s X = - X - |/ -3 X
4re Ax? R Ret'cor | Ax2 c2012 Ret
et Ret

BT = to q V, X A% s 1 o |V,XA%
’ Ar K2 Ax? Axg,, c Ot
Ret Ret

* A beleza dessas expressoes é o fato de que podemos enxergar claramente a parte radiativa do campo elétrico, que ndo decai como 1/ Ax?,e cuja

fonte é a aceleracao, 9%/ Gtz(. ..) .[Ha um termo analogo para o campo magnético, mas esta parte é menos evidente.]
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Cargas pontuais: os potenciais de Lienard-
Wiechert

* Os mesmos cdlculos que fizemos agora ha pouco para os campos podem também serem feitos para os
potenciais, e o resultado é:

. I 1 1
¢(t9 X ) — 4q [A _ = 4q — N '
€y XK]p, € Ax—ﬂq-Ax
Ret
- x (1)
onde f = v Ilc , e A q
N qu Y (63 /2 PP ®
) = 0 = e
X — ¢ X — A v [serennnnny t'
1 Ret cl—Ax P Ax
* Esses sao os potenciais de Liénard-Wiechert, a partir dos quais é trivial obter o limite nao-relativistico. x' X

* Note que as estruturas do potencial elétrico e do potencial-vetor sao idénticas. De fato, podemos
escrever o potencial de Liénard-Wiechert numa forma manifestamente covariante como :

qHyC Ug

, ondeA? — ¢. Para mais detalhes, ver Jackson, Cap. 14.1
dr | U, o Ax*

Af(x) =

Ret
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Radiacao eletromagnética: exemplos

* Vamos finalmente calcular alguns campos de radiacao “de verdade’, em termos de cargas e correntes dindmicas.

* O caso mais simples e intuitivo é a radiagao de dipolo elétrico: n6s basicamente “chacoalhamos” uma carga para cima e
para baixo, e o resultado é a radiacao electromagnética. Nosso ponto de partida é a expressao:

[ Ll
Ax

pt, %) =

47[60

* Vamos assumir que a distribuicao de cargas e a densidade de corrente tém um comportamento harménico:

pU.T) = Y p(Te™™ e

T = T = L —iwt . - .
t,x") = J (x)e , para os quais naturalmente vale a equacéo de continuidade:

—

AV T=0 => —ia)pa)+v' J,=0

* Portanto, o potencial-vetor pode ser expresso como:

- — Ho 3., Jo(X) (t— Ax/c)
A, x) = E— d’x' ———— e xe
( ) 472,[ Ax

a

. T (X))
Z ﬂ e—za)t“ d3x1 w( )eza)Ax/c
47 Ax

)]

—

« Veja que agora a nossa integral esta escritaem termosde Ax = | X' — x
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Radiacao eletromagnética: exemplos

* Mesmo com essas simplificacdes, esse tipo de integral pode ser muito dificil de calcular de modo
exato, mas elas sao ideais para esquemas de aproximacao. A idéia basica é isolar a parte “dificil" do
integrando, e supor que as fontes estao nas proximidades da origem:

e ikAx

, onde k=w/c =2x/4.
Ax

- Podemos agora dividir o espaco em trés “regides" de dificuldade cada vez menor (aqui| x| = r):

Zona préxima: d<r , r<i
Zona intermedidria: d<r , r~A4
Zona de radiacao: d<r , r>1

* A melhor aproximacao que podemos fazer é supor que estamos na zona de radiacao (ou “zona
distante"), de tal forma que kx > 1,e x’ << x.Nesse caso podemos usar a aproximacao:

Ax=|Xx -X"| = r\/l — (X'IP)?=2(x"IN X - &

~pr—x"(X-X)+ ...
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Radiacao eletromagnética: exemplos

* A aproximacao introduzida acima significa que agora podemos escrever cada componente de Fourier dos campos,

e A it R
A= Z A e na zona de radiagao como:
()

—

//to k 3 / e_lk ?/ g el g A ~ e o ~ . e .
w=—e" | d’X'————=J ,(X') , onde k =kX [Atengdocom essa defini¢doimportantissima!]
4 r—Xx-Xx
* Note que o fator na exponencial e ™ k-x pode variar muito rapido, enquanto o termo pequeno no denominador é sub-

dominante. Portanto, na zona de radiacao podemos aproximar a integral acima por:

ikr -
ya By e KT T (3 e uma ex 30 idénti ial elétrico:
= " , pressao idéntica para o potencial elétrico:
4 r

1 elkr —_
¢w = Are B J‘dsxle_lk.x pa)(?/)
0

* De fato, esse tipo de solucao aparece novamente quando estudamos a teoria do espalhamento e da difracao da luz!

* Mas por enquanto, ficamos com um resultado muito importante, que nos diz que os modos de Fourier dos campos
podem ser escritos, na zona de radiagao, como:

ikr ~

szﬂe— Tw(?=kfc) , and
4 1
1 eikr 5 A
Py = Pk = kX)
Arey 1
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Radiacao eletromagnética: exemplos

 Agora podemos ir adiante e simplificar ainda mais essa expressao. Vamos supor que a fase na integral de
Fourier € sempre pequena, ou seja, que:

— _,, o wd

k- x'=—x'x-x -» —cosfxkl
C C

isto &, que as dimensoes tipicas das fontes sao menores que o comprimento de onda da radiacao,
A=2rclw.

Isso vai ocorrer se nés movemos a fonte (cargas) lentamente: por exemplo, para uma frequéncia de

v~ 10° s™! = 10° Hz nés obtemos um comprimento de onda de 4 = ¢/v que é da ordem de
milhares de km! Mesmo para luz nas frequéncias de GHz os comprimentos de onda sao da ordem de
cm — 0 que é muitissimo maior que a escala de atomos e moléculas que produzem esse tipo de luz!

Em outras palavras: essa € uma étima aproximacgdo, quase sempre!

* Se esse for de fato o caso num problema fisico, temos que a radiacao EM é bem descrita por:

ikr
Awg@e—Jd%'(l—ik ?+) T (%) e
A r
1 eikr ; = .
b, =~ dx’(l—lk-x’+...>pw(x’)
Arey 1

* Vamos olhar com cuidado para cada um desses termos, e ver o que eles significam.
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Radiacao eletromagnética: exemplos

* O primeiro termo do potencial elétrico corresponde a integral simples:

1 eikr 1 eikr

¢0)N

Arey 1

[d3x’pw(?’) = 0,

Arey 1
Porém, isso € simplesmente a carga total, que para qualquer fonte isolada deve ser constante, » = k = (!

Essa solucao portanto é do tipo electrostatico — ou seja, ela é simplesmente o potencial ~ Q/r de uma carga
“pontual”, vista de “muito longe” (ou seja, da zona de radiacao)

* Vamos agora passar ao proximo termo, que é o primeiro termo do potencial-vetor:

. /’lO eikr
A, ~—
A r

Jd3x’ J (%)

Podemos reescrever essa integral por meio de integragao por partes, como:

ikr ¢ ikr
Ho € 3.7 —> Ho € J 3. l /( ’ ) / ’ ]
A .~ — dx'J (x) = — dx' o (xJ . )—x/ (0], .
, j Ar 7 ] a),]( ) Ar 7 i\YVw,i ]( i a),l)
Ho eikr [ > i ;
= — d-S" (fowi>—de’xf iwp,,
ikr ikr
— e €
> A = iy [d3x’ T (F) =-2 8 iwF,
A r A r

« Portanto, esse termo corresponde a um dipolo elétrico ﬁ’m , que oscila com um periodo T = 2x/w!
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Radiacao de dipolo

- O préximo termo, que é também o primeiro termo nédo-trivial do potencial elétrico, é de fato a contrapartida em ¢ do
mesmissimo dipolo elétrico oscilante que acabamos de encontrar para o potencial-vetor:

1 ikr

€ 3 G — C2ﬂ0 eikr . I -
o, =~ d’x' (—ik - xNp (X)) =—— —i—X)-p,
Arey 1 4 r

—

= ¢,=cX-A

a

—
- Esses primeiros termos nao-triviaisde ¢ e A sao chamados de potenciais da radiagéo de dipolo oscilante:

ikr
TE-dp _ _Ho € . —
A, = — wop, ., e
4T r
E-dip _ .o 71
¢, P=cx-A,
e , . . S S W e 4
Eles correspondem a situacao mais simples possivel: um par de cargas opostas que se move para cima e para baixo, : A W
oscilando em torno de um centro. § o ' ’ i time
"'._‘ ______ N “-._‘ _______
* O préximo termo na expansao do potencial-vetor corresponde a radiag¢ao de dipolo magnético:
1 A E—dip Ho eikr 3. A N A
A, ~A, +4_7rT d°x'(=ik - x")J (X7
ikr
_di .Ho €
= AMdr— i 2 | dPx X T,
o ,1 dr r J J ,
/A —A A AN

P e S e S e S s Y
. ~ . o . . 7 . o o o —4 —
A radiacao de dipolo magnético pode ser pensada como um loop com uma corrente que oscila no sentido horario/

anti-horario, como mostrado na figura. time

ELETROMAGNETISMO I / IFUSP / AULA 22 14



Radiacao de dipolo

* Vamos agora calcular os campos elétrico e magnético gerados por esses potenciais radiativos. Nossa notacdo sera a seguinte:

— 1—> —
H,=—VXA, , e
Ho
— l — — l — —
E, =_-0VxH =17 VxH,
@ € 0)]

onde Z, é a chamda impedancia do vdcuo.
* Obviamente, o termo de “monopolo" do potencial elétrico nao faz parte da descricao acima, ja que ele da simplesmente o campo
- -
eletrostatico, £ = Q/(4ney) r/ .

* Os campos de radiacao de dipolo elétrico resultam de um calculo muito simples (verifiquem!) a partir das formulas acima:

—_— . 1 — — . 1 p— eikl" —_—
HE P — vV x AEdP = ¥V x o op, , dos quais obtemos:
Ho Ho 4x v
. k2C eikr i
HEdp = —— —  (1+— ) &xPD, . e
v Ar 1 < kr) Po
—>E_dl-p 1 eikr N A —» N 1 —ikr 2 A A —
EE-dp — e 7 (3x(x-pw)—pw)—r2 —k*EXEXTP,)
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Radiacao de dipolo

+ Lembre-se que estamos assumindo que estamos na zona de radiacdo, ou seja, que r > 4,
—

kr > 1 .Portanto, retornando a nossa definicdo k = (w/c)x, obtemos que:

kc eikr .

Hg_dipz——kxfw , e
Ar r
T E—di 1o - :
E " ~— k X(k Xp, , ousej,
drey 1
Er-dp = 20 Frdp o T
k

- E extremamente curioso (mas necessario!) que os campos elétrico e magnético emergem
desses calculos exatamente como deveriam: ortogonais um ao outro! De fato, a partir desses
resultados podemos escrever o vetor de Poynting associado com essa radiacao de dipolo:

oE-dip _ TE-dip  T7E-dip _ T7E—-dip |2 1
S, = E ""XH, = Zy|H, "k
* A poténciairradiada sobre uma superficie qualquer é portanto:

Zyk* c?

32712 pf) sin” @ (numa casca esférica qqr)
T

@

P, = [dZ’ L SE=dp o (p Y =

(Ver notebook Matlhemellticaj
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Proxima aula:

- Ondas eletromagnéticas: propagacao
- Polarizacao
 Condicbes de contorno

* Refracao da luz

« Griffiths, Cap. 9
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