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Radiacao
eletromagnética

% Solucao exata, completa e definitiva
% Funcodes de Green e propagadores
% Interpretacao: relatividade e causalidade
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Radiacao eletromagneética

* As Equagdes de Maxwell no vacuo sao:

V.-E-= 2 (Lei de Gauss para o campo elétrico)

€
V . B = 0 (Lei de Gauss para o campo magnético)
— — 10E - )
VXB—-———=pyJ (Lei de Ampere; 1/¢” = pyey)

c? ot
— - 0B
VXE=- 7 (Lei de Faraday)

* Os campos podem ser também escritos em termos dos potenciais eletromagnéticos:

E=-V¢ oA
B ot

B=VxA
* Escolhendo o calibre de Lorentz, no qual:
- — 1 0¢ _

V-A+
c? ot

v 1 0 T
Tagn JATHAT M

violP )y gp--L
c? or? B - 60'0

onde [] = V? — 9%/0t*, o D’Alembertiano, é o operador da Equacéo de Onda.

0 , vimos numa das nossas aulas passadas que chegamos as equagdes para os potenciais:
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Radiacao eletromagneética

 Nesta aula eu vou resolver explicitamente a equacao:

1 %9 —
__d) —- V¢ = [ ,
c? Ot? € A
Im(2)
e portanto também a equacao:
1 0%A T - T
c2 or? AT
- Essa solucao serd completamente geral, para quaisquer fontes p(x', f) e T(?, f).
* Paraisso, vamos nos valer do conceito da Funcao de Green. Como vimos antes neste curso:
D.fx) = s(x) —= D.Gxx) =0ox—-x) = f[flx)= [dx’G(x, x") s(x") Re(2)

* No meio do caminho para encontrar a solucao dessa equacao (ou seja, a funcao de Green) vamos
utilizar o Teorema de Cauchy, que nos diz que:

bz 0 =201 ¥, Restf)]
J
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A Eq.de onda e a Eq. de Helmoltz

* O primeiro passo na nossa construcao dessa solucao completa e definitiva é passar do espaco “real" para o espaco de Fourier. Note que temos de
transformar os campos e as fontes. Para a parte puramente espacial temos:

dk
27y’

f(?>=Jd3xe’7'7f<7> o f<7>=J T FEY

e para a dependéncia temporal temos a transformada de Fourier nos levando ao espaco de frequéncias:

- . do . -
F) = Jdre W e f) = [ 2 e o)

) L L ) ] Se tivéssemos efetuado uma
* Uma das propriedades mais Uteis das transformadas de Fourier é o fato que as derivadas ficam: transformagdo de Fourier
R . 0 apenas no tempo, e se nao
Vo —-ik , and — - iw tivéssemos fontes, essa seria
ot a equacdo de Helmholtz:
2 32
* Portanto, em geral uma func¢ao do espaco e do tempo (como os campos e densidades/correntes) fica: w0 Vih = 0
c2 or? V9
S
L T - - &Ik [do _ 7o - — %
flo, k) = [d3x [dt TN, X)) e fX) = J e~ Xm0 flw, k)
2r)3 ) 2n
* Vamos agora entao tomar a transformada de Fourier da nossa equacao fundamental:
1 0°¢p — 0’ . =P - p 1
——d) —V2¢p = £ > ——¢+ k2P = L , comasolucdoimediata: ¢ = ﬁ_} .
c2 or? € c2 € € }2_2
ct
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A Eqg. de onda com fontes

+ OK, mas essa solucao nao é uma solucao “real’; o que precisamos é dos potenciais (e campos) no espaco real e como func¢ao do tempo:

3 )
d’k [ dw o—i(KT-an) £ 1

2r)3 ) 2= € p2_9
c}

d’k J dw

o, x) = [ 2n? | 27

e—i(??—a)t)q;(a), ?) — J'

* Aideia é que podemos substituir a transformadas de Fourier da densidade de cargas de volta nessa equacao, e trabalhar nessa
expressao até chegar num resultado que seja em termos da densidade de cargas. Nos temos:

b, ) Jd%' J dr' KT ot T

Note que ndo podemos confundir as varidveis de integracdo {#, X'} com o tempo e a posicido onde medimos o potential ¢ (¢, X )!

* Temos, portanto:

1( &k [d e 1 - .
gb(t,?) = —J “ @ e—l(k X —mt) — [d3x/Jdt/ el(k-x —a)t)p(t/, x/)

€] 2n)3 ) 2=n 2 _ 2
c;
0 que podemos reescrever Como: /_\
r 77— =7 / \
- [ _ Bk [ do e—l[k(x = )—w(f—f)] Fungdo de Green para a
¢, x) = EJ d’x [dt p(t', x )IJ 20 [ . =, & equacao de onda com fontes:
g k2= ) G(t, %31, %)
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A funcao de Green da Eq. de onda

* Assim, transformamos nosso problema num outro, mais geral: calcular a funcao de Green para a Eq. de onda:

= [?(7 — ) — (i — t’)]

N &k [ do
Gt x;t,x") = — > , com
2n)3 ) 2= kz_a’_z
0,xX) o,
p0.7) = | v [ar 26 w07
€

* Na expressao da funcao de Green é melhor comecar tentando fazer a integral da parte espacial. Definindo por
simplicidade At =t —t e AX = X — X’ temos:

—i(? AT — a)At)

L dw d’k e
G(t7 x ; t 2 'x ) — e 2
2r ) (2rn)3 2_2

c2 k

<

* Naintegral sobre k nés temos a liberdade de escolher o sistema de coordenadas, e portanto escolhnemos de
tal forma que o eixo k, fica alinhado com a direcdo de A'x” , o que leva ao resultado: AYX 3
y

do . ., " k*dk d(cos 0,) dg, e *kAxcost
—e
2r (27)3 2 _ @

cg

G, x;t,x") = J

que é muito mais simples de integrar! x

ELETROMAGNETISMO I / IFUSP / AULA 21 6



A funcao de Green da Eq. de onda

- Nesse sistema de coordenadas “rodado" a integral fica (com cos 6, = u):

_ _ 1 +00 do 00 1 e—ikAx,u 2
G, x;t,x") = 3 J — glwh! J k*dk J du - J dy,
2r) J_ 27 0 -1 kK== o
1 +00 (o} 1 1
— - J dw eia)At J kzdk - J d,u e—ikAx,u
27 ) _ 0 k2 —=J_
CS
+ .
_ 1 J’ °° e ol rokzdk 1 2sinkAx
21)3 2 _ 9 kAx
( ) — Q0 0 k Csz kz
* Agora reescrevemos essa expressao como:
(%) sin kAx +00 eia)At Ax ky
G, X1, X)) = - J k*dk J dw :
(2r)° ), kAx J__ k2 — 652
« Aideia agora é calcular essa ultima integral no plano de @ complexo, e usar o Teorema de Cauchy. k.
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A funcao de Greenda Eq. de onda

* Recordando: nés vimos que a Eq. de onda com fontes tem como solucao:

t/7 X — —
61,7 = Jd%’Jdt’ PE XD G T T onde
€

I 2 (* ., sinkAx [T% el@A
Gt x;t',x") = dk k% —— do ——
Qnp kax | e

cf

* Ointegrando dessa ultima integral é transformada de Fourier do operador de onda (o D’Alembertiana), que também é
chamado de propagador — ja que é ele o responsavel por“propagar” o sinal desde a fonte.

» O nosso propagador tem pélos em @ = =+ ¢ k, e esses sao pdlos simples, de primeira ordem:

1 1

= )

- Osinal da exponencial, ¢/*2, nos diz que, se At > 0, entao devemos fechar o contorno “por cima”, Im(w) — oo ; e

se At < 0, entdo temos de fechar o contorno “por baixo’, Im(w) — — oo . Essa escolha estd também conectada com

a questao de onde devemos considerar os pélos: dentro ou fora do contorno? (Se ambos estiverem fora, o resultado
seria zero!)

* Mas vamos inspecionar a expressao para ¢: ela nos da o campo ¢(t, X"), num instante ¢, que foi gerado por uma
fonte num instante ¢’. Portanto, esta claro que para uma solucao “fisica" neste caso temos de escolher
At =t —t' > 0, de tal modo que o “efeito" (o potencial) apareca depois da“causa” (as fontes/cargas).

* Portanto, escolnemos At > 0 e o lado de cima do contorno, o que nos da o sinal usual para o Teorema de Cauchy:

ﬂgdz f@) =+2ri ) Res[f(z)]
J

Re(w)
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A funcao de Green da Eq. de onda

* Fechando o circuito por cima temos entao a integral:

iwAt oAt

Lo 4o (k_;> (k+2) - CSZLO R kc(:) (@ + ke,

iwAt iwAt

=62 [ o —ke) (wrrey) 7 "S>] - * [ (o —ke) (ke TFe)

w——kcg

) . eichAt e—ikcsAt
= —c; 2mi +
2kc —2kc

yn . . SINkcAL , sin kc At
=—C 2 Xi———— = 2mc; ——
ke, kc,
* Substituindo de volta na fungao de Green temos: Re(w)
2¢2 [ in kAx sin kc,At
G(t, X1, X)) = — J dk k> =~ :
2n)? ), kAx ke,
R j 0 Ik cos(kAx — kc,At) — cos(kAx + kc,At)
272 Ax 0 2
* Estamos quase terminando. Sé temos de notar agora que o integrando acima é par (simétrico) sob k <> — k, o que permite escrever:
c |
G, x:t,x") = SEE— dk [cos(kAx — kc,At) — cos(kAx + ke, At
T = g |k feos ) costkx + ke A)
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A funcao de Greenda Eq. de onda

- Finalmente, lembre que cos a = Re[e'®], e portanto temos:

00
G(l" ?’ [” 7,) _ Cg Re “ dk [eik(Ax—csAt) _ eik(Ax+CsAt)]
872 Ax -

c
= > Re2rx |6(Ax — c.At) — 6(Ax + c At
g2 A RO 08T = C0) = Bl + ¢80)

- Agora, note que nés assumimos que Af > 0,ecomo Ax = | X — X’| > 0, a sequnda funcéo delta de Dirac
é identicamente nula, sempre. Isso nos traz ao resultado final para a funcao de Green:

e e CS — —_— Cs Q(At)
Gt x;t, x") = O(Ax —c,At)  oumelhor: G, x;t, x') = ——— 6(Ax — c,A¥)
4 Ax 4w Ax

* Essa é achamada Funcao de Green retardada para a equacao de onda (e para o Eletromagnetismo!).

- O argumento da funcio delta de Dirac nos diz que s6 podemos ter uma resposta a uma fonte em {#/, X'}
numa posicdo X apés um intervalo de tempo At = Ax/c, , ou seja, numinstante 7 = ' + Ax/c, posterior
at'".Ou, dito de outro modo: ¢’ = t — Ax/c,, o que chamamos de tempo retardado.

* Note que podemos também usar as propriedades de transformacao da funcao delta de Dirac para escrever:

1 Ax 1 Ax 1 Ax
O(Ax —c Aty =—06| —=-At |=—6|——-(@-t)| =—0|t'—|t——
CS CS CS CS CS CS
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A funcao de Greenda Eq. de onda

* Finalmente, podemos inserir a funcao de Green retardada em sua forma final,

1
Git, x;t,x") = o('—t+ Ax/c;) , dentrodaintegral para o potential:
4 Ax

- pt, X" =
P, x) = J'd3x’ J dt’ ¥G(r, x;t',x") , resultandoem:
€

1 tRers X
P, x) =— Jd3x’ Pllker X ) , onde t' — tp, =1t— Ax/c,

| —> —>/|
- Ainterpretacdo é clara: se movimentamos uma densidade de carga em um ponto X, o potencial na
posicdo X s vai responder a esse movimento apds um tempo Ax/cy.
« Em outras palavras: a informacao da fonte se propaga com uma velocidade ¢, que no vacuo é
S

¢ = /1] uy€y=299,792,458 m/s .

—_—
* Mas e quanto ao potencial-vetor A ? Bem... a equacao (ao menos em coordenadas Cartesianas) é
exatamente a mesma, portanto a solucao também é idéntica:

- J(tp,,, X'
AnLT) =— [d3’ LR”_,)
A7 | x — x|
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Funcoes de Green retardada e avancada

* Agora vamos revisar o nosso calculo e tentar entender melhor o que fizemos.

* Por exemplo, fizemos uma escolha de impor que Af > O , o que equivale dizer que os campos sao
gerados pelas cargas, e nao o contrario. Isso é verdade quase sempre, e a situacao deveria ser mais
ou menos como mostrado na figura ao lado: algumas cargas ou correntes se movem, e o sinal se
propaga no espaco e no tempo, alterando o potencial num ponto distante, um certo tempo depois.

* Mas imagine que invertemos a seta do tempo, de tal forma que uma configuracao de campos é
criada em torno das cargas, e que ela é lancada em direcao as cargas. Ao chegar na posicao das
cargas, esses campos provocam um movimento nelas que imita (de tras para frente) o movimento
gue gerou 0s campos no exemplo anterior.

* Mas se temos uma situacao dessas, entao teriamos de fazer o oposto da escolha anterior: o correto

seria tomar At < 0, e fazer um calculo um pouco diferente, no qual ao invés do tempo retardado
na funcao de Green teriamos o tempo avancado:.

1 ag X
' =ty =t+Axlc, e P, xX) =— Jd3x’ p(_i‘d"_,)
dre | x — x|

* Note que nessa situacao 0s campos sao a causa, e 0 movimento das cargas e correntes sao a
consequéncia! Entao, afinal de contas, o que resulta dessa discussao é, no fundo, uma confirmacao
da descri¢do causal dos eventos — exceto que esse sequndo caso soa meio esquisito e pouco
natural, pois parece que estamos quase violando a segunda lei da Termodinamica!
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Oconedeluz

* Os resultados obtidos hoje introduziram alguns conceitos centrais nao sé para a
Eletrodinamica, mas em teorias de campos relativisticas — o cone de luz,
definido como:

As? = 2AP2 — AX2=0

* Pense nesse diagrama em termos da funcao de Green: a estrela € uma fonte dos
/ - 7 . ~ ya -
campos (em ¢/, x”), e o observador esta numa posicdo genérica ¢, x .

* O cone de luz é definido por as As? =0, que podemos visualizar em termos
do diagrama de tempo-espaco a direita.

* Aregido do cone de luzcom Ar > O (¢ > t’) é chamada de cone de luz futuro

do ponto #, x”'. A funcdo de Green retardada nos diz que sinais emitidos pela
fonte viajam pela superficie desse cone de luz futuro.

* Por outro lado, a funcao de Green avancada nos diz que os campos que chegam
na fonte em ¢/, X' se propagam sobre o cone de luz passado.

* E, finalmente, objetos fora do cone de luz nao afetam a fonte naquele instante e
naquela posicao, nem podem ser afetados por ela. Isso é causalidade!
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Proxima aula:

Radiacdo eletromagnética: os campos elétrico e magnético de radiacao

Equacdes de Jefimenko e os potenciais de Liénard-Wiechert

Radiacao de Dipolo

Griffiths, Caps. 10 e 11

Leitura complementar: Jackson, Caps.9 e 12
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