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Periodos arbitrarios

Para fungdes f : R — R periddicas de periodo T, podemos proceder da
seguinte forma, usando a idéia de mudanca de varidvel. Se f tem periodo

T, a fungao
FO) = f (5
y)= 27ry

tem periodo 27. Obtenha entdo G,,(y), a aproximagdo de F até o
harmdnico de ordem m. A aproximac3o para f é dada por

o = 6 (%),

Verifique como exercicio que o problema pode ser formulado da seguinte
maneira.
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Periodos arbitrarios

Dada uma fung¢do f : R — R seccionalmente continua e periddica de
periodo T, aproxime-a por uma funcdo da forma

gm(x) = ap + z’”: [ak cos <k2T7T x> + by sen <k277T x>] (1)

k=1

de forma a minimizar o erro quadratico

-
EQ(f,gm) = \//0 [F(x) — gm(x)]* dx. (2)

Note que é um problema de minimos quadrados cujo erro quadratico esta
associado ao produto interno

v

T
(u,v) = /0 u(x)v(x) dx. (3)
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Periodos arbitrarios

Usando mudanca de varidvel, podemos obter a ortogonalidade das fun¢des
usadas na aproximacdo e as férmulas

Coeficientes de Fourier

1 T

ag = = f(x)dx, a —E/Tf(x)cos k2—7rx dx, k>1, (4)
O—T 0 ) k—T o T ’ =
2
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Observacoes

@ As integrais podem ser calculadas em qualquer intervalo de
comprimento T, sem alterar os resultados;
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Observacoes

© As integrais podem ser calculadas em qualquer intervalo de
comprimento T, sem alterar os resultados;

@ usando-se o intervalo de integracao [—%, %] conclui-se que, se f for

uma funcao par, entdo by =0, k > 1, e se f for uma funcao
impar, entdo a, =0, k > 0;

Nelson Kuhl (IME/USP) Método dos Minimos Quadrados (MMQ) 15 de outubro de 2020 5/11



Observacoes

© As integrais podem ser calculadas em qualquer intervalo de

comprimento T, sem alterar os resultados;

@ usando-se o intervalo de integracao [—g, %] conclui-se que, se f for

uma funcao par, entdo by =0, k > 1, e se f for uma funcao
impar, entdo a, =0, k > 0;

© os teoremas de convergéncia sdo os mesmos, com as devidas
adaptagdes;
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Observacoes

© As integrais podem ser calculadas em qualquer intervalo de

comprimento T, sem alterar os resultados;

@ usando-se o intervalo de integracao [—%, g] conclui-se que, se f for

uma funcao par, entdo by =0, k > 1, e se f for uma funcao
impar, entdo a, =0, k > 0;

© os teoremas de convergéncia sdo os mesmos, com as devidas
adaptagdes;

© quando T =27, as férmulas (1)-(5) se reduzem as férmulas para
periodo 27, como esperado.
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Funcdes definidas em um intervalo

Considere uma fungdo f : [a, b] — R seccionalmente continua (i.e., f tem
no maximo uma quantidade finita de pontos de descontinuidade em [a, b]
e nestes pontos os limites a direita e a esquerda existem). Podemos fazer
a andlise harmoénica de f considerando-se, por exemplo, a sua extensdo
periédica 7 de periodo (b — a) a reta toda:

(i) f(x) = f(x) sea<x<b;
(i) f(a) = f(b) = [f(as+) + f(b-)]/2 (pode ser qualquer niimero real,

mas a série de Fourier converge para este);
(i) 7 tem periodo (b — a).

Os coeficientes de Fourier de f sdo, de acordo com (4) e (5), iguais a

1P 2 (b 27
= — == >
a =1 — j f(x)dx, ak ba/é, f(x) cos (kb x) dx, k>1,

2 (P 2
bk = b—a/a f(x)sen (kb—ﬂax) dx, k> 1.
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Funcdes definidas em um intervalo

Se quisermos usar outro intervalo de integragdo de comprimento (b-a),
precisamos saber a expressio para f nele. Por exemplo, suponha que
queiramos fazer a andlise harménica da fungdo f : [2,4] — R definida por
f(x)=(x—2)(4—x),2<x<4(a=2eb=4). Asua extensio
periddica de periodo 2 tem um gréfico da forma
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Funcdes definidas em um intervalo
Note que

f(x)=x(2—x), se 0 < x <2.

Nelson Kuhl (IME/USP)

Método dos Minimos Quadrados (MMQ)



Funcdes definidas em um intervalo
Note que

f(x)=x(2—x), se 0 < x <2.

Além disso, f é uma funcdo par. Logo, os coeficientes de Fourier de f sdo
by =0, k> 1, e os a, podem ser calculados pelas expressées

1 /1. 1 1 5
aO:—/ f(x)dx:/ f(x)dx=/ x(2 = x)dx = =,
2 )4 0 0 3
1 1
ak = %/ F(x) cos <k277r X) dx = 2/ F(x) cos(kmx) dx
~1 0

1
4
= 2/ x(2 — x) cos(kmx) dx = 2 k>1.
0
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Funcdes definidas em um intervalo
Note que

f(x)=x(2—-x), se0 < x<2.

Além disso, f é uma funcdo par. Logo, os coeficientes de Fourier de f sdo
by =0, k> 1, e os a, podem ser calculados pelas expressées

ao_;/IIF(X)dx_/(Jl?(x)dx_/olx(Z—X)dX—§7

2 [ 2 1,
ak = = f(x)cos | k—x ) dx =2 [ f(x)cos(kmx)dx
2/, 2 0
! 4
= 2/ x(2 — x) cos(kmx) dx = 2 k>1.
0

Neste caso, g, tem a forma
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Figuras no intervalo [1,5]
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Convergéncia e limite de séries numéricas
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Convergéncia e limite de séries numéricas

Como a fun¢do f do exemplo anterior é continua, com derivada

seccionalmente continua e periddica (de periodo 2), a sua série de Fourier
converge para ela em todo ponto da reta:

4 & k
F=5-5> — 7 costh™) e e r.

k=1

wll\)
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Convergéncia e limite de séries numéricas

Como a fun¢do f do exemplo anterior é continua, com derivada

seccionalmente continua e periddica (de periodo 2), a sua série de Fourier
converge para ela em todo ponto da reta:

4 & k
F(x) = ——22 costh™) e e r.

wll\)

Em particular, como f(0) = 0, obtemos da expressio acima o resultado

<1
S

k=1
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Sobre a convergéncia da série de Fourier

Note que, somente no intervalo [2, 4], a série de Fourier converge para

f(x) =(x—2)(4—x):

S etk (o o)aox), s 2<x<4

2 4 = cos(k

2 Ay ™) m6-x). s 4<x<s
™=

2 4 X cos(kmx)

7_—22 5 =x(2—x), se 0<x<2,

3 — k

2 4 = cos(k

PoAy ™) L (ra s —2<x<0
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