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Introducao

O objetivo é aproximar fun¢des periddicas. Inicialmente serdo consideradas
funcgdes de periodo 27 pois, como veremos adiante, aproximagdes para
outros periodos podem ser deduzidas deste caso. As funcdes cos x e sen x
sdo as func¢des de periodo 2w mais famosas. Mas, para todo inteiro k > 0,
as fungdes cos kx e sen kx tém periodo 27 /k, e portanto tém também
periodo 2. S3o estas funcdes que serdo usadas para as aproximacoes,
juntamente com a func3do constante igual a 1, que tem qualquer periodo.
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Formulacdo do problema

Dada uma funcdo f : R — R periddica de periodo 27, aproxime-a por
uma funcdo da forma

m
gm(x) = a0 + Z[ak cos kx + by sen kx| (1)
k=1

de modo a minimizar o erro quadratico

27
EQ(F &m) \/ / — gm(X)2 dx. )

A solugdo é chamada de aproximacdo de f até o harmonico de ordem m.

v
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Observacoes

© Das expressdes (1) e (2) vemos que se trata de um problema de
minimos quadrados linear, onde o produto interno associado ao erro
quadratico é definido por

2w
(u,v) = /0 u(x)v(x) dx, (3)

pois entdo temos EQ(f,gm) = \/(f — &m, f — &m);

@ como estamos trabalhando com fun¢des periddicas de periodo 2,
basta usar informagGes sobre elas no intervalo [0, 27], o que justifica a
definicdo do erro quadratico;

© as fungdes 1, {cos kx};_; e {sen kx}]' ; usadas para aproximar f
geram um espaco vetorial G, de dimensdo 2m + 1.
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Classe de funcoes

Como o produto interno envolve integrais, precisamos especificar alguma
regularidade para as funcdes, que seja abrangente o suficiente para
aplicacGes.

Definigdo 1

Dizemos que uma fung¢do f : R — R é seccionalmete continua se, em
cada intervalo (a, b) com —oco < a < b < 0o, f tem no maximo uma

quantidade finita de pontos de descontinuidade e nestes pontos os limites
a esquerda e a direita existem.

Definicao 2
SC,: é o espaco vetorial das funcdes seccionalmente continuas, periddicas
de periodo 27. As aproximagoes serdo estudadas neste espaco.

@ Em SCy, a expressdo (3) é um produto interno degenerado, mas no
subespaco G, ela é de fato um produto interno. Portanto o nosso
problema admite uma dnica solucdo.
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Relacbes de ortogonalidae

Para calcularmos os coeficientes, basta resolver o sistema normal, com

2m + 1 equagdes e 2m + 1 incégnitas. Porém, surpreendentemente, a base
de G, é ortogonal em relagdo ao produto interno (3), como se pode
deduzir das identidades

o 2t se k=1=0,
(cos kx, cos Ix) = / coskxcoslxdx =<nm sek=1[1>1,
° 0 sek#l.

T sek=1>1,
0 sek#I.

27
(sen kx, sen Ix) = sen kx sen Ix dx = {
27

(cos kx, sen Ix) = coskxsenlxdx =0 Vk>0,/>1.

S— o
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Coeficientes de Fourier

Das relacdes de ortogonalidade concluimos que o sistema normal é
diagonal e que os coeficientes da expansdo (1) que minimizam o erro

quadratico (2) sdo iguais a

1 27 1 27
0 = o A f(x) dx, ak:;/o f(x)coskxdx, k=>1, (4)
1 2
bx = —/ f(x)senkxdx, k>1, (5)
T Jo

conhecidos como coeficientes de Fourier de f.
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Intervalos de integracao e paridade

Devido a periodicidade dos integrandos, as integrais que definem o erro
quadratico (2), o produto interno (3) e os coeficientes de Fourier (4) - (5)
podem ser calculadas em qualquer intervalo de comprimento 27, sem
alterar os resultados. Usando o intervalo [—m, 7| para as integrais,
podemos entao concluir que:

@ se f € SCo,; é uma funcao par, entdo by = 0 para todo k > 1;
@ se f € SCy,; é uma funcao impar, entio a, = 0 para todo k > 0. J
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Exemplos

Exemplo 1

Calcule os coeficientes de Fourier da funcdo periddica de periodo 27w
definida em [0, 27) por

1 se0<x<m,
f(x) =
0 sem<x<2m.

Queremos fazer a andlise harménica da fun¢do 27w-periddica cujo grafico é
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Exemplos

Solugdo. Das férmulas (4) - (5) para os coeficientes de Fourier temos

1 [ 1 [T 1
ag f(X)dX:Z/O dX:§

e, para k> 1,
1 [ 1 (" kx|
akz—/ f(x)coskxdx:—/ cos kx dx = X =0,
T Jo T Jo kw1,
1 [ 1 (7 kx|
by = = f(x)senkxdx:—/ senkx dx = — >
T Jo T Jo k|

11— (1) _ 2, se k for impar,
0, se k for par.
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Exemplos

Se quisermos por exemplo a aproximacdo até o harmonico de ordem 10
teremos

1

2
gio(x) = 5 + = sen x +

sen 3x . sen bx n sen 7x L+ sen 9x
3 5 7 9 ’

que neste caso coincide com gg(x). O que acontece quando aumentamos
a quantidade de harmdnicos? Discutiremos isso adiante, depois de mais
alguns exemplos.
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Exemplos
Exemplo 2

Calcule os coeficientes de Fourier da funcdo periddica de periodo 27w
definida por f(x) = x, -7 < x < 7.

O gréfico de f é
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Exemplos

Solucao. Note que f é uma funcdo impar, e portanto

Para o calculo dos

by =

ak:0, VkZO

coeficientes by, k > 1, temos

1/ xsenkxdx:2/ x sen kx dx
L - T 0

2 xcoskx”+/“coskx

T k 0 0 k

2 ([ mcoskm = senkx|" (—1)k+1
7 k K|, k

Por exemplo, a aproximac3do até o harmdnico de ordem 5 fica

sen2x sen3x sendx  sen 5x>

g5(x):2<senx— 5 + s 2 + 5
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Exemplos
Exemplo 3

Obtenha os coeficientes de Fourier da funcdo periédica de periodo 27
definida por f(x) = |x|, -7 < x < 7.

O gréfico desta fungdo é
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Exemplos
Solugao. Agora a fungdo é par e portanto

by =0, Vk2>1.

Para os coeficientes a, temos

1 7 1 (7
a = — |x|dx:—/ xdx = =
0 2

27 J_, m

e, para k> 1,
1 [7 2 [T
ak:—/ |x|coskxdx:—/ x cos kx dx
—T ™ Jo
4 /7r senkx) 2 cos kx
0 0 k _7'(' k2

2 (xsen kx
E(—l)k -1 _ — &=, se k for impar,
0, se k for par.

™

0
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Exemplos

Se quisermos, por exemplo, a aproximacdo até o harmdnico de ordem 10,
obtemos

glO(X) =5 = 12 + 32 52 72 02

m 4 [cosx cos3x cosbx cos7x  cos9x
> + + +

que neste caso também coincide com a aproximacdo até o harmonico de
ordem 10.
Observacao

@ Para estudar uma funcao periddica, basta especificd-la em um
intervalo de comprimento igual ao seu periodo. Mas deve-se prestar
atenc3o para se evitar confusdes. A funcdo periddica do Exemplo 2
nao é a mesma que a funcdo periddica de periodo 27 definida por
f(x)=x,0<x<2m.
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Exercicio

Calcule os coeficientes de Fourier das funcdes periddicas de periodo 27

definidas por (i) fi(x) = x2, 0 < x < 27 e (ii) A(x) =x?, —T < x < 7.

Note que elas ndo sdo iguais, como podemos ver pelos seus graficos:

40

30

10

Elas coincidem em [0, 7) e transladados deste intervalo por miltiplos de
27, mas fy é par e continua enquanto que f; ndo tem paridade e é
descontinua em x, = 2km, k € Z.
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