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Estatistica Matematica

= Definicoes

* Variavel aleatoria: € a variavel que pode assumir diferentes valores no
dominio da funcao densidade de probabilidade;
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Estatistica Matematica
= Definicoes

* Variavel aleatoria: € a variavel que pode assumir diferentes valores no
dominio da funcao densidade de probabilidade;

* Funcdo Densidade de Probabilidade: é a funcao f(x) que associa, a
cada possivel valor x da variavel aleatoria X, sua respectiva

probabilidade de ocorréncia;
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Estatistica Matematica

= Definicoes

* Valor esperado: o valor esperado da variavel aleatoria X — E(X), € a
média da distribuicdo densidade de probabilidade.

v'Se a variavel aleatoria é discreta: E(X) = Y[~ x; P[X = x;]

v'Se a variavel aleatoria é continua: E(X) = ff;o x f(x)dx
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Estatistica Matematica
= Definicoes

* Variancia e desvio padrao: medidas que informam acerca da dispersao
dos valores da variavel aleatéria X em relacdo ao seu valor esperado,

v'Se a variavel aleatdria ¢ discreta: Var(X) = E(X?) — [E(X)]?
= 0% = Yi—1lx; — E(X)]? f(x;)
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Estatistica Matematica

= Definicoes
* Variancia e desvio padrao: medidas que informam acerca da dispersao
dos valores da variavel aleatoria em relacdo ao valor esperado da

variavel aleatoéria X,

v'Se a variavel aleatoria é cont|'+nua:
Var(X) = j [x; — EQOIPF(X)dx
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Estatistica Matematica

= Definicoes
* Variancia e desvio padrao: medidas que informam acerca da dispersao
dos valores da variavel aleatoria em relacao ao valor esperado da

variavel aleatoéria X,

v'Se a variavel aleatoria é cont|’+nua:
Var(X) = f [x; — ECOI2f (X)dx

v'O Desvio padrdo: /g5
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Valor esperado e jogos justos

» Valor Esperado: Seja uma loteria X com prémios X;, X,, ...X, €

EEPANY

probabilidades associadas =n,, & », ..., ® . O valor esperado da loteria
sera:
VE(X) = X; m+X, m+...+X, 7T,
\/E(X) =Y x 1

(=1 1Y

» Jogo Justo: VE =0, ou preco para jogar igual ao VE.
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Valor esperado e jogos justos

= Exemplo 1: jogue uma moeda com seu amigo valendo um Real -
R$1,00, se der cara vocé ganha $1 e se der coroa vocé perde $1:
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Valor esperado e jogos justos

= Exemplo 1: jogue uma moeda com seu amigo valendo um Real -
R$1,00, se der cara vocé ganha $1 e se der coroa vocé perde $1:

Valor esperado do jogo: VE=0,5*(+1) + 0,5 (—1) =0
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Valor esperado e jogos justos

= Exemplo 1: jogue uma moeda com seu amigo valendo um Real -
R$1,00, se der cara vocé ganha $1 e se der coroa vocé perde $1:

Valor esperado do jogo: VE=0,5*(+1) + 0,5 (—1) =0

= Exemplo 2: jogue uma moeda com seu amigo se der cara Vocé ganha
$10 e se der coroa voceé perde $1:
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Valor esperado e jogos justos

= Exemplo 1: jogue uma moeda com seu amigo valendo um Real -
R$1,00, se der cara vocé ganha $1 e se der coroa vocé perde $1:

Valor esperado do jogo: VE=0,5*(+1) + 0,5 (—1) =0

= Exemplo 2: jogue uma moeda com seu amigo se der cara Vocé ganha
$10 e se der coroa voceé perde $1:

Valor esperado do jogo: VE = 0,5 * (+10) + 0,5 * (—1) = 4,5
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Paradoxo de Sao Petersburgo

= Paradoxo de St. Petersburg: uma moeda e lancada até aparecer cara.
Se a primeira cara aparece no n-esimo lancamento o jogador ganha

$2n.
VX{ =, X =, X =, o, X =
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Paradoxo de Sao Petersburgo

= Paradoxo de St. Petersburg: uma moeda e lancada até aparecer cara.
Se a primeira cara aparece no n-esimo lancamento o jogador ganha

$2".
vV X, =82, %, =84, X, =88, ..., x, = $2"
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Paradoxo de Sao Petersburgo

» Paradoxo de St. Petersburg: uma moeda é lancada até aparecer cara.
Se a primeira cara aparece no n-esimo lancamento o jogador ganha
$2".

vV X, =82, %, =84, X, =88, ..., x, = $2"

* A probabilidade de sair cara no n-esimo lancamento é:

V =, =, TS
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Paradoxo de Sao Petersburgo

= Paradoxo de St. Petersburg: uma moeda e lancada até aparecer cara.
Se a primeira cara aparece no n-esimo lancamento o jogador ganha

$2".
vV X, =82, X, =34, X, =$8, ..., x, = $2n
A probabilidade de sair cara no n-esimo langcamento é:
v =%, n,= Ya,..., m,= 1/2"
* Valor Esperado:

E(X) = Zﬂ ZZ'(;) =1+1+1+...+1+...=
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Paradoxo de Sao Petersburgo

 Solucao de Bernoulli: os individuos ndo se importam diretamente com
o valor do prémio, mas com a utilidade que obtéem da riqueza.
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Paradoxo de Sao Petersburgo

 Solucao de Bernoulli: os individuos ndo se importam diretamente com
o valor do prémio, mas com a utilidade que obtéem da riqueza.

v'Considerando que a utilidade marginal da rigueza € normalmente
decrescente, o paradoxo de St. Petersburgo converge para um valor
finito de utilidade esperada.
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Paradoxo de Sao

 Solucao de Bernoulli: os |

Petersburgo

ndividuos nao se importam diretamente com

o valor do prémio, mas com a utilidade que obtéem da riqueza.

v'Considerando que a utilic
decrescente, 0 paradoxo C

ade marginal da riqueza € normalmente
e St. Petersburgo converge para um valor

finito de utilidade esperac

d.

v'A utilidade esperada € relevante para a definicao do valor que o
Individuo esta disposto a pagar pelo jogo.
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Utilidade Esperada

« Utilidade Esperada:

EU(X) ;U (x;)

|
.M:

o~
[
p—
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Utilidade Esperada

= Exemplo 7.1

 Suponha gue a utilidade de cada prémio no paradoxo de Sao
Petersburgo seja dada por: U(x;)= In x;
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Utilidade Esperada

= Exemplo 7.1

 Suponha gue a utilidade de cada prémio no paradoxo de Sao
Petersburgo seja dada por: U(x;)= In x;

A funcao Utilidade logaritmica exibe utilidade marginal decrescente:
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Utilidade Esperada

= Exemplo 7.1

 Suponha gue a utilidade de cada prémio no paradoxo de Sao
Petersburgo seja dada por: U(x;)= In x;

A funcao Utilidade logaritmica exibe utilidade marginal decrescente:
(U'>0eU”<0),

v'Utilidade esperada = 32>, ;U (x;) = 250:1%“1(21') =
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Utilidade Esperada

= Exemplo 7.1

 Suponha gue a utilidade de cada prémio no paradoxo de Sao
Petersburgo seja dada por: U(x;)= In x;

A funcao Utilidade logaritmica exibe utilidade marginal decrescente:
(U'>0eU”<0),

v'Utilidade esperada = };2, m; U(x;) = Zf‘;l%ln(zl’) = 1,39
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Utilidade Esperada

= Exemplo 7.1

* A solucao de Bernoulli para o paradoxo de Sao Petersburgo, nao
resolve completamente o problema, enquanto nao houver limite
superior para a funcao de utilidade, o paradoxo pode ser regenerado
redefinindo os prémios do jogo.

v Considerando a funcdo: U(x)= In[e2']= 2 e prémio x, = e’

v’Langando a moeda uma quinta Vez, 0 individuo poderia ganhar e?” =
$79 trilhdes com probabilidade — = 0,031. A ideia de que um

A . L . 25 . , ,
Individuo pagaria trilnGes para jogar parece improvavel, o gue mantém

0S jogos de Sao Petersburgo como paradoxo.
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Teorema de von Neumann-Morgenstern

 John von Neumann e Oscar Morgenstern no trabalho entitulado: The
theory of games and Economic Behavior (1944), desenvolveram os
fundamentos matematicos para a solucdo do Paradoxo de Sé&o
Petersburgo de Bernoulli incorporando o0s axiomas basicos da
racionalidade economica.

16/11/2021 Micro Il 26




Teorema de von Neumann-Morgenstern

« John von Neumann e Oscar Morgenstern no trabalho entitulado: The
theory of games and Economic Behavior (1944), desenvolveram os
fundamentos matematicos para a solucdo do Paradoxo de Séao
Petersburgo de Bernoulli incorporando 0s axiomas basicos da
racionalidade economica.

v'Mostraram que um individuo racional faz escolhas sob incerteza de
modo a maximizar o valor esperado da funcao Utilidade da rigueza (W)
- U (W) e nao o valor esperado do pay-off.
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Teorema de von Neumann-Morgenstern

 Suponha que existam n prémios que o individuo pode ganhar em uma
loteria, denotados por X,, X,, ... X, ordenados de forma crescente.
Entado, se o individuo prefere x, a X,, podemos considerar o indice de
Utilidade como: U(x,)= 0e U(x,)= 1.
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Teorema de von Neumann-Morgenstern

 Suponha que existam n prémios que o individuo pode ganhar em uma
loteria, denotados por X,, X,, ... X, ordenados de forma crescente.
Entao, se o individuo prefere X, a X;, podemos considerar o indice de
Utilidade como: U(x,)= 0e U(x,)= 1.

« Experimento: peca ao seu colega para declarar a probabilidade m; que
0 deixaria indiferente entre x, com certeza e uma loteria com prémio
X, € probabilidade i; ou x, com probabilidade (1-m;).
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Teorema de von Neumann-Morgenstern

* A técnica de von Neumann-Morgenstern, define a utilidade de x;,
como a utilidade esperada em relacdo ao resultado que o individuo
considera igualmente desejavel.

U(X) = m; - U(x,) + (1 - ;) - U(xy)

 Considerando U(x,) =1 and U(x,) =0
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Teorema de von Neumann-Morgenstern

* A técnica de von Neumann-Morgenstern, define a utilidade de x;,
como a utilidade esperada em relacdo ao resultado que o individuo
considera igualmente desejavel.

U(x) = m; - U(x,) + (1 - 7;) - U(xy)
 Considerando U(x,) =1 and U(x,) =0

Ux)=m-1+1-m) -0=m
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Maximizacao da Utilidade Esperada

» Considere 2 jogos, o0 primeiro — A, com prémio X, e probabilidade a e
0 segundo com prémio X, e probabilidade (1-a)
Utilidade Esperada (A) = a - U(x,) + (1-a) - U(X,)

* O segundo — B, com prémio X, e probabilidade b e 0 segundo com
prémio x: e probabilidade (1-b)
Utilidade Esperada (B) = b - U(x,) + (1-b) - U(xc)

v"Qual jogo o individuo ira escolher?
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Maximizacao da Utilidade Esperada

» Considere 2 jogos, 0 primeiro —A, com prémio X, e probabilidade a e 0
segundo com prémio X, e probabilidade (1-a)
Utilidade Esperada (A) = a - U(x,) + (1-a) - U(X,)

* O segundo — B, com prémio X, e probabilidade b e 0 segundo com
prémio x: e probabilidade (1-b)
Utilidade Esperada (B) = b - U(x,) + (1-b) - U(xc)

v'O individuo escolherd A apenas se sua Utilidade Esperada superar a de
B.
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Maximizacao da Utilidade Esperada

» Substituindo U(x;) por m;:
Utilidade Esperada (A) = a - m,+ (1-a) ‘75
Utilidade Esperada (B) =b - m, + (1-b) - ¢

v'O individuo escolhera A se e apenas se:
a- m,+ (1-a) 3 >b -m, +(1-b) : me

v'R.: 0 individuo escolhera a op¢éo que oferecer o maior nivel esperado
de utilidade, ou aquele que maximiza o valor esperado da funcao
utilidade de von Neumann-Morgenstern.
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Aversao ao Risco e Seguro

» Poucas pessoas optariam por fazer uma aposta de $10.000 se o
resultado fosse 0, em media.

* [sso porgue, o valor monetario do prémio nao reflete a Utilidade do
prémio.

« A Utilidade que a pessoa obtém de um aumento no valor do prémio
aumenta menos rapidamente que o valor monetario (rigueza) desse
prémio.

* Assim, uma aposta justa em termos monetarios, pode nao ser justa em

termos de Utilidade, pois a utilidade marginal de $1 extra é
decrescente.
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Aversao ao RIsSco

Utilidade (V)

U(W)

riqueza (W)
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Aversao ao RIsSco

Utilidade (V)

U(W)

rigueza (W)

Wo
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Aversao ao RiIsco

v'Utilidade esperada da aposta A - EU(A) = Y2 U(W,+h) + %2 U(W,-h)
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Aversao ao RIsSco

Utilidade (V)

U(W)

rigueza (W)
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Aversao ao RIsSco

Utilidade (V)

U(W)

rigueza (W)

Wo-h W, W,+h
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Aversao ao RIsSco

Utilidade (V)

U(W)

rigueza (W)
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Aversao ao RiIsco

v'Utilidade esperada da aposta A - EU(A) = Y2 U(W,+h) + %2 U(W,-h)

v'Utilidade esperada da aposta B - EU(B) =2 U(W,+2h) + Y2 U(W,-2h)
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Aversao ao RIsSco

Utilidade (V)

—— UW)

' ' ' ' riqueza (W
Wy-2h Wo-h  w, w+h Wy+2h ’ W)
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Aversao ao RIsSco

Utilidade (V)

——— U(W)

' ' ' ' riqueza (W
Wy-2h Wo-h  w, w+h Wy+2h ’ W)
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Aversao ao Risco
v'Utilidade esperada da aposta A - EU(A) = Y2 U(W,+h) + %2 U(W,-h)

v'Utilidade esperada da aposta B - EU(B) = %2 U(W,+2h) + %2 U(W,-2h)

v’ Aposta B tem resultado mais favoravel em termos de valor do prémio,
malis ambas as apostas fornecem utilidade esperada igual a W,,, e,

v'Além disso, U(W,) > EU(A) > EU(B), assim o indivaduo preferira
manter a riqueza atual.
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AVersao ao risco e seguro

« Quanto um individuo esta disposto a pagar para evitar uma aposta?
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Aversao ao RIsSco

Utilidade (V)

_—*— U(W)
U(W, !

EU(A)=U(CE,)

EU(B

' ' ' ' ' riqueza (W
WO'Zh WO'hCE W W+h W0+2h q ( )
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AVersao ao risco e seguro

« Quanto um individuo esta disposto a pagar para evitar uma aposta?

* No Grafico, CE, é 0 equivalente certeza, note que a uma certa riqueza
CE, O mdwmﬁjo obtém a mesma utilidade esperada que obteria
participando da aposta A.

» O individuo estaria disposto a pagar W, — CE, para evitar a participar
da aposta.

* Isso explica porque as pessoas contratam seguro, porque estao
dispostas a pagar uma pequena quantidade (prémio de risco) para
evitar situacoes de risco.
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Perfil de Risco

e Avesso ao Risco

Utilidade (V)

U(W)

rigueza (W)
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Perfil de Risco

* Propenso ao Risco (amante do risco)

Utilidade (V)
U(W)

rigueza (W)
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Perfil de Risco

* Risco Neutro

Utilidade (V) U(W)

rigueza (W)
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Medidas de aversao ao risco

* r(W) é a medida mais conhecida de aversao ao risco - Coeficiente
Absoluto de Aversao ao Risco (Pratt ou Arrow-Pratt)

v'Como U"(W) <0, essa medida é sempre positiva.
v'Quanto maior (W), maior a aversao ao risco
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Medidas de aversao ao risco

* Se a Funcéo Utilidade é quadratica: U(W) =a + bW + cW 2, onde b >
Oec<0,

v'A medida de aversao ao risco de Pratt sera:

uUw) -2
UW) b+2cW

r(W) =

v’ A aversao ao risco cresce com a riqueza
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Medidas de aversao ao risco
* Se a Funcéo Utilidade é logaritmica: U(W) = In (W) e W>0,

v'A medida de aversao ao risco de Pratt sera:

utw) 1

W)= Ty T w

v' A aversao ao risco decresce com a riqueza
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Medidas de aversao ao risco

» Se a Funcao Utilidade e exponencial: U(W) = —e (-AW) =
—exp (-AW), onde A é uma constante positiva,

v'A medida de aversio ao risco de Pratt sera:

U'(w) Are™"
UWw) Ae 4w

r(W)= —

v’ A aversao ao risco é constante
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Medidas de aversao ao risco

 Aversao ao risco e rigueza

e Coeficiente de aversao ao risco Relativo

u'(w)

rr(W) =W 0w
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AVersao ao risco e seguro

« Exemplo 7.2

 Suponha que determinado individuo tenha uma riqueza de R$ 100.000
dentre os quais ha um carro de R$ 20.000. Sua funcao utilidade é dada
por U = In(W), onde W é sua rigueza. Este carro possui uma
probabilidade de 25% de ser roubado. Calcule:

* Riqueza esperada sem seguro — ou valor esperado da rigueza.
 Utilidade esperada sem seguro.

 Valor do seguro justo

* Preco maximo que este individuo esta disposto a pagar pelo seguro

16/11/2021




Referéncias Bibliograficas

* NICHOLSON, W; SNYDER, C. Microeconomic Theory: Basic
Principles and Extensions. 11th Edition (International Edition), 2012
—cap. /

16/11/2021 Micro Il 58




