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As equacoes da Eletrodinamica

* As leis da Eletrodinamica, como reunidas por Maxwell, sao escritas, de um modo geral, como:

V-D= P (Lei de Gauss para o campo elétrico)
V . B = 0 (Lei de Gauss para o campo magnético)
VXH=J+ e (Lei de Ampere)

i T

VXE=-— mo (Lei de Faraday)

VXB———=/JT , ondecs2=1/(,u€)

ELETROMAGNETISMO I / IFUSP / AULA 19 2



Teorema de Poynting ;

* Em 1884 John Henry Poynting chegou a um resultado muito interessante, que clarifica o papel da energia e do momento na
teoria eletromagnética.

* O ponto de partida é a nocao de que uma for¢a (p.ex., a Forca de Lorentz) realiza trabalho, com uma poténcia:
CW=dFﬁV=QmE+d¢Vx§>W?
=dgE-vV=(JdV) -V

= P=JdVT-f

* Essa poténcia corresponde a conversao de energia eletromagnética em energia mecdnica e vice-versa.

* Por exemplo, se o campo realiza trabalho sobre o sistema, entao uma certa quantidade de energia sai do campo > e Unr
eletromagneético, e entra no sistema fisico — por exemplo, na forma de calor, caso haja uma resisténcia. —p ¢—o & EM
* Oinverso também pode ocorrer: podemos inserir energia num sistema, por exemplo, separando as cargas negativas e
positivas, e desse modo realizando trabalho sobre o campo — aumentando, portanto a energia do campo. O [ — @
s Ugy /
. 7 ~ . ~ . o] . ‘
* Mas se isso é verdade, entao a contrapartida dessa poténcia no campo eletromagnético deveria ser uma mudanca da 4+ —)r —o—)

energia total do campo — algo que podemos checar, porque sabemos a expressao para a densidade de energia do campo:

1l /1 - - =
%M=5<D-E+H-B>

* Mais do que isso: se essa energia flui entre o sistema e o campo, deve existir algo com interpretacao de corrente que carrega
essa energia. Essa é a esséncia do Teorema de Poynting.
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Teorema de Poynting

* Vamos entao retornar ao ponto de partida, que é a expressao para a poténcia com que o campo eletromagnético transfere energia de/para um sistema
fisico. Usando a Lei de Ampére temos:

e —

. Agora,notequeV-(FX ﬁ) = ﬁ-(V XE)—E -(VXH),portanto:

* Pela Lei de Faraday, VXE=-0Blot , portanto podemos escrever:

p=|av|-H-ZZ_V. ExH-ZE
y ot ot

* Finalmente, usando o Teorema do Divergente no segundo termo chegamos em:

o . 0B 0D —
p=_35 a’S-(ExH)—"dV H— 4+ .F
) y or ot
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Teorema de Poynting

—

* Setemosum meiolinear, H ~ B e D ~ E (mesmo que a constante de proporcionalidade seja diferente em cada ponto!), e portanto:
0

P=—<J; d?-(ﬁxﬁ)——l —
) ot 2 2

1—»—» 1—»—»
dV[—H-B+ D-E]
\%4

* Mas o ultimo termo é a densidade de energia dos campos eletromagnéticos! Ou seja, encontramos que:

P=- dS -(EXH)- , ou,dito de outra forma:

— — — — — 0
[ dVJ-E:-[ dVV-(ExH)—[ dv ZPem
% v v ot

* Como a integral no volume é arbitraria, os integrando devem ser obedecer a mesma equacgao, ou seja:

— — — — — 0
> T.E=-V . (ExH)-2Lm
ot
5 —_ — — —
PeM . S=—T.F ,
ot

—

onde introduzimos o vetor de Poynting S=ExH.

PredTo0) = )" mvA(0) 5[ X = T (1)]

* Podemos deixar isso numa forma ainda mais intuitiva se notarmos que o trabalho do campo EM é J-E= dPy,./1dV = dpy,.10t, e

assim:

0 (PEM + Prtec)
ot

* Ou seja: chegamos uma equacgdo da continuidade para a energia!

—

+V.-S=0
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Teorema de Poynting e energia

* Vejamos entao a quantidade vetorial mais importante da aula de hoje, o Vetor de Poynting:
S=EXH

* Esse vetor entra na equacao da continuidade para a energia, ou seja:

ag:m‘FV'?:O \ V-S>0 /

* Vamos analisar com cuidado essa equacao, para entendermos direito os sinais e a interpretacdo do vetor §. /
* Primeiro, note que, se num determinado volume a energia do sistema diminui, dpr,, /0t < 0, entdo o divergente é positivo, V - § > 0. ot
* Por outro lado, se nesse volume a energia do sistema aumenta, dp;,, /0t > 0, o divergente é negativo, V - § < 0. / \
* Isso significa que o vetor de Poynting é uma corrente de energia (que, como veremos logo mais, também pode ser interpretado como um densidade de momento): / \
=se V - § > 0 num certo volume, isso significa que a energia esta saindo desse volume (temos fontes de S'). A contrapartida dentro do volume é que a
energia diminui.
—_ — . . —_— —
= Por outro lado,se V - § < 0, entdo temos “sumidouros" de energia dentro do volume, e portanto a energia naquele volume aumenta. \ V-5 <0 /
* Em outras palavras: o Teorema de Poynting garante a conservacdo de energia entre o campo eletromagnético e o sistema fisico onde agem as forcas associadas
aqueles campos! Uma expressao mais “intuitiva" seria:
T 7 _ dA - S o 0
ot S(V) t
* Note também que a equacao da continuidade para energia pode também incluir a possibilidade de uma fonte externa de energia. Nesse caso temos: / \
apTot v < 4 Anci i /
——+ V-8 =P, , onde Py, éapoténciade uma fonte externa de energia.
ot
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Teorema de Poynting e momento

* Podemos repetir o argumento apresentado ha pouco no que toca a conservag¢édo de momento.

* A forca total nas cargas e correntes no volume V é:

Fpp. = M“:JdV(pE+J><B>
o),

* Novamente, utilizamos as Eqs. de Maxwell para expressar:

— — — — oD
,0=VD e J=VXH—7

* Apo6s algumas manipulacdes semelhantes as que fizemos antes, obtemos, no vdcuo:

aFMeC a — — —_— — — — — — 2—>—> — 2—> — —
= —e—| dVEXB +6 dV[E(V-E)—Ex(VxE)+c (V-B)—ch(VxB)]
\%4 \%

|

— — —
Note que o primeiro termo do lado direito é basicamente o vetor de Poynting novacuo, § = E X H — E X B.Portanto:

2—)

(V-E’)—&E’x(?xﬁ’)}

0P 1, 9 1 — —— - S
=-—| v S +e| aV|[EV-E)-Ex(VxE)+c
ot ot Jy, v

* Esse primeiro termo dentro da integral é a densidade de momento do campo eletromagnético. O restante dessa expressao nés vamos poder identificar como o fluxo de momento, de um
modo analogo pelo qual associamos o fluxo de energia com o vetor de Poynting. Mas por enquanto podemos tomar:

Ty = d\IiM = = S como a densidade de momento do campo eletromagnético, e assim: P, = P,.+ Ppy = Py + J dV 7gy
14

* Note esse papel dual do vetor de Poynting: por um lado, ele denota o fluxo de energia. Por outro, ele também denota a densidade de momento. Mas claro: assim como na mecanica usual,
para que a energia de um sistema mude, é necessdrio fazer algum tipo de forca, ou seja, mudar o momento — ou seja, o fluxo de energia é de fato dado pelo momento!
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Teorema de Poynting e momento

* Vamos agora calcular os termos que restaram da nossa expressao completa para 0 momento:

a(PMec+ PEM)
ot

J av[EV - E)-Ex(VxE)+®B(V - B) - 7B x (¥ x B)
1%

* Como o primeiro termo nos dd a variagdo do momento do campo, os termos restantes devem denotar o fluxo de momento que é trocado entre o campo e o sistema mecanico. De fato, é
isso que o calculo a seguir mostra.

—
* Vamos tomar os termos dentro da integral que sé envolvem o campo elétrico £ — e note que a estrutura dos termos que envolvem o campo magnético é idéntica, a menos do fator 1/¢2.
Para esses termos com o campo elétrico temos, por exemplo, a componente x:

—_ S — — — — aEx aEy aEZ aEy aEx aEx aEZ
[ (V-E)—EX(VXE)] —E | —=+—24+—=|-E +E
x 0x dy 0z ox dy 0z 0x

* Mas note que podemos reescrever isso de um modo bem mais simples, como:

|

&

2 ox

X

- _ N 10E?
(V-E)—Ex(VxE)]:V-(EE)

* Ou seja, a expressao original toma a forma:

O(Pypee+ P 1. =
(Psec + P ) J de— EE; ——5 E2+c*( BB ——65,B
ot axJ J 2 ]
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Teorema de Poynting e momento

* Vamos reescrever a expressao que acabamos de obter em termos de um novo tipo de objeto:

(P rgee + Ppap): 0
(P pec Em)i _ J' dVZ_-[Tij] , onde
ot % F ox/

R I T
T,= ¢ (EE+cBB) -5, (EGOE 4B 2) = e (EE +¢B.B;) = 8 ppy
0

* O ponto de escrever essa expressao desse modo é que o lado direito é o divergente de alguma coisa:

9
25T

J

* Isso significa que podemos usar o Teorema de Gauss (do divergente) e escrever:

(P ygee + Prap);
Ptee + Pr)i - _ aE Z ds; T; = Z (JE ds; T; onde o elemento de érea é dS; = dS 7
s S(V)

J Y !
ot W) j

* Isso significa que a forca total no sistema é dada pela expressao:

F, , com F. =

- l l Z AT

) J Y

J
* Em outras palavras, a forca é uma integral sobre uma superficie de algo — a presséo (forca por unidade de area)!

dF, .
a5 T2y
J
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Teorema de Poynting e momento

« Esse objeto T ; € chamado de tensor de estresse e momento do campo eletromagnético:
— 2
T =€ (EIEJ tc BiBj> — ;i PEM M,

* Ele denota o fluxo de momento na direcdo i que cruza a drea orientada na direcdo j — note que essa expressao é simétrica pela troca T

[ < j, como deveria ser: de fato, i :
—

oP,
ot H

oP,
ot /

* Note que, se nenhuma forga externa estiver agindo sobre o sistema (ou seja, as Unicas forcas sao internas, incluindo as forcas
eletromagnéticas), entao temos conservagao de momento, ou seja:

3 (Pyect+ P ~0 o iT.- — 0
ot ~ 0x/ v

* A equacao acima expressa a conservagdo do tensor de estresse e momento, que é o que garante conservagdo de momento no contexto
de mecdnica de fluidos.

* Note também que o tensor de estresse e momento obedece uma propriedade Util e interessante:

Tr(Ty) = Z T; = Z [60 (EiE; + ¢*B;B;) = §; PEM]

i

0

1 1 = 1, 3
= Z eEE+—BB; | =6;~| E"+—B = PEm — 5 PEM = — PEM
; H 2 Ho 2
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Teorema de Poynting: aplicacao

* Vamos considerar o exemplo mais simples possivel para estudar o fluxo de energia num sistema eletromagnético: um capacitor sendo carregado.

* Vamos assumir areas para as placas circulares deraioa e drea A = na’,e que as placas estdo separadas por uma distancia /1 .

* A carga em cada uma das placas é dada por:

Q =1t , eportantoadensidade superficial de cargas e o campo elétrico sao:
LIt 7 It | 1 1%¢?
0O = 1T — , = - —7 = —
A cAc  TETRea

* Claramente o campo esta crescendo com o tempo, e portanto temos energia fluindo para dentro do capacitor. Quem faz esse papel &, claro, o vetor de

— — —
Poynting S = E X H.Vamos encontra-lo a seguir — mas primeiro precisamos encontrar o campo magnético.

* Vamos usar a Lei de Ampere (corrigida pelo termo da corrente de deslocamento), integrada num circuito dentro do capacitor, de raio p, como indicado na
figura:

<J§ diﬁ:J d?-ﬁxﬁ):J
C S(c)

— {_ oD
ds - (J b —

-
* Acirculacédo de H nos d4 a componente na direcdo ¢ . Na integral na area circunscrita pelo circuito, vamos escolher a area que fecha “por cima”, como
indicado na figura (S). Temos entao:

~

ds - T=-1
uSl
. 9D 0 It a? — p?
ey e i
Js, ot ot ma? a?

* Juntando tudo agora temos:

B a*—p? p? Ip
daip— =—I+——I=-"1J = H =-
pu a? a? ¢ 2rwa?
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Teorema de Poynting: aplicacao

* Portanto, acabamos de encontrar que os campos elétrico e magnético sao dados por:

F:—Z—Zz +§§ B§+
I Iy
H==2a E E E E E

* Vocé pode (deve!) verificar que esses campos obedecem todas as equacodes das Leis de Maxwell.

* O vetor de Poynting é dado, portanto, por:

gl

ExH N (212, Izpt( 5) ja, el t dentro!
= = -2 —_—— = - Ou seja, ele aponta para dentro:
c A @ 2eA2 P ) p p

Em outras palavras, o fluxo de energia é para dentro do sistema!

* Vejamos agora o que esta acontecendo com a energia: x x
1— = 1212 ] g
/) = — . = , (o] que esta aumentando com o tempo | [
E™H 2eA?
1 —_— — ﬂ]zpz . x x
pB = — . = , que flca constante como tempo.

2 8A2

* Note que esses resultados sao exatamente aqueles que satisfazem o Teorema de Poynting:

Apg+pp) _ It

2 0 —
ot €A N pEM_i_V.S:O
121‘ (31‘

ELETROMAGNETISMO | / IFUSP / AULA 19 12



Proxima aula:

Mais sobre o teorema de Poynting: momentos e estresses

Exemplos

Radiacao eletromagnética: preambulos

Leitura: Griffiths, Cap. 8

Leitura complementar: Jackson, Caps. 5-6-7
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