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PME3100 Mecânica I 

DINÂMICA DO SÓLIDO 

 

Supõe-se um referencial fixo. 

A definição de sólido ou corpo rígido foi vista na Cinemática. 

 

 

Exemplo 5.6: O disco de raio R e massa M gira com velocidade angular 𝜔0 quando é largado 

sobre a superfície plana da figura. Sabendo-se que o disco rola e 

escorrega durante certo tempo, e a seguir rola sem escorregar, e 

que o coeficiente de atrito entre o disco e o plano é 𝜇, determine o 

intervalo de tempo durante o qual existe escorregamento, 

Despreze o atrito de rolamento. 

 

 

Resolução: 

Isolando o disco: 

TR: 𝑀𝑎𝐺𝑖 = 𝐹𝑎𝑡𝑖 + (𝑁 − 𝑀𝑔)𝑗 ⇒ 

⇒ {
𝑀𝑎𝐺 = 𝐹𝑎𝑡     (1)
𝑁 = 𝑀𝑔          (2)

 

 

TQMA, polo G : 𝐻⃗⃗⃗𝐺 = −𝜔𝐽𝐺 𝑘⃗⃗ = −𝜔
𝑀𝑅2

2
𝑘⃗⃗ ⇒ 

⇒ 𝐻̇⃗⃗⃗𝐺 = −𝜔̇
𝑀𝑅2

2
𝑘⃗⃗ = 𝑀⃗⃗⃗𝐺

𝑒𝑥𝑡 = 𝐹𝑎𝑡𝑅𝑘⃗⃗ ⇒ −𝜔̇
𝑀𝑅

2
= 𝐹𝑎𝑡  (3) 

 

Lei de Coulomb: enquanto escorregar, com (1) e (2): 

𝐹𝑎𝑡 = 𝜇𝑁 ⇒ 𝑀𝑎𝐺 = 𝜇𝑀𝑔 ⇒ 𝑎𝐺 = 𝜇𝑔 = 𝑐𝑡𝑒 ⇒ 𝑣𝐺 = 𝜇𝑔𝑡   (4) 

Usando 𝐹𝑎𝑡 = 𝜇𝑁 = 𝜇𝑀𝑔 em (3): −𝜔̇
𝑀𝑅

2
= 𝜇𝑀𝑔 ⇒ 𝜔̇ = −

2𝜇𝑔

𝑅
= 𝑐𝑡𝑒 ⇒ 𝜔 = 𝜔0 −

2𝜇𝑔

𝑅
𝑡 (5) 

Poisson: 𝑣𝐺 = 𝑣𝐺𝑖 = 𝑣𝐴 + 𝜔⃗⃗⃗ ∧ (𝐺 − 𝐴) = 𝑣𝐴𝑖 − 𝜔𝑘⃗⃗ ∧ (𝑅𝑗) = (𝑣𝐴 + 𝜔𝑅)𝑖 ⇒ 

⇒ 𝑣𝐺 = 𝑣𝐴 + 𝜔𝑅  (6) 

Substituindo (4) e (5) em (6): 

𝜇𝑔𝑡 = 𝑣𝐴 + 𝜔0𝑅 − 2𝜇𝑔𝑡 ⇒ 𝑡 =
𝑣𝐴+𝜔0𝑅

3𝜇𝑔
  

O disco para de escorregar no instante em que 𝑣𝐴 = 0. Assim:  𝒕∗ =
𝝎𝟎𝑹

𝟑𝝁𝒈
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Exemplo 5.7: Desbalanceamento estático: na figura, o sistema (C, x, y, z) gira com o eixo, com 

rotação 𝜔 constante. O eixo e as barras têm massa desprezível. Determine as reação nos mancais A 

e B. 

 

Resolução: 

Note-se que, neste caso, o centro de massa G está fora do eixo, constituindo o caso de 

desbalanceamento estático, no qual há apenas uma posição de equilíbrio estável, com as massas 

D e E na posição mais inferior. 

.  

TR: 2𝑚𝑎⃗𝐺 = (𝑌𝐴 + 𝑌𝐵)𝑗 + (𝑍𝐴 + 𝑍𝐵)𝑘⃗⃗ ⇒ {
2𝑚𝑎𝐺𝑦

= 𝑌𝐴 + 𝑌𝐵     (1)

2𝑚𝑎𝐺𝑧
= 𝑍𝐴 + 𝑍𝐵     (2)

 

TQMA, polo C:  𝐻⃗⃗⃗𝐶 = 𝑚(𝐺 − 𝐶) ∧ 𝑣𝐶 + (𝐽𝑥𝜔𝑥 − 𝐽𝑥𝑦𝜔𝑦 − 𝐽𝑥𝑧𝜔𝑧)𝑖 + 

+(−𝐽𝑦𝑥𝜔𝑥 + 𝐽𝑦𝜔𝑦 − 𝐽𝑦𝑧𝜔𝑧)𝑗 + (−𝐽𝑧𝑥𝜔𝑥 − 𝐽𝑧𝑦𝜔𝑦 + 𝐽𝑧𝜔𝑧)𝑘⃗⃗ = 

= 𝐽𝑥𝜔𝑥𝑖 − 𝐽𝑦𝑥𝜔𝑥𝑗 − 𝐽𝑧𝑥𝜔𝑥 𝑘⃗⃗ 

Temos: 

𝐽𝑥 = 𝐽𝑥𝐷 + 𝐽𝑥𝐸 = 𝑚𝑙2 + 𝑚𝑙2 = 2𝑚𝑙2 

𝐽𝑦𝑥 = 𝐽𝑦𝑥𝐷 + 𝐽𝑦𝑥𝐸 = 𝑚𝑙 (−
𝑙

2
) + 𝑚𝑙 (

𝑙

2
) = 0  

𝐽𝑧𝑥 = 𝐽𝑧𝑥𝐷 + 𝐽𝑧𝑥𝐸 = 𝑚 ∙ 0 ∙ (−
𝑙

2
) + 𝑚 ∙ 0 ∙ (

𝑙

2
) = 0  

Assim: 𝐻⃗⃗⃗𝐶 = 2𝑚𝑙2𝜔𝑖 ⇒ 𝐻̇⃗⃗⃗𝐶 = 2𝑚𝑙2𝜔̇𝑖 + 2𝑚𝑙2𝜔𝑖̇ = 0⃗⃗ + 2𝑚𝑙2𝜔(𝜔⃗⃗⃗ ∧ 𝑖) = 0⃗⃗ 

Portanto: 

𝐻̇⃗⃗⃗𝐶 = 0⃗⃗ = 2𝑚𝑣̇𝐺 ∧ 𝑣𝐶 + 𝑀⃗⃗⃗𝐶
𝑒𝑥𝑡 = 0⃗⃗ + (𝐴 − 𝐶) ∧ (𝑌𝐴𝑗 + 𝑍𝐴𝑘⃗⃗) + (𝐵 − 𝐶) ∧ (𝑌𝐵𝑗 + 𝑍𝐵 𝑘⃗⃗) = 

= (−
3𝑙

2
𝑖) ∧ (𝑌𝐴𝑗 + 𝑍𝐴𝑘⃗⃗) + (

3𝑙

2
𝑖) ∧ (𝑌𝐵𝑗 + 𝑍𝐵 𝑘⃗⃗) =  

=
3𝑙

2
(𝑍𝐴 − 𝑍𝐵)𝑗 −

3𝑙

2
(𝑌𝐴 − 𝑌𝐵)𝑘⃗⃗ ⇒ {

𝑌𝐴 = 𝑌𝐵        (3)
𝑍𝐴 = 𝑍𝐵        (4)

  

Cinemática:  

𝑎⃗𝐺 = 𝑎⃗𝐶 + 𝜔̇⃗⃗⃗ ∧ (𝐺 − 𝐶) + 𝜔⃗⃗⃗ ∧ [𝜔⃗⃗⃗ ∧ (𝐺 − 𝐶)] = −𝜔2𝐿𝑗 

Substituindo em (1) e (2): 

−2𝑚𝜔2𝐿 = 𝑌𝐴 + 𝑌𝐵  (1a) 
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𝑍𝐴 = −𝑍𝐵   (2a) 

De (1a) e (3): 𝒀𝑨 = 𝒀𝑩 = −𝒎𝝎𝟐𝑳 

De (2a) e (4): 𝒁𝑨 = 𝒁𝑩 = 𝟎 

 

Usando um sistema de coordenadas (C, X, Y, Z) fixo, vemos que existem forças de 

desbalanceamento de módulo 𝑚𝜔2𝐿 girantes iguais nos mancais A e B, respectivamente, gerando 

componentes verticais e horizontais alternadas iguais.  
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Exemplo 5.8: Desbalanceamento dinâmico: na figura, o sistema (C, x, y, z) gira com o eixo, com 

rotação 𝜔 constante. O eixo e as barras têm massa desprezível. Determine as reação nos mancais A 

e B. 

 

Resolução: 

Note-se que, neste caso, o centro de massa G coincide com o ponto C sobre o eixo, estando o 

sistema estaticamente balanceado (qualquer posição é de equilíbrio estável). 

 

TR: 2𝑚𝑎⃗𝐺 = 0⃗⃗ = (𝑌𝐴 + 𝑌𝐵)𝑗 + (𝑍𝐴 + 𝑍𝐵)𝑘⃗⃗ ⇒ {
𝑌𝐴 + 𝑌𝐵 = 0     (1)
𝑍𝐴 + 𝑍𝐵 = 0    (2)

 

TQMA, polo C:  𝐻⃗⃗⃗𝐶 = 𝑚(𝐺 − 𝐶) ∧ 𝑣𝐶 + (𝐽𝑥𝜔𝑥 − 𝐽𝑥𝑦𝜔𝑦 − 𝐽𝑥𝑧𝜔𝑧)𝑖 + 

+(−𝐽𝑦𝑥𝜔𝑥 + 𝐽𝑦𝜔𝑦 − 𝐽𝑦𝑧𝜔𝑧)𝑗 + (−𝐽𝑧𝑥𝜔𝑥 − 𝐽𝑧𝑦𝜔𝑦 + 𝐽𝑧𝜔𝑧)𝑘⃗⃗ = 

= 𝐽𝑥𝜔𝑥𝑖 − 𝐽𝑦𝑥𝜔𝑥𝑗 − 𝐽𝑧𝑥𝜔𝑥 𝑘⃗⃗ 

Temos: 

𝐽𝑥 = 𝐽𝑥𝐷 + 𝐽𝑥𝐸 = 𝑚𝑙2 + 𝑚𝑙2 = 2𝑚𝑙2 

𝐽𝑦𝑥 = 𝐽𝑦𝑥𝐷 + 𝐽𝑦𝑥𝐸 = 𝑚𝑙 (−
𝑙

2
) + 𝑚(−𝑙) (

𝑙

2
) = −𝑚𝑙2  

𝐽𝑧𝑥 = 𝐽𝑧𝑥𝐷 + 𝐽𝑧𝑥𝐸 = 𝑚 ∙ 0 ∙ (−
𝑙

2
) + 𝑚 ∙ 0 ∙ (

𝑙

2
) = 0  

Assim: 𝐻⃗⃗⃗𝐶 = 2𝑚𝑙2𝜔𝑖 + 𝑚𝑙2𝜔𝑗 ⇒ 𝐻̇⃗⃗⃗𝐶 = 2𝑚𝑙2𝜔̇𝑖 + 2𝑚𝑙2𝜔𝑖̇ + 𝑚𝑙2𝜔̇𝑗 + 𝑚𝑙2𝜔𝑗̇ = 0⃗⃗ +

2𝑚𝑙2𝜔(𝜔⃗⃗⃗ ∧ 𝑖) + 0⃗⃗ + 𝑚𝑙2𝜔(𝜔⃗⃗⃗ ∧ 𝑗) = 𝑚𝑙2𝜔2𝑘⃗⃗ 

Portanto: 

𝐻̇⃗⃗⃗𝐶 = 𝑚𝑙2𝜔2𝑘⃗⃗ = 0⃗⃗ + 𝑀⃗⃗⃗𝐶
𝑒𝑥𝑡 = 

= 0⃗⃗ + (𝐴 − 𝐶) ∧ (𝑌𝐴𝑗 + 𝑍𝐴𝑘⃗⃗) + (𝐵 − 𝐶) ∧ (𝑌𝐵𝑗 + 𝑍𝐵 𝑘⃗⃗) = 

= (−
3𝑙

2
𝑖) ∧ (𝑌𝐴𝑗 + 𝑍𝐴𝑘⃗⃗) + (

3𝑙

2
𝑖) ∧ (𝑌𝐵𝑗 + 𝑍𝐵 𝑘⃗⃗) =  
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=
3𝑙

2
(𝑍𝐴 − 𝑍𝐵)𝑗 −

3𝑙

2
(𝑌𝐴 − 𝑌𝐵)𝑘⃗⃗ ⇒ {

𝑌𝐵 − 𝑌𝐴 =
2𝑚𝑙𝜔2

3
    (3)

𝑍𝐴 = 𝑍𝐵                    (4)
  

De (1) e (3): 𝒀𝑨 = −𝒀𝑩 = −
𝒎𝝎𝟐𝑳

𝟑
 

De (2) e (4): 𝒁𝑨 = 𝒁𝑩 = 𝟎 

 

Da mesma forma anterior, usando um sistema de coordenadas (C, X, Y, Z) fixo, vemos que 

existem forças de desbalanceamento de módulo 𝑚𝜔2𝐿 girantes opostas nos mancais A e B, 

respectivamente, gerando componentes verticais e horizontais alternadas opostas. É o caso de 

desbalanceamento dinâmico. 
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Exemplo 5.9: As duas barras homogêneas, de peso mg e comprimento b, movem-se num plano 

vertical. Na extremidade B da barra AB, há um pequeno motor 

elétrico que aplica um momento (binário) M constante na 

extremidade B da barra BO, fazendo esta girar em torno de O no 

sentido horário. As barras partem do repouso, da posição 

indicada na figura. Determine a velocidade do ponto A no 

instante em que ele coincide com o ponto O. 

Dados: 

 

𝐽𝐺 =
𝑀𝑙2

3
  

 

Resolução: 

 

 

Trabalho: 

 

Barra AB:  

𝜏1 = 𝜏𝐹𝐴
+ 𝜏𝐹𝐵

+ 𝜏𝑝𝑒𝑠𝑜 + 𝜏𝑀 = 

= 0 + (∫ 𝑋𝐵𝑑𝑥
𝑏 sin 𝜃0

0
+ ∫ 𝑌𝐵𝑑𝑦

𝑏

𝑏 cos 𝜃0
) + (−𝑚𝑔)∆𝑦𝐺1

+ 𝑀𝜃0  

 

Barra BO:  

𝜏2 = 𝜏𝐹𝐵
+ 𝜏𝐹𝑂

+ 𝜏𝑝𝑒𝑠𝑜 + 𝜏𝑀 = 

= (∫ (−𝑋𝐵)𝑑𝑥
𝑏 sin 𝜃0

0

+ ∫ (−𝑌𝐵)𝑑𝑦
𝑏

𝑏 cos 𝜃0

) + 0 + (−𝑚𝑔)∆𝑦𝐺2
+ 𝑀𝜃0 

Obtemos: 

𝜏 = 𝜏1 + 𝜏2 = 2𝑀𝜃0 − 𝑚𝑔𝑏(1 − cos 𝜃0) 

Variação da energia cinética (partiu do repouso): 

∆𝑇 =
1

2
𝑚𝑣𝐺1

2 +
1

2
𝐽𝐺1

𝜔1
2 +

1

2
𝑚𝑣𝐺2

2 +
1

2
𝐽𝐺2

𝜔2
2  

Temos: 𝐽𝐺1
= 𝐽𝐺2

=
𝑚𝑏2

12
  

Na posição final: 

𝑣𝐺1
= 𝑣𝐴 + 𝜔⃗⃗⃗1 ∧ (𝐺1 − 𝐴) = 𝑣𝐴𝑖 + 𝜔1𝑘⃗⃗ ∧

𝑏

2
𝑗 = (𝑣𝐴 −

𝜔1𝑏

2
) 𝑖   (A) 

𝑣𝐺2
= 𝑣𝑂 + 𝜔⃗⃗⃗2 ∧ (𝐺2 − 𝑂) = 𝜔2 𝑘⃗⃗ ∧

𝑏

2
𝑗 = −

𝜔2𝑏

2
𝑖     (B) 

Para um instante qualquer: 

𝑣𝐵 = 𝑣𝐴 + 𝜔⃗⃗⃗1 ∧ (𝐵 − 𝐴) = 𝑣𝑂 + 𝜔⃗⃗⃗2 ∧ (𝐵 − 𝑂) ⇒ 

⇒ 𝑣𝐴𝑖 + 𝜔1𝑘⃗⃗ ∧ 𝑏(sin 𝜃 𝑖 + cos 𝜃 𝑗) = 𝜔2𝑘⃗⃗ ∧ 𝑏(− sin 𝜃 𝑖 + cos 𝜃 𝑗) ⇒ 

⇒ (𝑣𝐴 − 𝜔1𝑏 cos 𝜃)𝑖 + 𝜔1𝑏 sin 𝜃 𝑗 = −𝜔2𝑏 cos 𝜃 𝑖 − 𝜔2𝑏 sin 𝜃 𝑗 ⇒ 

⇒ {
𝜔1𝑏 sin 𝜃 = −𝜔2𝑏 sin 𝜃 ⇒ 𝜔1 = −𝜔2 = 𝜔
𝑣𝐴 − 𝜔1𝑏 cos 𝜃 = −𝜔2𝑏 cos 𝜃 ⇒ 𝑣𝐴 = 2𝜔𝑏 cos 𝜃

 

Em 𝜃 = 0: 𝑣𝐴 = 2𝜔𝑏 ⇒ 𝜔 =
𝑣𝐴

2𝑏
 

Portanto, de (A) e (B): 𝑣𝐺1
=

3𝑣𝐴

4
𝑖 e  𝑣𝐺2

=
𝑣𝐴

4
𝑖  
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Assim: 

∆𝑇 =
1

2
𝑚 (

3𝑣𝐴

4
)

2

+
1

2

𝑚𝑏2

12
(

𝑣𝐴

2𝑏
)

2

+
1

2
𝑚 (

𝑣𝐴

4
)

2

+
1

2

𝑚𝑏2

12
(−

𝑣𝐴

2𝑏
)

2

=
𝑚𝑣𝐴

2

3
  

 

TEC para o sistema: ∆𝑇 =  𝜏 ⇒ 
𝑚𝑣𝐴

2

3
= 2𝑀𝜃0 − 𝑚𝑔𝑏(1 − cos 𝜃0) ⇒ 𝒗𝑨

𝟐 =
𝟑[𝟐𝑴𝜽𝟎−𝒎𝒈𝒃(𝟏−𝐜𝐨𝐬 𝜽𝟎)]

𝒎
  

 

Note-se que, necessariamente, 𝑴 ≥
𝒎𝒈𝒃(𝟏−𝐜𝐨𝐬 𝜽𝟎)

𝟐𝜽𝟎
 

 

 

 


