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DINAMICA DO SOLIDO

4. Teorema da Energia Cinética (TEC)

A energia cinética de um sistema de pontos materiais P; € a soma das energias cinéticas de cada
ponto:

T= Zi%miviz = Zi%mi(ﬁi )
Derivando em relagdo ao tempo:

T = Zi%mi(f}i T+ B By) = Timydy B = Yo Fy 0 = NP6
Para as forcas internas, ja vimos que:

Fmt Z]il Fmt

Fint = 2,;(P,—P)e

me —2;(P—P;)

Assim:
Tzleext Ui+ X Z]-'.tl l](P P) vy
Multiplicando por dt e integrando de O a t:
t t = - t -
fO Tdt = fO Zi Fiext “U; dt + fO ZLZ]ilAl](P] - Pl) " U; dt

Sendo O um ponto fixo:

d(Pl

3.dt = LD ge = q(p, — 0) = dP,

Portanto:

p(t P(t
WORMOES) ((0)) X Fert-dP+ ((0)) % Zjzihij (P — P) - dP;

A primeira integral € o trabalho das forcas externas de 0 a t, sobre seus respectivos pontos de
aplicacao.

Na dupla somatoria, sempre que aparecer o termo ﬁii}“ ~dP; = Ay (Pj - Pi) - dP;, aparecera
também o termo Fi* - dP; = —1;;(P; — P,) - dP;.
Somando os dois:
FiJt - dP + EfPt - dPy = —2,;(P; — P,) - d(P; = Py)
No caso de corpos rigidos, as distancias (Pj — PL-) entre seus pontos ndo variam, o que implica em:
(B —P)-d(P—P)=0
ou seja, no caso de corpos rigidos as forcas internas nao realizam trabalho.

Portanto, podemos afirmar que:

“A variacdo da energia cinética de um solido é igual ao trabalho realizado pelas forcas
externas”:

AT = T,y
Este é o Teorema da Energia Cinética.
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4.1 Exemplos de célculo de trabalho

a) Trabalho da forca peso

Suponhamos que o versor k represente a vertical ascendente e seja g a aceleracdo da gravidade.

Cada particula Pi esta sujeita a uma forca:
O .
m

i

|

ﬁieXt = _migE

O deslocamento elementar dP;, em termos de suas componentes, sera:
dP; = dx;T + dy,] + dz;k
O trabalho elementar da forc¢a serd o produto escalar:
dt; = Fe*t - dP, = —m;gdz;
Integrando no tempo, entre os instantes t, e t, o trabalho realizado por ﬁf’“ sera:
Aty = —myglz;(t) — z;(to)]
Estendendo a todas as particulas do sistema:
At =¥ Aty = g ¥ymylzi (o) — 2 (¢)]
Pela definicdo do centro de massa G (ou baricentro, neste caso): Y,; m;z; = mz;
Portanto:

At = t(ty,t) = mglzs(ty) — zg(t)]

o

AN

b) Trabalho de um binario

tE tx
< I®M, dp,
P
/ Pyt
g . = i
7 /s ¢
Pi(ty) i) F=M,/(2r)
-l | >N ] | e

N
.
N
N
N

N
N
NN
AN
\ti\:
N

N
N

No caso da figura, o binario M, pode ser substituido por 2rFk, onde F = |1Wb|/(2r) € o modulo
do par de forcas opostas F, agindo no mesmo disco como mostrado. O trabalho do binario sera o
trabalho das forcas F:
dt, = F|dP;| + F|dP;| = 2Frd6 = M,d6
Mas df = wdt; portanto:
dTb = Mba)dt
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Assim:

t 6(t)
Tb(to, t) = fto Mb(l)dt = f@(to) Mbdg

No caso geral:

t—
T (Lo, t) = fto M) - wdt

AN

o

c) Trabalho de forca elastica

ml.
-
A forca eléstica que a mola exerce sobre o ponto P; é:
F; = —Kx

Para um deslocamento dx do ponto, essa forca realiza o trabalho:
dt = Fidx = —Kxdx

Entre duas posicdes x, e x, o trabalho realizado sera:
K(xg-?)

7(x0,x) = f;; —Kxdx = t(xg,x) = .

AN

d) Trabalho das forcgas de contato em rolamento puro (sem escorregar)

o

N&o havendo escorregamento, no instante em que a forca de reacdo do solo F € aplicada no ponto
C, a velocidade deste € nula; portanto:
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4.2 Célculo da energia cinética de um solido

Seja w o vetor rotacdo de um solido, ¥; a velocidade de um de seus pontos P; e v a velocidade do
seu centro de massa G num instante qualquer. Sendo m; a massa de P;, a energia cinética total do
solido é:

1 2
T = X5 M

Usando o centro de massa G do sistema, temos:
T, =176+ 0
Derivando em relacdo ao tempo:
v = Vg + fy
Portanto: v? = v2 + 29, - p; + p?
Assim:
T = %mvcz; + T - X mip; +%Zi m;pf
Mas: ¥;m;p; = ¥im; (8 — ¥6) = Xymyd; — mig
Como Y; m;¥; = mvyg, este termo é nulo, e ficamos com:

1 2.1 y)
T = > MG +§Z m; p;
l

Como estamos tratando de um sélido, a distancia de qualquer de seus pontos ao centro de massa é
sempre a mesma, ou seja:

pi| = cte
Portanto:

Pi _w f_)l Pi W A p; wl[p;l SN U; w=a;
com d; = distancia do ponto P; a reta que contém G e é paralela a w.

Assim sendo, temos:
1 22 1 292 _1 2
SLimpi = SN mwt di = 2w g,
com J;,, = momento de inércia do sélido em relacdo ao eixo paralelo a w que passa por G.
Finalmente, a energia cinética total de um solido sera:
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1 2 1 2
T = Emva +E]wa

Como ja vimos, o movimento qualquer de um sélido pode ser considerado como a superposi¢do
de um movimento de translagcdo com outro de rotacdo. Esta expressao da energia cinética ressalta

. - . 1 - ~ 1
iSs0: a primeira parcela (5 muw?) refere-se ao movimento de translagéo, e a segunda (5 Jeww?) a0
de rotacdo.

NOTA: Se ao invés de usar o centro de massa G, tivéssemos usado um ponto A qualquer do
solido, a expressdo da energia cinética seria:

1 - — 1
T = Emvﬁ +mb, DA G —A) + 5] a0
com J,,, = momento de inércia do sélido em relacéo ao eixo paralelo a & que passa por A.
No caso em que o ponto A tenha velocidade nula:

1 2
T = E]Aww
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Exemplo 4.1: A barra AB, homogénea de comprimento 2¢ e massa M, tem a extremidade A
apoiada no plano horizontal e a extremidade B presa pelo fio BC, formando um angulo a, = 30°
com a horizontal. O atrito entre a barra e o plano é desprezivel. Se o fio BC é cortado, calcule:

a) a velocidade e a aceleracdo angulares da barra em uma
posicdo genérica;

b) a velocidade angular da barra quando esté prestes a se
chocar com o plano horizontal.

Dados:

v

(

I 0 ]
|
|

| ¢

M l 2 S A S A
Je = 3
Resolucéo:
a) Isolemos a barra em uma posicao genérica, apos o corte do fio:
Relacionemos v; com w; por Poisson:
> V] = v+ wk Al(cosal+sinaj) =
= (vy —wlsina)l+ wlcosaj =
= v; = wlcosa

Apliquemos o TEC:
AT = 7ext
A variacdo de energia cinética sera:
T(0) = %Mvéo + %]ng = 0 (repouso)
T(¢) = %Mvcz; + %]Gwz
AT =T(t) = T(0) = %Mvé + %]Gwz =

1 MI? w? = MI2w?(3cos? a+1)
2 3 - 6

1
= EM(‘)ZIZ cos?a +

Quanto as forcas externas que realizam trabalho, temos apenas o peso, pois Y, € vertical e o ponto
A move-se apenas na horizontal. O trabalho realizado pela forca peso sera:

Mgly;(0) — ys(t)] = Mg[lsin30° — Isina] = w

Finalmente, a expressdo do TEC fica:
MI2w?(3 cos? a+1)
6

__6g(1-2sina)
- 1(3cos? a+1)

= Mgl(1 —2sina) = w?

Esta expressao € valida para qualquer valor de a; assim, podemos derivar, lembrando que ¢ = w:

d [6g(1—2 sin a)] . 3g [3sinacos a(1-2 sina)—cos a(3 cos? a+1)

20w = —
dt L1(3 cosZ a+1) l (3 cos? a+ 1)2

b) prestes a se chocar com o plano horizontal - a = 0.

3
Portanto: w? = 2—“1’
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Exemplo 4.2: No sistema indicado na figura, o disco de centro O possui raio r e massa m. O bloco
possui massa 4m. O atrito em todos 0s contatos é desprezado. Sabemos que no instante t = 0 a

A o, Velocidade angular do disco € w, no sentido
indicado. Determine apds quanto tempo a
velocidade angular se anula, usando o
Teorema da Energia Cinética.

Dado:
MR?
2

J. =

Resolucéo:
Isolando o bloco e o disco:
F
Bloco:
T =15 + Tpeso =
= f:o Fds + 4mg(s, — s) sin 30° = f:o Fds — 2mgs
1
AT = E4m(v,230 —v2)
. (S — 2 2
TEC: [, Fdss — 2mgs = 2m(v3, —v3) = ¥
= fSO Fds = 2mgs + 2m(v3, — v3) (1 A Yj
Disco: F
et = [ (~F)rde
1 ° mr? 0
AT =~ Js(0? — 0§) = —— (0* — »})
2 4 m
2
TEC: f;: Frdf = — " (w? — w}) ()
Como o fio é inextensivel, temos:
s=r0=>ds=rdf e $=1r0 =rw
Assim, re-escrevendo (I):
fei Frd6 = 2mgr0 + 2mr?(w? — wj)
Substituindo em (11):
2
2mgro + 2mr?(w? — w§) = —%(wz —wj) =06 = Z—;(w(z) - »?)
Derivando em relac&o ao tempo: 6 = —Z—;wa)
Com 6 = w, obtemos: @ = ~Y s = Wy — 2
or or

Para w = 0, temos:
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