Topico 5 — Relacao constitutiva entre Tensao e
Deformacdo no Regime Elastico
2020

o FUNDAMENTOS DE MECANICA DO
CONTINUO APLICADA A SOLIDOS




“—’—\
INTRODUCAO X

"
-

As solucoes dos problemas de mecanicas dos solidos devem satisfazer
simultaneamente (tempo e posicao) tres condicoes:

- equacoes de equilibrio (ou de movimento)

- condicoes geométricas (ou compatibilidade entre deslocamentos e
deformacoes)

- leis constitutivas de materiais (ou relacoes entre tensao e
deformacao)

Condicoes iniciais e de contorno nos esforcos e nos deslocamentos
estao embutidas nos dois primeiros itens
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Condicoes estaticas (ou dinamicas)

0, — campo de tensoes
pb. — forcas de campo

t. — forcas de superficie

Equacoes de equilibrio para uma analise estatica:

nos pontos da superficie nos pontos internos

(tres equacoes de equilibrio)
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Condicoes geométricas (ou compatibilidade)
g; — campo de deformagoes
u, — campo de deslocamentos

Condicoes de compatibilidade entre deslocamentos e
deformacoes:
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Tomando-se os deslocamentos como variaveis:

v tem-se 9 variaveis
- 6 componentes de tensoes (0})

- 3 componentes de deslocamentos (u,)

v 3 equacbes de equilibrio

As 6 equacoes adicionais sao dadas pelas leis constitutivas ou relacoes
entre tensao e deformacao do material

Condicoes estaticas (ou dinamicas) e geométricas (ou
de compatibilidade) sao sempre validas
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Os diversos comportamentos de materiais sao descritos pelas leis suas
constitutivas (relagoes entre o e &,)

Forgas de campo e
de superficies
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Exemplo de barra submetida a tragao (relagoes entre o; e &)

Barra prismatica de secao constante A e comprimento L
Considere que uma forca P provoca deformacao, sendo
que para caracterizar essa deformacao, inicialmente faz-
se uma hipotese sobre o campo de deslocamentos
(hipotese cinematica).

Uma hipoétese cinematica adequada é que os deslocamentos sofridos sao tais que o eixo
longitudinal da barra permaneca reto e as secoes transversais, inicialmente planas e
ortogonais ao eixo longitudinal, continuem planas e ortogonais ao eixo longitudinal.

OBS: A hipotese adotada € comprovada experimentalmente, porém em regioes
proximas as vinculacoes e aplicacao de cargas, ocorrem distorcoes da secao

transversal (Principio de Saint Venant)
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Exemplo de barra submetida a tragao (relagoes entre o; e &)

Com a hipétese cinematica assumida, a barra pode sofre um
alongamento se tracionada e um encurtamento se comprimida. E natural
pensar que a deformacao ira produzir efeitos na direcao transversal a
direcao de aplicacao da carga.

A hipotese cinematica adotada nao

considerou a resposta do material!!!

Um vetor d do deslocamento de um ponto da barra, tem as
suas componentes u e v em relacao a direcao x e y

respectivamente.
o d(x,y) =u(x)e, +v(y)e,
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Exemplo de barra submetida a tragao (relagoes entre G, e &)

Considerando apenas o alongamento longitudinal

u
dx
dx+Adx
u+du/dx(dx)
dv Ady
De maneira analoga para a deformacao transversal jruliarmmiat

dy dy
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Exemplo de barra submetida a tragao (relagoes entre G, e &)

Analisando o efeito do carregamento externo em termos de esforcos internos, tem-se
que em qualquer secao obtida por um corte ortogonal ao eixo longitudinal (caso da
viga), havera um esforc¢o normal (N) igual a forca aplicada.

O esforco normal é definido por:
A

Para o caso da barra, admite-se que as tensoes normais sao distribuidas
uniformemente na secao (coeréncia com a hipdtese cinematica adotada).

Portanto

N
O'X:—:
A
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Exemplo de barra submetida a tragao (relagoes entre G, e &)

A relacao entre tensao e deformacao deve, necessariamente, envolver parametros do
meio estudado, de modo a se estabelecer o comportamento de dado material quando o
mesmo é submetido a um carregamento (Relacoes constitutivas).

E desejavel que uma relacdo constitutiva:

*Sejam dadas por relacoes matematicas simples;
*Envolvam um nimero reduzido de parametros;

*Sejam representativas do comportamento real do material.
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Exemplo de barra submetida a tragao (relagoes entre G, e &)

Relacdo constitutiva linear elastico &

o —\\WN\— &
/]

/
. o=FE¢

Deformagao ¢

>

o
T
e
n
S
a
0

* Representa porc¢oes lineares do comportamento mecanico

* Normalmente usado para representar o comportamento mecanico até a tensao limite de
elasticidade

*O trajeto da curva no carregamento ¢ igual no descarregamento
A relagdo linear nao depende da taxa de aplica¢dao da deformagao (independente do tempo)

i
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Exemplo de barra submetida a tragao (relagoes entre G, e &)

Equilibrio de uma secao infinitesimal:

Y F=-0A+Qdx+(c+do)A=0

Qdx+docA=0
do

A
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Exemplo de barra submetida a tragao (relagoes entre o; e &)

INTRODUCAO ‘o

Considerando a lei constitutiva linear elastica:

0 =E¢

Substituindo a relacao de compatibilidade:

Para a solucao do problema basta
considerar as condicoes de fronteira:
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Exemplo de viga submetida a flexao pura (relagoes entre G, e £,)

Flexao — Mudanca da curvatura do eixo. No caso estudado serao consideradas somente
barras de eixo reto e com um plano longitudinal de simetria, sendo o carregamento
localizado nesse plano, pois, caso contrario também ocorrera torcao (Flexao + Torcao)

Flexao pura normal — Somente momento aplicada no plano de simetria.
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Exemplo de viga submetida a flexao pura (relagoes entre G, e £,)

A deformacao resultante leva ao aparecimento de tensoes normais de tracao e
compressao.
A distribuicao das tensoes é consequéncia do campo de deslocamentos assumidos

(hipotese cinematica).

Hipotese cinematica de Euler Bernoulli.

Campo de deslocamentos seja tal que as secoes transversais inicialmente planas e
ortogonais ao eixo longitudinal, permanecam plana e ortogonais ao eixo longitudinal
apos o deslocamento.
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Exemplo de viga submetida a flexao pura (relagoes entre G, e £,)

e

Segundo a hipotese cinematica adotada, o

| angulo 0 confunde-se com a primeira derivada
0 /\ da fungao y.
|
\
— P y -y
(0 /\ X,u d
Vo - v(X)
Eixo da vig
S -
P %\ v(x)=—-v,(x)—y(1—cos )
— N
— y cost u(x)=ysend

——
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Exemplo de viga submetida a flexao pura (relagoes entre G, e £,)

Para pequenos deslocamentos (cos 0=1, sen0=tan0=0)

O deslocamento vertical de um ponto qualquer da viga é funcao apenas de x e
igual ao deslocamento do eixo naquele mesmo ponto (v(x)=-v,(x)).

O deslocamento horizontal de um ponto qualquer da viga é proporcional ao
produto de sua distancia ao eixo pela derivada da funcao deslocamento vertical

(u(x)=yv’(x)).

Todo comportamento da viga fica descrito no seu plano longitudinal de simetria
(funcao somente de x e y e independente de z)

d(x,y)=u(x,y)e +v(x,y)e, +0e,
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Exemplo de viga submetida a flexao pura (relagoes entre G, e £,)

Considerando as relacoes de compatibilidade Considerando a relacao constitutiva

Considerando as relacoes de equilibrio

N=jadi=jEyv"dA=Ev"jydA=o

A I

ijo dA_jEy2 "dA = Ev'=EIv"
A
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As relacoes constitutivas de um material sao determinadas
experimentalmente através da medicao de grandezas fisicas
diretamente: tensao, deformacao, temperatura, tempo e
indiretamente: parametros internos

Os efeitos dos parametros internos na relacao entre tensao e
deformacao do material € convenientemente expresso em termos do
historico da tensao e da deformacao, ou memoria dos eventos relativos
a0 material
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Como regra o comportamento do material ¢ complicado

Realizam-se simplificacoes e idealizacoes para modelar
matematicamente (e aproximadamente) o comportamento real do
material a fim de solucionar problemas praticos

Por exemplo: despreza-se o efeito do tempo

Para um material elastico ideal o comportamento é idealizado como
reversivel e independente da forma de carregamento

Para um modelo plastico de material o comportamento é irreversivel e
dependente da forma de carregamento

Materiais Viscoelastico ou Viscoplastico sao
dependentes do tempo

June 22,
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- Independencia do tempo

- Despreza-se interferéncia entre processos mecanicos e térmicos

Valido para a maioria dos materiais estruturais
- metais

- ceramicos

- plasticos

- borrachas

June 22,
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a ELASTICO DE MATERIAL o lﬁl

Existem varios modelos constitutivos para materiais elasticos
O estudo destes materiais € importante por duas razoes:

v por si so6: descreve o comportamento de muitos materiais de
engenharia sob certos niveis de esforcos (modelo linear elastico é
usado para modelar os materiais metalicos sob tensao abaixo do
limite elastico) é a base da teoria da elasticidade

v sdo utilizados para a teoria da plasticidade (generalizacio da
teoria da elasticidade) modelos elasto-plasticos descrevem o

comportamento dos metais sob tensoes acima do limite elastico
quando acontece 0 escoamento

June 22,
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ELASTICO DE MATERIAL <

Descarga

Deformagio ¢ £ €3 €p

(a) Linear Elastico (b) Nao-linear Elastico (c) Inelastico
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DEFINICOES X

Material Elastico

June 22,

material deforma-se sob a aplicacao de esforcos

ao retirar-se os esforcos o material retorna a forma e
dimensao original, ele é dito elastico

para esses materiais o estado de tensao depende somente do
estado de deformacao e nao da taxa de deformacao ou do
historico de deformacoes _

5 Oy = f (gkl)

f é a funcao resposta elastica do material
reversivel e independente do forma de carregamento
com esta definicao é dito Material Elastico de Cauchy
este material pode gerar ou consumir energia sob ciclos
especificos de carga e descarga = viola a termodina
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Material Hiperelastico ou Material Elastico de Green
" restricoes sob o material elastico de Cauchy

" existencia da funcao densidade de energia de deformacao
elastica (U)

dU | Para néo violar as leis da termodinamica
a funcao resposta elastica do material deve estar restrita

pelo conceito de energia potencial de deformacao

oud
” 0,;0¢;dV = Mpbi5uidV+j t"ou.dS J;’[/ Hav
AV

. J) ||| o0e,av = ||| sUav
AV AV

Como AV é uma regiao arbitraria, isto
é, valido para qualquer volume. Entao:

June 22,
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Material Elastico Incremental ou Hipoelastico

" O estado de tensao ¢ uma funcao do estado de deformacao
atual e da forma de carregamento (historico do estado de
tensao) seguido para
atingir o estado atual & = f(g% ol )

y

>~ mn

June 22,
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Material com Simetria de Propriedades

Material

Anisotropico = se o material nao possui Ortotrépico
simetria de propriedades \

a
Planos de __~

Ortotropico = tres planos ortogonais gy
entre si com simetria de propriedades

Plano
Isotropico

Transversalmente Isotropico = simetria RN
Material Material

rotacional de propriedades em torno de pi e " Isotropico
o Isotrépico
um eixo coordenado

Isotropico = comportamento identico em todas as direcoes,
todo plano é plano de simetria e todo eixo é eixo de simetria
rotacional
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ENTRE TENSAO E DEFORMACAO &%

Relacao elastica genérica entre tensao e deformacao

B, componentes do tensor de tensoes residuais (para €, = 0)
C;,, das constantes elasticas do material

Separag;=0= 0,;=0

ILeil de’Hookergeneralizada
(dependéncia linear entre
tensao e deformacao)

COmo ;. € £ sao tensores de 2 ordem =26 € tenSord e S 6u Eiil

June 22,
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ENTRE TENSAO E DEFORMACAO &%
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Um tensor de 4° ordem possui 3* = 81 termos independentes
(constantes elasticas)

Como G e €, sao tensores simétricos, ou seja:

O. =

J]

Cia = Gy = G = Gy

J J

= C,;, reduz para 36 constantes elasticas independente

June 22,
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ENTRE TENSAO E DEFORMACAO &%

— para um material elastico de Green: C ..., = C

(i) (kD)

(kD (W)

= C,;, possui 21 constantes elasticas independentes

June 22,
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RELACAO LINEAR ELASTICA
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ENTRE TENSAO E DEFORMACAO & ‘

E comum organizar a relacao linear elastica entre a tensao e a deformacao da
seguinte forma:

C11=C1111
C12=C1122=62211

ancky = S

6 componentes 6 componentes .21 componentes
independentes independentes independentes

Considerando —

June 22,
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ENTRE TENSAO E DEFORMACAO  #X
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Relacoes isotropicas lineares elasticas entre tensao e deformacao

Para materiais isotropicos = C,;, ¢ um tensor isotropico de

4° ordem

A, Il e ¢ sdo constantes escalares
para C,,, simetrico = @ = 0

Cijld = 25;‘,'5“ +HU é‘iké‘jl +§iI§jk

portanto

O; = /?'Jz'jé‘klgkl T U dkajl + é‘ilé‘jk Ex

o; = Zekké‘,.j +2UE;

Para materiais isotropicos = 2 valores independentes
(A e u) constantes de Lame

June 22,
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ENTRE TENSAO E DEFORMACAO &%
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Relacoes isotropicas lineares elasticas entre tensao e deformacao

O, = A€y 0, +2uc, M= 0, =(34+24)E,

O, = /iekké',.j +2UE;

Relacoes constitutivas genéricas para
material isotropico linear elastico

June 22,
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778 RELACAO LINEAR ELASTICA

S ENTRE TENSAO E DEFORMACAO w1
Compressao Tracao uniaxial: Corte puro:
hidrostatica:

k:—ll:l+gu E
& 3

k - Modulo volumétrico E - Mddulo de Young G - Moédulo de cisalhamento

v — coeficiente de Poisson

June 22,
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ENTRE TENSAO E DEFORMACAOQO

 (1+0)(1-20)

Ev E
M +v)a-2v) T 2(1+v)(

5,6,+6,6,]



RELACAO LINEAR ELASTICA

ENTRE TENSAO E DEFORMACAOQO

-

Material
Isotropico

June 22,
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E comum organizar a relacao linear elastica entre a tensao e a deformacao da
seguinte forma:

C11=C1111
C12=C1122=62211

=C

(47)(kl) (kD)(i)

6 componentes 6 componentes .21 componentes
independentes independentes independentes

June 22,
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Para um material anisotropico, ao aplicar um tensao
unidirecional, esta induz deformacao linear

&1 = S11011 €y = S12611 €33 = S13611

€y = S14(711 €3 = S15(711 €y = 516611

June 22,
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ENTRE TENSAO E DEFORMACAO X
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Materiais com simetria de propriedades

» para um plano de simetria = C,;; possui 13 constantes elasticas
independentes

C1112 — C1113 — C2212 — C2213 — C3312 — C3313 —

June 22,
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Materiais com simetria de propriedades
» para um segundo plano de simetria = terceiro plano de simetria

(simetria ortotropica) = C, possui 9 constantes elasticas

independentes C,, Cp Cp
C22 C23

C33

June 22,
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RELACAO LINEAR ELASTICA
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ENTRE TENSAO E DEFORMACAO & ‘
Materiais com simetria de propriedades

» para um segundo plano de simetria = terceiro plano de simetria
(simetria ortotropica) = C;, possui 9 constantes elasticas

independentes

Material
Ortotropico

;
Planos de ./
Simetria

June 22,
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RELACAO LINEAR ELASTICA
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ENTRE TENSAO E DEFORMACAO 4 ‘
Materiais com simetria de propriedades

» para um segundo plano de simetria = terceiro plano de simetria
(simetria ortotropica) = C;, possui 9 constantes elasticas
independentes

_ _ 2 2 2
El — ( C11C22C33 + 2C'23C’12C13 C11C23 C22C13 C33C12

— 2
EZ _ ( C11C22C33 + 2C’.'23C12Cl?) — C11C23
E

— 2
37 ( C11C22C33 + 2C23ClZC13 - C11C23 ) /( C11C
—C

2

— 2
33 _C13C23) / ( C11C33 _C13) U, = ( 2C33

13C23)/(C C33 C23)
L =(€560, —€uCs ) 1 €10 — €y ] V1 =(€50C15 — ClaCas ) /| €50Cas — €5

1322 1223 11+22 12 13 — 22+13 12-23 22-33 23
2

— 2 —
U3 = ( C1Cy3 — C12C13) / ( C1C33 — C13) Uy, = ( €103 _C12C13) / ( C1Cyp — C12) '

Hyy =Cyy  Hi3=Cs5 MU, =C

June 22,
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ENTRE TENSAO E DEFORMACAO & ‘
Materiais com simetria de propriedades

» para material transversalmente isotrépico = C,;; Possui 5 constantes

elasticas independentes

. Plano

Isotropico
Material P

Transversalmente
Isotropico

June 22,
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ENTRE TENSAO E DEFORMACAO &%
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Materiais com simetria de propriedades
> para material transversalmente isotropico = C,;; Possui 5 constantes

elasticas independentes
- 123 )

33— C
2 2 2
— 0 ) ( TR ST )

) 2, 2 2
E p ( C11Cq3 + 2C13C12 2C11C13 C33C12) / ( €
2
Ci /

(2 2
Et = ( C11Cy3 + 2C13C12 - 2C11

— 2 2 _ 2 2
vp - ( SPLE _C13) /(C11C33 _C13) vtp — ( Ci3C1 _C12C13) /(011 _C12)

u,=E, /2(1+v,| u =E,/2(1+v,)

June 22, a7
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RELACAO LINEAR ELASTICA |
ENTRE TENSAO E DEFORMACAO &%

Materiais com simetria de propriedades

>

>

>

>

= C;, possui 2 constantes elasticas independentes

June 22,

para um plano de simetria = C,;, possui 13 constantes elasticas

independentes
para um segundo plano de simetria —> terceiro plano de simetria

simetria ortotropica) = C.., possui 9 constantes elasticas
P iiki P

independentes
para material transversalmente isotropico —> C,,; possui 5 constantes

elasticas independentes
para simetria cabica = C;;, possui 3 constantes elasticas

independentes
para material isotropico (independente da direcao) —
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Num paralelepipedo de aco extraido (isotropico) de um solido as tensoes atuantes
nas faces do paralelepipedo sao: o,,= 85 MPa, ¢,,= 60 MPa e ¢,,= 85 MPa.

Considere E=210 GPa e v=0.3.

- |'L-‘-'—-_
,,,: 1 ﬂl,i'nm 150mm
] III“"'. |IIII G::

—
III

150mm

Determine as dimensoes finais do paralelepipedo e os angulos entre as faces

June 22,



EXERCICIO 2 |

Para um dado material isotropico linear, o tensor de tensées num dado ponto P é
0 seguinte:

Considere E=30000 ksi e ©v=0.3.

Determine:

(a)O tensor de desviador de deformacoes infinitesimais
(b)A densidade de energia de deformacao U acumulada
(c)As direcoes principais para a deformacao e para a tensao

June 22,



EXERCICIO 3 |

Para um dado material ortotropico linear, o tensor de tensoes num dado ponto P é o
seguinte:
800 —100 50

o=[—100 80 120 |psi
50 120  —200

Considere: E =2.18x10° psi, E /E =0.064, E /E =0.109 , v, =0.18, v ,=0.12, v, =0.13,
G, /E,=0.041, G /E =0.017, G, /E =0.057 .

Determine:

(a)O tensor de deformacoes infinitesimais

(b)A densidade de energia de deformacao U acumulada
(c)As direcoes principais para a deformacao e para a tensao

June 22,
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Demonstre que para um material ortotropico linear, se os eixos das tensoes
principais sao perpendiculares aos planos de simetria do material, entao, os eixos
principais de deformacao coincidem com os de tensao.

June 22,
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