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A Regra da Cadeia para uma funcao de unica variavel nos forn cg
uma regra para derivar uma funcao composta: Se y=f(x) e .x=qg(t), l

onde ' é g sao funcbes diferenciaveis, entdo y € uma fungao
indiretamente diferenciavel de't,

dy dy dx

dt  dx d_r

Para as funcdes de mais de uma variavel, a regra da Cadeia tem
muitas versdes, cada uma delas fornecendo uma regra.de
diferenciacéo de uma funcao composta.



REGRA DA CADEIA I T

A primeira versao (Teorema 2), considerando z = f(x, y) e cada °
uma das variaveis x e y €, por sua vez, uma funcéo de duas I
variaveis t. Isso significa que z e indiretamente uma funcao de t,

z. = f(g(t), h(t)). A Regra da Cadeia darda uma formula para
diferenciar z como uma funcao de t, presumindo que f é
diferenciavel,

|Z| A Regra da Cadeia (Case 1) Suponha que z = f (x, y) seéja uma fun¢io diferencidvel
de x e y, onde x = git) e y = h(r) sdo fungdes diferencidveis de r. Entio z é uma fun-
¢ao diferencidvel der e

df dx af dy
T e— — + — —
ix  dt dy dt
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Como frequentemente escrevemos dz/dx no lugar de oflox,
podemos reescrever a Regra da Cadelia na forma

dz 0z dx

dt dx dr dy dt
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Sera considerado agora a situacdo onde z = f(x, y), mas x e y sao -
funcdes: de outras duas variaveis s et: x =g(s, t), y = h(s, t). Entao z e l

N - : : ] .
indiretamente uma funcdo de s e t e desejamos determinar — e

as
0z

20z . .
7 Para calcular FM mantemos fixo o s e calculamos a derivada

ordinaria de z em relacao at. Portanto, obtém-se:

)z oOx 0z «
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E A Regra da Cadeia (Caso 2] Suponha que z = fix, v) seja uma fun¢lo diferencidvel l "
de x ey, onde x = gls, 1) e y = his, t) 580 fungdes diferencidveis des e 1.

Entao
oz az

s

Para o caso 2, a Regra da Cadeia contém 3 tipos de variaveis: s e
t sado variaveis independentes, X e y sao as Vvariaveis
intermediarias e z é a variavel dependente.
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Para a Regra da Cadela considerando o caso anterior, observa-se
um.termo para cada variavel intermediaria. Esta representac;ao
relaciona-se como Diagrama de Arvore.
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Consideremos agora a situacao mais geral, na qual a
variavel dependente u € uma funcao de n variaveis
intermediarias x,, ..., x,,, cada uma das quais, por seu
turno, e funcédo de m variaveis independentes £,,..., f..
Observe que existem termos, um para cada variavel

intermediaria. A demonstracao € semelhante a do Caso 1.

[4] ARegradaCadeia (Versdo Geral) Suponha que u seja uma fungdo diferencidvel de
n varidveis xy, xz, . . ., x, @ cada x; é uma funcio diferencidvel de m varidveis
ti.f2, ...t Entdo w € uma funcBo de .12, . .. . tm @

il i ax au dx, an dx,

= + 4 - 4 -
af; dxy o dxa ot dx, df;
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Considerando um outro tipo de caso em que X = X(u, v), y = y(u V) € zI
z(u, v) com derivadas parciais de 12 ordem no ponto (u, v), e se f(xT
y, z) for diferenciavel no ponto (x, y, z) = (x(u, v), y(u, v), z(u,v)), entao w

= f(x(u,.v), y(u, v), z(u,v)) tera derivadas de 12 ordem no ponto (u,v) de-
acordo com seguinte esquema,
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A Regra da Cadeia pode fornecer uma descricao mais completa-do - T \
processo de diferenciacao implicita. Supomos que uma equacao d%a l
F(x,.y) = 0 define y implicitamente como uma funcao diferenciavel-de -
X, i1sto e, y = f(x), onde F(x, f(x)) = 0 para todo x no dominio de f. Se -
F é diferenciavel, pode-se aplicar o Caso 1 da Regra da Cadeia para
diferenciar ambos os lados da equacao F(x, y) =0 com relagcao a x.
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TEOREMA DA FUNCAO IMPLICITA

Este Teorema foi comprovado no Calculo Avancado e pOS%IbHIII I
condicOes sob as quais essa suposicao € valida. O teorema afirma que se -

Fé definida em um bola aberta contendo (Xo, Yo), onde F (Xo, Yo) = 0, Fy (Xo, *

yoy # 0'e Fx e Fy séo fun¢des continuas nessa bola, entdo a equacao F (X,

y) = 0 define como uma funcéo de x perto do ponto (Xo, Yo) € a derlvada
dessafuncao é dada pela equacao anterior. .
Analogamente, se F é diferenciavel, pode-se aplicar o Caso 1 da Regra da
Cadeia para diferenciar ambos os lados da equacao F(x, y) = 0 com
relacao ay. Obtéem-se a seguinte equacéo,




DEFINICAO DO DETERMINANTE JACOBIANGNJI) rj

O jacobiano da transformacao T dada por I I I

x=X(u,v) e y=Y(u,v),

ax. ¥) ax & ax ay axay
— t=|H } —_—— — = —
MNu,v) |% & du dv  dv du

J(u. v) =
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DETERMINANTE JACOBIANO (J) «

Exemplo para calcular o determinante Jacobiano

No sistema de coordenadas polares, temos

x=X(r.#)=rcost! e y=Y(r.8)=rsend.

O jacobiano da transformacao é

ax  ax
: = cos# —rsend 5 4
Jr.d)=|gt F|= | =rcos*0+rsen“d=r
oY 9¥|=lsend rcosd




