Matematica III (CCMO0213) - Lista III de
exercicios - Festival de autovalores e

autovetores!

Monitor: Victor van Driel

7 de novembro de 2021

Ola a todos. Esta é uma lista que pode ser vista como complementar ou de
suporte da lista I, dado que é sobre um aspecto de transformacdes lineares que
parece diminuto, mas na realidade é um dos principais conceitos que permeia

grande parte das aplicacdes de Algebra Linear.



Como o tema da lista é essencialmente tnico, a lista est4 dividida em ape-
nas duas secdes: uma composta por exercicios fundamentais, e outra de com-
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plementares ("A se¢do ‘Para pensar um pouco (mas s6 um pouco)... vive!!”).

Divirtam-se pelo mega festival de autovalores e autovetores!

1 Exercicios fundamentais

1. SejaT € My xn, € {1, ..., \p} 0 conjunto de seus autovalores. Prove as

seguintes relacdes:

(a) t?“(T) =M+t +...+ A\,
(b) det(T) = Aho N,

Dica: lembre-se que o polinémio caracteristico de 7' é, afinal, um polin6-
mio... Além disso, p(0) = det(T'). Note como a partir da propriedade em
(b) conclui-se que uma matriz é inversivel se, e somente se, todos os seus

autovalores sao nao-nulos.

2. Seja V.= Msyus, G : V — V definida por G(A) = A", VA € V.

Determine os autovalores e autovetores correspondentes de G.
3. Julgue as seguintes afirmag¢des como verdadeiras ou falsas:

(a) SejaT : R? — R?dada por T'(z) = (221 + 329 + 23, 311 + T2, T1 +

5z3). Entdo ndo existe base de R? formada por autovetores de T.

(b) Seja S : R* — R? dada por S(z) = (221 + x2, —x1 + 429, 273).

Entio nio existe base de R? formada por autovetores de S.

(c) Seja A uma matriz que admite inversa. Se v é um autovetor de A
associado a )\, entdo é um autovetor de A~! A% e A2 associado

respectivamente a AL A2 e N2,

(d) Se A é um autovalor da matriz M, x é o autovetor correspondente
e v um escalar, entdo um autovalor de M — [ é A — vy, ex é o

autovetor correspondente.



(e) Sejam A, B € M,,«,, o autovalor de A e ( autovalor de B. Entao
« + [ é autovalor de A + B.

4. Mostre que se A, B € M, tém os mesmos autovalores Ay, ..., \,, com

0s mesmos autovetores associados vy, ..., v, entdao A = B.

5. Suponha que temos a disposi¢do um polindmio caracteristico de uma
matriz A, dado por: p(A) = (A — 29)(\ — 41)%(X — 91)3. A partir disso,

decida se 3A~!, e determine o tamanho de A.

2 Exercicios complementares

1. Demonstre que os autovalores de uma transformacao linear hermitiana
sdo reais. Além disso, prove que autovetores associados a diferentes au-

tovalores dessa transformacdo hermitiana sdo ortogonais.

2. SejaV = {f 1 [-LI] CR = C| f(L) = [(~L)e f{(1) = f(~D)} e
L:V — V dado por L[f] = j—;:(x)

Chamamos as funcdes y que satisfazem a equacdo Ly = Ay de auto-
funcgoes do operador diferencial £. Note que se trata de uma equacio
diferencial, mas que pode ser vista como uma equacgio de autovalores e
autovetores.

Determine os autovalores e as autofuncdes correspondentes de L.

3. Considere a transformacio R de rotacdo no plano, definida na Lista 2.
Responda primeiro intuitivamente, sem contas: essa transformacao li-
near possui autovalores reais? Caso contrario, considere a extensao da
transformacao linear R no plano dos complexos, e encontre os autovalo-

res e autovetores de R. Vocé consegue explicar intuitivamente o resultado
obtido?

4. Vocé esti na barraquinha de algodao-doce do festival de autovalores e

autovetores, quando se depara com 2 grandiosas figuras da historia da
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Matematica e da Fisica: Arthur Cayley e William Rowan Hamilton. De-
pois de cumprimenta-los com tamanha cordialidade e oferecer um pe-
queno pedaco de seu algodio-doce, os dois cavalheiros compartilham
com vocé um curiosissimo teorema:

Seja M € M,,».,(C). Considere agora a sua equacéo secular, ou polino-

mio caracteristico, dado por
(N =ax AV +ay ANV + 4y =0 (1)

O curioso, é que a matriz M satisfaz a sua prorpia equacio caracteristica,
isto é, adaptando o polinémio caracteristico para um “polindmio matri-

cial”, é verdade que:
p]w(M) :CLNMN—I-GN_lMNil—I—...-I—a()]:O (2)

Note que os coeficientes sio 0s mesmos.

Cayley e Hamilton, muito atarefados (e espertos), se dirigem as outras
atracdes do festival, sem provar esse teorema para vocé. Vocé, em um
periodo de descontragdo, também nio se preocupa em demonstra-lo,
mas esta quebrando a cabeca em um exercicio chato de inverter uma
enorme matriz. Supondo que M admita inversa, mostre que o Teorema
de Hamilton-Cayley nos permite encontrar a inversa de M em fungio

de poténcias de M.
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