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Notas sobre Método das Aproximacgoes Sucessivas

1 O Basico

Suponha que f : [a,b] — R é suficientemente regular e que a equacao

flz) =0 (1)

tenha uma unica solugao, chame essa solucao de &.
Em termos bem informais o método de aproximacoes sucessivas para
encontrar uma aproximagcao de £ consiste em:

(i) Achar uma funcdo continua ¢ : I — R cujo dominio é um
intervalo fechado da reta e tal que a equacao

p(r) = (2)

seja equivalente a equagao (1) (i.e. as duas equagdes tém as
mesmas solugoes).

(ii) Escolher um conveniente ponto z¢ € I para que:

(a) Para todon € N, se x,, € I, entao x, 1 = @(x,) € [

(b) A sequéncia (z,) seja convergente.

Se o ponto x( satisfaz a condigao (ii)-(a) supracitada, diz—se que a 6rbita
de xq por ¢ € infinita.

E desnecessério preocupar-se com a questio para onde (z,,) converge, se
esta sequéncia convergir serd para o ponto desejado!

Fato 1 Suponha que I C R € um intervalo fechado, ¢ : I — R € continua
e que orbita de xog € I por ¢ € infinita. Entdo se (x,) converge para T
tem—se que T € I e T resolve (2).

Demonstragao: Como [ é fechado e T é o limite de uma sequéncia em I,
claro que ¥ € 1.
Da continuidade de ¢ segue-se que ¢(z,) "—3 p(T).

Por outro lado, ¢(zy,) = Tp+1 [ty
Da unicidade do limite de sequéncias segue-se de pronto a tese. |



Assim, se vale (ii)-(b), (zy,) converge para um ponto fixo! de ¢, mas como
(1) e (2) sado equivalentes e £ é tnica solu¢ao da primeira equagao, resulta
que x, — &.

Uma funcao ¢ :— R para a qual as equagdes (1) e (2) sdo equivalentes
serd denominada fun¢do de iteragdo de f.

Exemplo 1 DETERMINAR AS RA{ZES DE p(z) = 2° + x — 18.

@

(1)

Localizagao e Isolamento:

Como p tem grau fmpar e é estritamente crescente (p/(z) = 5z*+1 > 0
para todo x), este polinémio tem uma tnica raiz real. Seja £ essa raiz.

Uma vez que p(1) = —16 e p(2) = 16 tem-se & € [1,2].

Aproximacgoes de £ - Método das aproximacoes sucessivas:

Neste ponto vai-se apenas determinar algumas funcoes candidatas
a serem usadas no método das aproximagoes sucessivas e fazem—se
alguns célculos preliminares para observar o comportamento desse
método.

A parte formal da prova da convergéncia (passo essencial para jus-
tificar o uso do método) serd analisada depois.

(a) Tentativa 1: ¢y(z) = 18 — 2%, xg = 2.
Embora as equagoes p(x) = 0 e ¢1(x) = z sejam equivalentes
(i.e. 1 é uma funcao de iteracao de f) e a dérbita de todo ponto
ser infinita por ¢, a sequéncia gerada por essa fun¢ao a partir
de xg = 2 é x1 = ¢1(2) = —14, 29 = ¢1(—14) = 537842, ...
nao é dificil provar que (|z,|) é estritamente crescente e nao é
limitada.

Exercicio 1 Mostre que se xg # & entao a sequéncia Tpy1 =
©1(xpn) nao converge.

(b) Tentativa 2: @o(z) = V18 — z, zp = 2.
E simples ver que s é funcao de iteragao de f e, como py define-
se em toda a reta, as Orbitas desta fungéo sao infinitas. Nesse
ponto nao ha problemas para aplicar o método das aproximacoes
sucessivas com a.

O calculo dos primeiros termos da sequéncia z,+1 = 2(zy), a
partir de zg = 2, fornece z1 = 1.741101127, xo = 1.746699621 e

!Diz-se que 7 é um ponto fixo de uma funcdo g se, por definicio, g(7) = 7.



x3 = 1.746579315 o que talvez leve a suspeitar ter-se obtido uma
sequéncia convergente, mas neste ponto, apenas isto, nao esta de
fato provada a convergéncia, isto serd analisado mais adiante. . .

Exercicio 2 Calcule ph(z).

—Z

Tentativa 3: @3 = 18—4, T = 2.

E imediato ver que p3(z) = x é fungao de iteragao de f, mas aqui
h& a questao de @3 na estar definida em R, esta funcao define-se
em R\ {0}, o que coloca a questao da 6rbita de xy ser ou nao
infinita. B claro que, por exemplo, a érbita de 18 nao € infinita,
pois ©3(18) = 0.

Exercicio 3 Mostre que A = {x € R : 3k € N, pk(x) = 0} € o
congunto dos pontos cuja orbita por ps ndo € infinita.

O ponto sugerido, £y = 2 nao é um ponto de A (porque?) e a
sequéncia x,11 = p3(x;,) fica bem definida.

Exercicio 4 Calcule x1, 2, x3 € x4 da sequéncia supramenci-
onada.
Prove que essa sequéncia ndo converge.

Tentativa 4: @4(z) = xo = L.5.

18
x4+17
Exercicio 5 i. Mostre que w4 € funcdo de iteracdo de f.
ii. Mostre que as orbitas de todos os pontos de R pela funbgao
w4 sdo infinitas.
i1i. Considere xo = 1.5 e a sequéncia xp+1 = pa(xy). Calcule
xr para 1 < k < 5 e discuta a questao da convergéncia da
sequéncia ().

Tentativa 5: 5(z) = 45’;541118, xo = 2.

Exercicio 6 i. Mostre que 5 € funcao de iteracdo de f.

11. Mostre que as orbitas de todos os pontos de R pela funbg¢do
Y5 Sao infinitas.

iii. Considere xog = 2 e a sequéncia Tn+1 = @5(zy). Calcule
xr para 1 < k <5 e discuta a questao da convergéncia da
sequéncia ().

. Calcule @§(§).



2 Contracoes

Definicao 1 Uma contragdo em A C R € uma funcio ¢ : A — R tal que,
existe k € [0, 1] tal que
[p(z) — p(y)| < klz —y|, V(z,y) € Ax A
Nesta situacao diz—se que ¢ € uma contracdo de constante k (ou que k é
uma constante de contragcdo de ¢ ).

Claro que toda contracao é uniformemente continua. O exercicio a seguir
apresenta uma maneira bastante simples de verificar se uma funcao é uma
contragao.

Exercicio 7 Se J é um intervalo de R, ¢ : J — R é derivdvel e existe
k € [0,1] tal que |¢'(z)| < k, para todo x € J, entdo ¢ € uma contragio de
constante k.

A seguir mostra-se um exemplo de contracdo que nao possui ponto fixo.

1

T

Exercicio 8 Considere ¢ : [17, +oo[— R, ¢(z) =
Mostre que ¢ é uma contragao sem pontos fizos.

Contracoes podem nao ter pontos fixos, mas se os tiverem, ndo serd um
grande nuimero.

Fato 2 Se ¢ : A — R € uma contragdo entdo f tem no mdxrimo um ponto

fizo.

Demonstragao: Seja k a constante de contracao de ¢, entdo 0 < k < 1.
Suponha que z; e z2 sao pontos fixos de . Entao

|21 — xa| = (1) — p(2)| < Kl — wal.

Entao (1 — k)|z1 — 22| <0, mas 1 — k > 0 e portanto (1 — k)|x; — 2| > 0.
Assim, (1 — k)|z; —x2| =0 e, como 1 — k > 0, segue-se x1 = x3. |

Agora um resultado sobre contragoes e o método das aproximacgoes sucessi-
vas.

Fato 3 Suponha que I é um intervalo fechado de R e o : I — R € uma
contragcao com um ponto fixo T.

Se a orbita de o € I por ¢ € infinita entdo a sequéncia Tp+1 = @(Ty)
converge.



Demonstragao: Por hipdtese, a sequéncia (z,,) estd bem definida, entao
se k é a constante de contragao de ¢, tem—se 0 < k < 1 e, para todo n > 0
tem-—se

|2 — | < KMwo — | (1)

A prova de (1) serd feita por indugao finita em n.

Para n = 0 a afirmacao é evidente.

Suponha agora, por hipétese de inducao (HI), que (}) vale para n, entao,
como T é ponto fixo da contracdo ¢, que tem constante de contragao k,
segue-se:

HI
|2ns1 = T| = [p(20) — 0(@)| < klay —T| < &z — 7.
Isso prova (1), assim, como 0 < k < 1, tem-se k™ — 0 e a tese segue. |

Isso mostra que, ao analisar uma funcao de iteracao de f que é uma con-
tragao, basta procurar um ponto xg cuja orbita seja infinita, nao é necessario
preocupar-se com a convergéncia da sequéncia obtida. Esta pequena ob-
servagao sera destacada em enunciado préprio.

Corolério 1 Seja f : [a,b] — R tal que a equagao (1) tenha uma tinica
solugdo, & € [a,b].

Suponha I C R é um intervalo fechado e que ¢ : I — R € uma fungdo
de iteracao para f que também € uma contracao de constante k.

Entao, se a orbita de xg € I por ¢ € infinta, a sequéncia Tp+1 = @(Ty)
converge para £ e, além disso, para todon > 0, tem—se |x, — &| < k"|xo — &|.

Demonstracao: Consequéncia imediata do fato 3. |

Observagao 1 Na verdade, vale um resultado mais forte do que o enunciado
no fato 3, n3o é necessdrio admitir que existe um ponto fixo de ¢, isto segue-se
das demais hipéteses feitas, pode-se provar que

se p € uma contracdo definida no intervalo fechado I e a drbita de xg por p é
infinita, ent3o a sequéncia x,+1 = ¢(x,) converge para um ponto T € I que é
ponto fixo dessa fungdo.

Basta provar a convergéncia de (z,,), pois entdo as demais conclusdes s&o con-
sequéncia direta do fato 1. Para provar que (x,) converge mostra-se que, para
todos os naturais n > 0 e p > 1, tem=se |y 4p — Ty < %\xl — x|, assim,
esta é uma sequéncia de Cauchy de reais e portanto converge.



Exercicio 9 Quais das funcoes de iteracao ¢;, 1 < j < 5, usadas nas
tentativas feitas no exemplo 1 sa contrag¢ées no intervalo [1,2]?

O resultado a seguir é celebrado em prosa e verso num contexto muito mais
amplo do que contragoes definidas em intervalos fechados e limitados de R,
mas no escopo de MAP2220 é o cendrio mais natural para ser colocado.

Fato 4 Se ¢ : [a,b] — [a,b] é uma contragdo de constante k entao:
(i) ¢ um, e s6 um ponto fixo T.

(ii) A orbita de todo ponto de [a,b] por ¢ € infinita e, se xg € [a,b] e
Tnt1 = @(xy,) entdo x, — T e, além disso |x, — T| < k™(b—a).

Demonstragao: A existéncia do ponto fixo de ¢ segue de aplicar o o
teorema do valor intermedidrio a g(x) = ¢(x) — x, a unicidade deste ponto
fixo foi mostrada no fato 2.

Como o dominio e o contradominio de ¢ sao iguais é claro que a orbita
de todo ponto de [a,b] por ¢ é infinita.

As demais afirmagdes decorrem de pronto do fato 3 com a observagao
que, como g e T estdo em [a, b], entdo |zg — 7| < b — a. |

Exercicio 10 Seja ¢ : [a,b] — [a,b] € uma contragio de constante k e
denote por T seu ponto firo.
Considere € > 0 e:

(i) Encontre o menor natural n. para o qual é possivel garantir que, para
todo o € [a,b], ao considerar a sequéncia Tpi1 = p(Ty), tem-se
|zn, — T <e. (ne ndo deve depender de xq, apenas de € e @)

(ii) Tome xy = “T‘H’ e considere a sequéncia Tp+1 = @(xy). Determine,
neste caso, qual o menor natural n. para o qual € possivel garantir que
|z, — 7| <e.

(iii) Analise os resultados obtidos em (i) e (ii), qual o “ganho”hd, se € que
existe ganho, ao escolher o ponto médio de [a,b] como valor inicial g,
considere em particular os casos em que k = 0.1, k = % ek=0.9

Exercicio 11 Considere outra vez as tentativas feitas no exemplo 1 e prove
que, para as funcdes de iteracdo py e s, pode-se escolher xg em um intervalo
J conveniente para garantir a convergéncia das sequéncias () correspon-
dentes. O que vocé pode dizer sobre os “convenientes”intervalos J em cada
um desses dois casos?



Exercicio 12 Considere p(z) = 2° — 192 + 5, = € R.

()

(i)

(iii)

Prove que a equagdo p(x) = 0 tem 2 solugoes reais positivas, uma delas
localizada em [0, 1] e a outra localizada em [2,3].

Chame « a raiz dessa equagdo que estd em [0,1] e denote por B a
localizada em [2,3].

Vai-se tentar usar o método das aproximacoes sucessivas para encon-

trar as raizes a e  de p(x) =0 com a fungdo v1(z) = Ii‘gf ou com a

fungao pa(x) = /192 — 5.

Para procurar uma aprozimagao de o (que estda em [0, 1]) com o método
das aprorimagoes sucessivas, qual das duas funcgioes pi(x) ou p2(x)
vocé usaria? Porque? Qual seria o chute inicial que escolheria? Por-
que? (Observagao: ndao vale responder que escolheria xo = «)

Para procurar uma aprozimagao de B (que estd em [2,3]) com o método

das aprorimagoes sucessivas, qual das duas funcgioes pi(z) ou p2(x)

vocé usaria? Porque? Qual seria o chute inicial que escolheria? Por-
2

que?

Exercicio 13 Seja f(x) = 4cosx — €2*, x > 0.

(1)

(i)
(iii)

(i)

Prove que a equacao f(x) = 0 tem apenas uma solugdo no intervalo
[0, 4+o00].
Chame & a esta solugao.

Determine n € Z tal que & € [n,n + 1].

Use o método da dicotomia a equagio f(x) =0 no intervalo [n,n + 1]
determinado no item anterior e encontre uma aprorimacgdo de & com
erro menor ou igual a 3%

Mostre que € possivel aplicar o método das aproximacdes sucessivas em
[n,n + 1] (com o n determinado no item (ii)) com p(x) = w
a partir do valor inicial xg = n + 1 para encontrar wma aproximacao
de & com erro menor ou igual a 1072, Sem calcular as iteradas corres-
pondentes, determine o numero minimo de termos da seqgéncia Tp41 =
o(xg) (com o = n + 1) para encontrar uma aproximagdo com essa

Precisao.



